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PRÉFACE. 


Le  plan  du  présent  Volume  semblera,  au  lecteur,  conçu  autre- 
ment que  le  plan  des  Volumes  qui  Font  précédé.  Dans  les  théories 
exposées  aux  Tomes  l  et  II,  je  me  suis  efforcé  de  respecter,  au 
moins  dans  ses  grandes  lignes,  l'ordre  traditionnel.  Je  ne  Tai  pas 
fait  ici,  et  je  dois,  en  quelques  mots,  en  dire  la  raison. 

En  Électrodynamique,  il  n'existe  pas,  à  proprement  parler, 
d'ordre  traditionnel;  chaque  auteur  qui  a  introduit  des  idées  nou- 
velles dans  cette  partie  de  la  science  les  a  démontrées  d'une  ma- 
nière différente,  souvent  sans  se  soucier  beaucoup  de  les  relier  aux 
idées  émises  par  ceux  qui  l'avaient  précédé.  Force  m'a  donc  été 
de  construire  mon  Livre  sur  un  plan  entièrement  nouveau.  Ce  plan 
choquera  peut-être  les  habitudes  d'esprit  de  quelques  lecteurs;  j'ai 
expliqué  dans  un  des  Chapitres  de  l'Ouvrage  (lAvre  XIV,  Chap.  V) 
les  raisons  qui  m'ont  amené  à  l'adopter. 

Ne  pouvant  me  laisser  guider  par  la  tradition  comme  dans  les 
Volumes  précédents,  il  ne  m'a  pas  été  possible  d'indiquer  d'une 
manière  aussi  précise  la  part  de  chaque  physicien  dans  la  constitu- 
tion des  théories  que  j'expose.  Lorsque  je  rencontre  un  théorème 
qui  a  été  formellement  énoncé  par  un  auteur,  j'ai  toujours  soin  de 
citer  cet  auteur.  Mais  je  n'ai  pas  toujours  pu  marquer  d'une  ma- 
nière aussi  nette  ceux  dont  les  idées  ont  inspiré  ou  pénétré  mes 
raisonnements.  Je  supplie  le  lecteur  de  ne  point  voir  dans  cette 
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omission,  à  laquelle  je  n'aurais  pu  remédier  que  par  des  discus- 
sions hisloriques  trop  longues,  le  désir  de  m'attrihuer  les  décou- 
vertes d'autrui.  Du  reste,  je  réparerai  en  grande  partie  cette 
omission  en  citant  les  noms  de  ceux  dont  les  Ouvrages  ont  le  plus 
influé  sur  la  direction  de  mes  recherches;  ce  sera  en  outre  pour 
moi  le  mo^en  de  témoigner  mon  admiration  pour  ceux  qui  ont  le 
plus  contribué,  depuis  vingt  ans,  aux  progrés  de  TÉlectrodyna- 
mique;  j'ai  nommé  M.  H.  von  Helmhoitz  et  M.  Cari  Neumànn. 


Lille,  i5  février  1892. 
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INTRODUCTION  MATHÉMATIQUE 

A  L'ÉLEGTRODYNAMIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES    INTÉGRALES    CURVILIGNES   ('). 


§  1 .  —  Paramètres  qui  définissent  la  situation  relative 
de  deux  éléments  linéaires. 

En  ëtudianl  rElectrodjnamique  et  I  Electromagnétisme,  on  fait 
constamment  appel  à  un  certain  nombre  de  propositions  de  Géo- 
métrie analytique  peu  employées  en  dehors  du  domaine  de  ces 
sciences.  Nous  allons  réunir  ici  les  plus  importantes  parmi  ces 
propositions. 

Soient  X,  y^  z  les  coordonnées  rectangulaires  (2)  d'un  point  M 


(')  Voir,  au  sujet  des  intégrales  curvilignes  et  des  intégrales  de  surface,  le 
Tome  I  du  Traité  d* Analyse  de  M.  É.  Picard.  Dans  ce  bel  Ouvrage,  la  théorie 
de  ces  intégrales  est  traitée  avec  de  grands  développements  et  par  des  méthodes 
souvent  différentes  de  celles  qui  sont  exposées  ici. 

(')  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  sauf  indicatioQ  contraire,  il  ne  sera  jamais 
fait  usage  de  coordonnées  non  rcctanguIaircF. 

I).  —  III.  I 
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d\ine  courbe  sur  laquelle  un  sens  de  parcours  a  été  choisi.  Soit 
MM'  un  élément  de  cette  courbe,  issu  du  point  M,  et  ayant  pour 
longueur  ds.  Le  point  M'  a  pour  coordonnées 

z  =  z-h  -r  ces. 
as 

Soit  MT  la  tangente  en  M  à  la  courbe  considérée,  dirigée  dans 
le  sens  de  parcours  qui  a  été  choisi  sur  la  courbe.  Cette  demi- 
droite  MT  fait,  avec  les  axes  de  coordonnées  Ox^  Oy,  O^,  des 

angles  a,  p,  v  et  l'on  sail  que  l'on  a 

> 
,  .  dx  .        dy  dz 

(1)  c°s«  =  :5^'      «osP  =  -5j'      «•'n  =  5;- 

On  a  souvent  à  considérer  le  système  formé  dans  l'espace  par 
deux  éléments  linéaires 

MM,  z=ds,        M'M;=  ds'. 

Un  semblable  système  {fig*  i)  est  évidemment  défini  par  les 
paramètres  suivants  : 

i**  Les  longueurs  ds^  ds!  des  deux  éléments  ; 

Fig.  I. 


/ 
/ 
/ 


2"  La  distance  r  de  l'origine  M  du  premier  à  l'origine  M'  du 
second  ; 

3°  Les  trois  angles  8,  6',  w,  lesquels  sont  eux-mêmes  définis 
de  la  manière  suivante  : 

6  est  le  plus  petit  des  angles  que  la  direction  MMj  de  l'élérfient 


\ 
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ds  fait  avec  la  direction  MM'  de  la  droite  qui  joint  Torigine  de 
l'élément  ds  à  l'origine  de  l'élément  ds'  ; 

6'  est  le  plus  petit  des  angles  que  la  direction  M'M,  de  l'élé- 
ment ds'  fait  avec  la  même  direction  MM'; 

(0  est  le  plus  petit  des  deux  angles  que  font  entre  elles  les  di- 
rections MM,,  M' M',. 

La  connaissance  des  paramètres  /•,  ds^  ds\  0,  0',  to  ne  définit  pas 
sans  ambiguïté  le  système  des  deux  éléments  MM,,  M'M',  ;  l'élé- 
ment MM,  étant  arbitrairement  placé  dans  l'espace,  la  connais- 
sance de  ces  paramètres  définit,  pour  l'élément  M'M^,  deux  posi- 
tions possibles,  symétriques  par  rapport  au  plan  M,  MM'.  Mais, 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  la  fonction  du  système  des  deux 
éléments  que  nous  aurons  à  considérer  aura  la  même  valeur  pour 
ces  deux  systèmes  distincts.  Dans  ces  cas,  on  pourra  regarder  le 
système  de  deux  éléments  comme  complètement  défini  par  la 
connaissance  des  paramètres 

ds,     ds\     r,     0,     9',     to. 

Les  trois  angles  0,  8',  cj  étant,  par  définition,  compris  entre  o 
et  TT,  sont  définis  par  leurs  cosinus.  On  peut  donc  dire,  dans  le 
cas  dont  nous  venons  de  parler,  qu'une  fonction  du  système  des 
deux  éléments  est  définie  lorsque  l'on  connaît  les  paramètres 

ds,     ds\     /*,     cosO,     cos6',     cosio. 

Ces  paramètres,  dont  la  considération  revient  à  chaque  instant 
dans  les  Chapitres  suivants,  sont  susceptibles  de  plusieurs  expres- 
sions qu'il  est  indispensable  de  connaître. 

Soient  x^  y,  z  les  coordonnées  du  point  M,  et  x\  y,  z'  les  co- 
ordonnées du  point  M'.  Nous  aurons,  en  premier  lieu, 

Soient  a,  p,  y  les  angles  de  la  direction  MM,  avec  les  ax,es 
Qx^  Oy,  Os  et  a',  P',  y  les  angles  de  la  direction  M'M',  avec  les 
mêmes  axes.  Nous  aurons,  d'après  les  égalités  (i), 

dx  a        dv 

cosa  =  -^  9  cos  3  =  -7- , 

ds  ^        ds 

.       d^'  or       dy 


cos  Y 

— 

dz 
ds' 

cos  y' 

= 

dz' 
ds' 
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Or,  on  sait  que 

cos  (I)  =  cos  a  cos  a'  -+-  ces  p  ces  P'  -4-  cos  y  ces  y'  • 

On  a  donc 

_  dx  dx        dy  dy'       dz  dz' 
~  ds  ds'        ds  ds'        ds  ds' 

La  droite  MM'  fait  avec  Ox^  Oy^  Oz  des  angles  ).,  [x,  v,  cl 

l'on  a 

^        X* — X  y' — Y  z'^z 

cos  A  =  j  cosix  = —  9  cosv  = • 

r  r  r 

Or 

cos  ô  =  cos  X  cos  a  -\-  cos  jji  cos  p  -h  cosv  cos  y, 

cosô'=  cosX  cosa'-i-  cos  (jl  cos  P' -}-  cosv  cosy'. 
On  a  donc 

ft        x' — X  dx         v' — Y  fiy        ^' — ^  d^ 

cos  6  = -, — h  * -^  -^■  -1 -,-, 


,  r        ds  r       ds  r       ds 

^^^  ^         ^,       x'^xdx'        Y'—ydy        z'^zdz' 

r       ds  r       ds  r       ds 

L'égalité  (2)  donne 

ôr  _       dr  _  x'  —  x 
dx'  dx  ~'       r 

dr   ^       dr  _^  y'  —  y 

dr  _       à^  _  ^'  —  -5 
dz'  dz  /•      ' 

relations  moyennant  lesquelles  les  égalités  (4)  deviennent 

^  __       /  dr  dx        dr  dy        dr  dz  \ 
"~      \dx    ds         dy   ds        dz  ds  /^ 

,  ^         dr  dx'        dr  dv'        dr  dz' 
~        d^  W^'d/d^  '^d^'W 


ou  bien 


(>)  cos6  = r-,         cos6  = -r-i' 

ds  ds 

L'ensemble  des  égalités  (4)  et  (5)  donne 

dr  __  x'—x  dx'       y' — y  dy'       z' — z  dz' 
ds'  ~      r       ds'  r        ds'  r       ds' 
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On  déduit  aisément  delà 

<?'r   _       \  /dx  dx  dy  dy'  dz  dz'\ 

ds  ds'  ~~      r  \ds  ds'        ~^  ds   ds'  ds  d$'  ) 

I  /.r'  —  X  dx        y'  —  y  dy        z' — z  dz\ 
r\r       ds  ^~       r       ds  r       ds  / 

(x'  —  X  dx'       y' — y  dy'       z' — z  dz'\ 
r       ds'  "^       /•       ds'  ^~      /'       ds'  J 

Si  Ton  tient  compte  des  égalités  (3)  et  (4),  celte  égalité  de- 
vient 

,^^  cos6cosô'       coso)         d^r 

(6)  -: =     — — 

/■  /'  osas 

ou  bien,  en  tenant  compte  des  égalités  (5), 

La  droite  indéfinie  MM'  et  la  demi-droite  MM|  déterminent  un 
premier  demi-plan.  La  droite  indéfinie  MM'  et  la  demi-droite 
M'M',  déterminent  un  second  demi-plan. 

Soit  e  le  plus  petit  des  dièdres  formés  par  ces  deux  demi-plans. 
Cet  angle  étant,  par  définition,  compris  entre  o  et  ir,  est  déter- 
miné par  son  cosinus. 

Par  M,  menons  une  parallèle  Mm\  à  M' M',  {fig'  a).  Dans  le 

Fig.  2. 


*ri. 


if; 


trièdre  MM|i  m\  M',  l'angle  e  est  le  dièdre  opposé  à  Tangle  M|  Mm', 
ou  Ci)  ;  il  est  compris  entre  les  faces  M'MMi,  ou  8  et  M'Mm,,  ou 
9'.  On  a  donc 

(8)  cosw  =  COS0  cosO'-H  sinO  sinO'  coss. 


/ 
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Celle  égaillé  nous  monlre  que,  si  une  fonclion  dépendanl  de  la 
posilion  relalive  des  deux  élémenls  ds  elds'  dépend,  d'une  manière 
uniforme,  des  paramètres 

0,     0,     iû, 

elle  dépend  d'une  manière  uniforme  des  paramètres 

0,     0',     z 

el  réciproquemenl  ;  d'ailleurs  ces  angles  8,  6',  a>,  e  sonl  tous  com- 
pris entre  o  et  tî  et,  parlant,  définis  d'une  manière  uniforme  par 
leurs  cosinus. 

La  comparaison  des  égalités  (6)  el  (8)  donne 

(9)  sinô  sinô'coss  —  —  /• 


as  as' 


Les  diverses  égalités  que  nous  venons  d'écrire  sont  d'un  con- 
tinuel usage  dans  l'étude  de  l'Électrodj^namique. 

Nous  avons  vu  que  la  connaissance  des  angles  0,  0',  (o,  ou  bien, 
ce  qui  revient  au  même,  des  angles  0,  0',  £,  ne  définissait  pas  sans 
ambiguïté  la  direction  relative  des  deux  éléments  MM|,  M'M^. 
Mais  on  peut  trouver  un  système  d'angles  qui  définisse  sans  am- 
biguïté la  direction  relative  des  deux  éléments  MM|,  M'M', . 

Qu'on  imagine  un  demi-plan,  limité  par  la  droite  MM',  el 
tournant  de  gauche  à  droite  autour  de  cet  axe.  Que  ce  demi-plan 
coïncide  d'abord  avec  le  demi-plan  M'MM|.  Pour  venir  coïncider 
avec  le  plan  MM'M', ,  il  devra  tourner  d'un  angle  e,  compris  entre 
o  et  2  7r.  La  connaissance  des  angles  8,  0',  e  définit  sans  ambi- 
guïté la  direction  relalive  des  deux  élémenls  MM|,  M'M'^. 

Si  l'angle  e  est  compris  entre  o  el  ir,  on  a 


z  =  e. 


Si,  au  contraire,  l'angle  e  est  compris  entre  tî  et  2  7t,  on  a 


6  =  !i7:  —  e. 
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§  2.  —  De  llntégrale  curviligne.  Définition.  Théorème  fondamental. 


Soient  U,  V,  W  trois  fonctions   uniformes  et  continues  des 
variables  suivantes  : 


^, 

r. 

-S, 

dx 

ds' 

dz 

di' 

d'x 

ds'  ' 

.  .  . , 

d'^z 

.    .  .  .  , 

.  .  . , 

ds'^ 

Imaginons  que  a:,  y^  z  soient  les  coordonnées  d'un  point  va- 
riable M  d'une  courbe  AMB  {fig,  3).  Soit  s  Tare  AM.  On  pourra 


Fi  g.  3. 


toujours  imaginer  que  la  courbe  soit  représentée  par  les  équations 

z  =h{s), 

/,  gf  h  étant  des  fonctions  finies,  uniformes  et  continues  de  s, 
dont  les  dérivées  par  rapport  à  s  jusqu'à  l'ordre  n  existent,  sont 
uniformes,  et  sont  des  fonctions  finies  et  continues  de  ^,  sauf  en 
un  nombre  limité  de  points  de  la  courbe. 
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Moyennant  ces  relations,  les  quantités 


dx 
-ds' 

dy 
Us' 

dz 
ds' 

d*x 

dsi' 

•  •  •  1 

•  •   •  » 

d"z 

vont  devenir  des  fonctions  uniformes  de  5,  ces  fonctions  pouvant 
être  infinies  ou  discontinues  en  certains  points  ou  en  certaines 
régions  de  la  courbe  AMB.  11  en  sera  de  même  des  fonctions 
u{s)y  v{s)y  w{s)^  obtenues  en  remplaçant  les  variables  qui  figurent 
dans  les  fonctions  U,  V,  W  par  leurs  expressions  en  fonction 
de  s. 
Soient 

Soit,  en  outre,  S  la  longueur  de  l'arc  AMB.  Si  l'intégrale  dé- 
finie 

r    [u(s)  o{s)  -+-  v{s)^{s)  -+-  «'(5)6(5)]  ds 
existe,  nous  la  représenterons  par  le  symbole 


f    (\]dx-^\df-+-\\dz), 

*^AMB 


et  nous  dirons  que  ce  symbole  représenle  une  intégrale  curvi- 
ligne prise  le  long  de  la  courbe  AMB. 

Il  faut  bien  remarquer  que  ce  symbole  n'a  aucun  sens,  en  gé- 
néral, si  l'on  ne  suppose  pas  l'arc  AMB  complètement  connu  \ 
c'est  seulement  lorsqu'on  suppose  cet  arc  connu  qu'il  prend  un 
sens,  celui  d'une  intégrale  définie,  et  à  chaque  arc  différent  joi- 
gnant le  point  A  au  point  B  correspond  un  sens  différent  de  ce 
symbole,  ce  sens  étant  traduit  par  une  intégrale  définie  différente. 

Pour  définir  cette  intégrale,  nous  avons  supposé  les  coordon- 
nées d'un  point  de  la  courbe  AMB  exprimées  au  moyen  de  l'arc  s 
de  cette  courbe;  mais  nous  aurions  pu  tout  aussi  bien  les  sup- 
poser exprimées  au  moyen  d'un  paramètre  t  variable  d'une  manière 
continue  le  long  de  la  courbe  AMB. 
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Presque  toutes  les  propriétés  des  intégrales  curvilignes  se  dé- 
duisent d'une  proposition  fondamentale  que  nous  allons  démon- 
trer. 

Supposons  que  les  trois  fonctions  U,  V,  W  dépendent  seule- 
ment de  x^y^  z  et,  de  plus,  que  Ton  ait 

d¥{x,y,z) 

u   —    -r > 

0.C 

dV{x,y,z) 

^^—^ ' 

â¥(T,y,z) 

^-        Tz        ' 

F  étant,  dans  tout  l'espace,  une  fonction  uniforme,  finie  et  con- 
tinue de  x,yy  z. 

Considérons  une  courbe  AMB  quelconque,  donnée  par  les 
équations 

y  =  ff(sh 

Si  dans  ¥{x^y^z)  on  remplace  x^y^z  par  ces  fonctions  uni- 
formes, finies  et  continues  de  5,  ¥[x^y^  z)  va  se  transformer  en 
une  fonction  uniforme,  finie  et  continue  de  s 

L'intégrale  curviligne 

f    {\}dx-^ydy-^^dz) 

•A  MB 

sera  égale,  par  définition,  à 

r^f— ^-  ^^ll         <^F      dg{s)  ôV     dh{s)-\ 

X     L^/(*)      ^*'     "^^^(*)      ^^      '^àhi.s)      ds    J    '' 

ou  bien  à 


i 


'-'*<•>■;.. 


0  ^* 


^(5)  étant  une  fonction  uniforme,  finie  et  continue  de  5,   cette 
dernière  quantité  a  pour  valeur 

4>(S)-*(o). 
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Soient  XQ^yo,  5©  les  coordonnées  du  point  A  et  ^,,  j^i,  2|  les 
coordonnées  du  point  B.  Nous  aurons 

<l»(o)=F(xo,>'o,  ^o\ 
el,  par  conséquent, 


£ 


AMB 

Ainsi  l'intégrale  curviligne  considérée  dépend  exclusivement  de 
Torigine  et  de  l'extrémité  de  la  courbe  le  long  de  laquelle  elle  est 
prise  et  point  de  la  forme  de  cette  courbe. 

Dans  ce  cas  particulier,  on  voit  que  l'on  peut  attribuer  un  sens 
au  svmbole 

f     (\JdJC---\djr:\\dz), 

pourvu  seulement  que  l'on  connaisse  les  deux  points  A  et  B,  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  la  courbe  AMB.  Ce  sens  est  celui 
de  la  différence 

Supposons  que  la  courbe  AMB  soit  une  courbe  fermée;  le  point 
B  coïncidant  avec  le  point  A,  les  coordonnées  -Ti,  j'i,  Zi  sont  res- 
pectivement identiques  aux  coordonnées  ^oîJ'oj^o»  Comme, 
d'ailleurs,  la  fonction  F(x,}',  z)  est  une  fonction  uniforme,  finie 
et  continue  de  x,y,  z^  on  aura  assurément 

Ainsi,  lorsque  U,V,W  sont  les  trois  dérivées  partielles  d'une 
même  fonction  uniforme,  finie  et  continue  de  ^,^>',  z,  l'intégrale 
curviligne 

^{\]dx-\-\djr-i^\\dz), 


f 


étendue  à  une  courbe  fermée  quelconque,  est  égale  à  o. 

Avant  de  démontrer  la  réciproque  de  cette  proposition,  une 
remarque  est  nécessaire. 

Si,  pour  toute  courbe  ouverte  AMB,  dont  l'origine  A  a  pour 
coordonnées  Xq^  y^^  z^  et  dont  l'extrémité  B  a  pour  coordonnées 
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•^nj^iî  2,,  une  cerlaine  intégrale  curviligne  vérifie  la  relation 

f    {Vdx-^X  djr^Wdz)^^  ^(3^1,71,-31)— FCaroj^Oî-So); 
«'amb 

F(ar,y,  5)  étant  une  fonction  uniforme,  finie  et  continue  de  x, 
y^  z,  on  aura,  pour  toute  courbe  fermée, 

f(Vdx-h\djr-^\y dz)^  o. 

inversement,  considérons  une  intégrale  curviligne  telle  que,  pour 
loute  courbe  fermée,  on  ait 

C(V  dx  I  y  dy-^  W  dz^  =  o, 

el  cherchons  la  valeur  de  l'intégrale 

Ç    (Urfic-f-Vdr7-4-Wrf5)  =  [AMB]. 

Pour  obtenir  celte  valeur,  nous  remarquerons  en  premier  lieu  que 
l'intégrale  AMB  change  de  signe,  sans  changer  de  valeur,  lorsqu'on 
conserve  la  courbe  AMB  en  renversant  son  sens  de  parcours  :  re- 
lation qui  peut  s'écrire  symboliquement 

|AMB]-t-[BMA]--o. 

En  effet,  la  somme  que  nous  venons  d'écrire  n'est  autre  que  la 
valeur  de  l'intégrale  curviligne  considérée  le  long  de  la  courbe 
fermée  particulière  AMBMA,  el  nous  savons  que  cette  valeur  est  o. 

En  second  lieu,  nous  remarquerons  que  la  valeur  de  l'intégrale 
curviligne  le  long  d'un  arc  de  courbe  quelconque  AMB  dépend 
uniquement  de  la  position  des  points  A  et  B  et  du  sens  de  parcours 
de  l'arc  de  courbe,  mais  nullement  de  la  forme  même  de  l'arc  de 
courbe. 

En  effet,  soient  AMB,  AM'B  deux  arcs  de  courbe  différents 

unissant  le  point  A  au  point  B.  La  courbe  AMBM'A  étant  une 

courbe  fermée,  on  a 

[AMBM'A]=o, 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

[AMB]-+-[BM'A]  =  o. 
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Mais,  d'après  la  remarque  précédenle, 

[BM'A]-[AM'B]--o. 

On  a  donc,  comme  nous  Favions  annoncé, 

[AMB]--[AM'B]. 

Ces  deux  remarques  faites,  choisissons  arbitrairement  {Jig^  4)  "" 
point  n,  de  coordonnées  a,  ^,  y-  Soit  P(x,  v,  z)  un  autre  point 
du  plan.  L^intégrale 


X 


{\j  dx  —  \  dy  —  W  dz  i. 

niip 


prise  le  long  d'une  courbe  quelconque  IlMP  joigoant  le  point  II 
au  point  P,  aura  une  valeur  indépendante  de  la  forme  de  cetle 
courbe  et  dépendant  seulement  de  la  position  des  points  II  et  P. 


Fig-  \ 


D'ailleurs,  la  position  du  point  Q  étant  supposée  prise  arbitrai- 
rement une  fois  pour  toutes,  on  voit  que  la  valeur  en  question 
définit  une  fonction  uniforme  des  coordonnées  ^,y,  z  du  point  P. 
Désignons  cette  valeur  par  F(j?,  j^,  z). 

Si  les  fonctions  U,  V,  W  sont  des  quantités  finies,  il  est  aisé 
de  voir  que  cette  quantité  est  finie.  Il  est  aisé,  de  plus,  de  voir 
qu'elle  est  continue.  Soit,  en  effet,  P'(a/,^,  5')  un  point  voi- 
sin du  point  P.  La  fonction  F(:r',^,  2')  est  la  valeur  de  l'inté- 
grale curviligne  prise  le  long  d'une  courbe  quelconque  joi- 
gnant le  point  n  au  point  P'.  Or,  comme  telle  courbure,  on  peut 
prendre  la  courbe  II MP  suivie  de  la  droite  PP'.  On  voit  alors  aisé- 


CHAP.    I.   —   INTEGRALES  CrHVlUGNES. 


l3 


ment  que 


et  l^intégrale  qui  figure  au  second  membre  est  évidemment  infini- 
ment petite  avec  PP',  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Ajant  ainsi  défini  la  fonction  uniforme,  finie  et  continue  de 
Xjj^  X  que  nous  avons  désignée  par  Yi^x^y^  z),  arrivons  à  l'éva- 
luation de  [AMB]. 

Si  nous  remarquons  que  II  AMB  {/ig.  5)  est  une  ligne  qui  mène 


Fi  g.  5. 


0 


B. 


V/ 

du  point  n  au  point  B,  nous  trouverons 

[nAMB]=F(^„j^,,^,). 

D'ailleurs, 

[nAMB]  =  [nA]4-[AMB] 

et 

Nous  trouvons  donc 

[AMB]=    f    iUdx^\djr-i-Wdz)  =  F{x,,yt,z,)^F(xo,yo,^o)^ 

Ainsi  :  dire  que  V intégrale  cur^'iligne 

C{Vdx~h\dy-h\\dz) 

étendue  à  un  contour  fermé  quelconque  est  égale  à  o,  ou  bien 
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dire  que  la  même  intégrale  étendue  à  une  courbe  quelconque 
est  la  différence  des  valeurs  que  prends  aux  deux  extrémités 
de  la  courbe,  une /onction  uniforme,  finie  et  continue  des  coor- 
données, cest  énoncer  deux  propositions  équis^alentes. 

Cherchons  maintenant  quelle  forme  doivent  présenter  les  quan- 
tités U,  V,  W  pour  que  Ton  puisse  énoncer  ces  deux  propositions. 

Nous  avons 

Soit  B'  un  point  situé  à  une  distance  infiniment  petite  ds  du  point  H. 
Soient  a,  ^,  y  les  cosinus  des  angles  que  la  droite  BB'  fait  avec 
Oj:,  Oy^  Oz,  Nous  aurons,  pour  coordonnées  du  point  B, 

a^i  -r-  a  ds,     >'i  -T-  3  ds^     z^  \-^ds. 

Nous  aurons  donc 

/       {\5  dx^\  dy  -^W  dz)—¥{^xi-^oLds,yx^^d$,Zi->r^ds) 
•Ambb' 

Or  le  premier  membre  peut  s'écrire 

Ui,  V<,  W|  étant  les  valeurs  de  U,  V,  W  en  un  certain  point  de 
la  ligne  BB'.  On  a  donc 

Ui  dx -\-\i  dy  -H  Wi  dz  =  F(a*|-f-  dx^y^-^  dy^  zi  -h  dz)—  F(a7i,j^i,  Zx), 

c'est-à-dire 

ox  dy  dz 

Si  l'on  rapproche  ce  résultat  de  celui  que  nous  avons  obtenu  au 
commencement  de  ce  paragraphe,  on  voit  que  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  V intégrale 
curs^iligne 

fiUdx-hWdy-^Wdz), 
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étendue  à  une  courbe  fermée  quelconque,  soit  égale  à  o,  est 
que  les  trois  quantités  U,  V,  W  soient  les  dérivées  partielles 
par  rapport  à  x^  y,  z  d^une  même  fonction  uniforme,  finie  et 
continue  de  x^y^  z. 

Tel  est  le  théorème  fondameatal  sur  lequel  repose  la  théorie 
des  intégrales  curvilignes. 

Donnons  immédiatement  une  application  de  ce  théorème. 
La  quantité 

dr        t' — .r  dx'        y' — r  dy'        z — 5  dz' 
ds'  "~        r       ds'  r        ds'  "^       /•       d\' 

est  une  fonction  uniforme,  finie  et  continue  des  coordonnées  x, 
y^  z  d'un  point  de  la  courhe  5.  Donc  Tintégralc 


fS'  ''*' 


étendue  à  une  courbe  fermée  quelconque,  est  égale  à  o. 
Or  l'égalité  (6)  nous  donne 


cosOcosO'        rosto         ô^r 


r  r  ds  as' 

Nous  aurons  donc 

/cosGcopO'        _^   /'COSO) 
r  *     J       r        *' 

les  deux  intégrales  s'étendant  à  une  même  courbe  fermée. 

A  fortiori,  si  s  et  s'  sont  deux  courbes  fermées  quelconques, 
nous  aurons 

cosOcosô'    .     ..        r /"cosco 


,     .  /•/'cosOcosô     ,    ,,       r  rcosi 

^'"^  JJ  -l^''''"=jJ-7 


ds  ds'. 


Cette  égalité  joue,  en  Électrodjnamique,  un  rôle  important; 
elle  a  été  démontrée,  en  1847,  P^irM.  F.-E.  Neumann  (*  ),  dans  le 
but  de  comparer  les  résultats  de  sa  théorie  de  llnduction  avec  la 
théorie  donnée  par  W.  Weber. 


(•)  F.-E.  Neumann,  Ueber  ein  aUgemeines  Princip  der  mathematischen  Théo- 
rie inducirter  elektrUcher  Strôme,  Lu  à  rAcadémie  des  Sciences  de  Berlin,  le 
g  août  1847  • 
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§  3.  —  Théorème  de  M.  Bertrand. 

Le  théorème  fondamental  que  nous  venons  de  démontrer  va 
nous  fournir  une  proposition  dont  nous  aurons  souvent  à  faire 
usage.  Cette  proposition  a  été  donnée  par  M.  J.  Bertrand  (*)  au 
cours  de  ses  belles  recherches  sur  la  loi  d'Ampère. 

Cette  proposition  s'énonce  ainsi  : 
Si  r intégrale  curviligne 


/^  l  dx    dy    dz\    , 


/'tendue  à  un  contour  fermé,  est  un  infiniment  petit  du  second 
ordre  toutes  les  fois  que 

ds 


f 


est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  ta  fonction  G  est  li- 

/    .         ,  I  ,  dx    dy    dz 

neaire  et  nom.osene  e/i  -7- »  -~  •  -^  • 

°  ds     ds     ds 

Considérons,  en  eflet,  un  contour  fermé  infiniment  petit  {fig*  6). 

Soit  [JL  (Ç,  7),  JJ)  un  point  fixe,  pris  arbitrairement  sur  ce  contour. 

■ 

Fig.  6. 


Soit  M(^,^,  5)un  point  variable  de  ce  contour.  Soit  M'(j?',y,  5') 
un  certain  point  convenablement  choisi  entre  les  deux  précédents 


(•)  J.  Bertrand,  Sur  la  démonstration  de  la  formule  qui  représente  V  action 
élémentaire  de  deux  courants  {Comptes  rendus,  t.  LXW,  p.  733;  187a.) 
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sur  la  ligne  qui  les  joint.  Nous  aurons 

Cl  dx    dy    dz\   , 


L'inlégrale  qui  figure  au  premier  membre  est,  par  hypothèse, 
infiniment  petite,  par   rapport   à   /  ds.  Les   quantités   (x'  —  Ç), 

(>'  — Tj),  (z' — s)  étant  infiniment  petites,  la  dernière  intégrale 
qui  figure  au  second  membre  est  aussi  infiniment  petite  par  rap- 
port à   /  ds.  Par  conséquent,  la  quanlilé 


/ 


.  ^  dx    dy    dz\. 

^^"^•'^'dl'dJ'di)''' 


doit  être  au  moins  un  infiniment  petit  du  second  ordre  lorsque 

ds 


f 


est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

Imaginons  un  contour  fermé  (x  quelconque  et,  sur  ce  contour, 
un  point  fixe  quelconque  M(Ç,  Tj,  Ç).  Soit  M^  (j:i,yi ,  5|)  un  point 
variable  de  ce  contour.  Je  dis  que  l'intégrale 


/      /  djTi     dvx     dzi\ 


étendue  à  ce  contour,  est  nécessairement  égale  à  o. 

Imaginons,  en  efiet,  que  Ton  forme  un  contour  s  homothé- 
tique  du  précédent,  le  centre  d^homothéu'e  étant  en  [x  et  le  rap- 
port d^homothétie  ayant  pour  valeur  ^y  la  quantité  X  pouvant 

croître  au  delà  de  toute  limite. 
Le  contour  s  est  infiniment  petit. 

Si  nous  remarquons  qu'aux  points  homologues  de  deu\  courbes 
D.  —  W.  a 
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homothélîques  les  tangentes  à  ces  deux  courbes  sont  parallèles;  si 
nous  désignons  par  M  (^,^,  z)  le  point  du  contour  s  homologue  du 
point  M.^(xt,y^^z^)  du  contour  a;  si  ds  et  di  sont  les  éléments 
homologues  de  ces  deux  contours,  nous  aurons 

djTi       dx 


Posons 


yG(5,T.,;, 


d'S 

-  ds' 

dyy 

dz 

-  ds' 

dz\ 
dz 

dz 
^  ds' 

dz 

-\ds. 

dx. 

dy\    dz, 

dv      d7      dy 


r)'"  = 


A, 


et  nous  aurons  les  deux  égalités 


y  G  (l,  T„  ;, 


dxi     dvx     dzi 
dz  '    dz      dz 


ï)*.x/c(5„„;,J,f,*).,. 

fdz^l  fds: 


d'où  Ton  déduit,  en  remplaçant 


y*G(î,T,,î, 


dxi    dyx    dz\ 
dz      dz      dz 


) 


dz 


par  A, 


M'-'^È-î-È)^--tf^- 


Diaprés  cette  égalité,  Tintégrale  qui  figure  au  premier  membre 
serait,  contrairement  à  ce  qui  doit  être,  de  l'ordre  de  /  ds. 
Nous  sommes  donc  obligé  d'admettre  que  l'intégrale 

dans  laquelle  (i^rij^)  est  un  point  fixe  du  contour  fermé  quel- 
conque auquel  s'étend  l'intégrale  et  (x^  y^  z)  un  point  variable 
du  même  contour,  est  égale  à  o. 

D'après  la  proposition  fondamentale  démontrée  au  paragraphe 
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précédent,  il  faut  et  il  sufGt  pour  cela  quMl  existe   une  fonction    * 
uniforme,  finie  et  continue  de  x^y^  z^  telle  que  l'on  ait 

\      ^^       ds     ds     ds )  '~  dx  ds        dy  ~ds        dz   ds 

Le  premier  membre  ne  dépendant  pas  de  x,  y,  z^  il  doit  en  être 

de  même  du  second.  Les  quantités  -r-»  -r-f  t-  doivent  donc  être 

T  007     dy     dz 

de  simples  fonctions,  quelconques  d'ailleurs,  de  Ç,  y|,  ^.  Nous  de- 

\ons  donc  avoir 

el,  par  conséquent,  ^,  ^i^  !^  élant  quelconques,  ' 

^  /  dx    dy    ds\  „,  ^  dx 

^'V'^'^'di'Ws'Ts)=      P('':^'')d^ 

La  proposition  de  M.  Bertrand  est  ainsi  démontrée. 
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CHAPITRE  IL 


THÉORÈMES  DE  STOKES  ET  D'AMPÈRE  (•). 


§  l.  —  Quelques  dèfinitions  et  quelques  lemines  de  Géométrie. 

Nous  allons  examiner,  dans  le  présent  Chapitre,  une  nouvelle 
propriété  générale  des  intégrales  curvilignes;  mais  celte  étude 
sera  précédée  de  l'énoncé  de  quelques  définitions  et  de  Texposé 
de  quelques  lemmes  de  Géométrie  générale. 

Soient  AB,  CD  {fig,  7)  deux  demi-droites  qui  ne  se  rencon- 
trent pas  et  sont  rectangulaires  entre  elles. 


Fig.  7. 


«A 


Supposons  qu'un  observateur,  placé  selon  AB  et  regardant  le 
point  C,  voie  la  demi-droite  CD  se  diriger  vers  sa  gauche;  un 
observateur,  placé  selon  CD  et  regardant  le  point  A,  verrait  alors 
la  demi-droite  AB  se  diriger  aussi  vers  sa  gauche.  Dans  ces  condi- 
tions, le  système  des  deux  directions  AB,  CD  forme  un  système 
dont  le  sens  de  rotation  est  positif.  Dans  les  conditions  in- 
verses, le  sens  de  rotation  est  négatif. 


(^)  Plusieurs  parties  de  ce  Chapitre  sont  extraites,  presque  textuellement,  du 
remarquable  Ouvrage  de  M.  Cari  Neumann  :  Die  elektrischen  Kràfte,  Leipzig, 
1873. 


CHAP.    II. 
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Celte  définition  s'étend  à  deux  demi-droites  qui  ne  sont  pas 
rectangulaires.  Le  sens  de  rotation  du  système  des  deux  demi- 
droites  A.B,  CD  {fig.  8)  sera,  par  définition,  le  sens  de  rotation 

Fig.  8. 


(lu  système  formé  par  la  demi-droite  AB,  et  par  la  demi-droite  Câ^, 
projection  de  CD  sur  un  plan  perpendiculaire  à  AB. 

Considérons  un  cercle  i^fig^  9)  et  une  demi-droite  AB,  nor- 
male au  plan  de  ce  cercle  et  issue  de  son  centre.  Le  côté  du  plan 


de  ce  cercle  où  se  trouve  la  demi-droite  AB  est  ce  que  Ton  nomme 
le  côté  supérieur  de  ce  plan.  La  circonférence  de  ce  cercle  sera 
parcourue  dans  un  sens  positif,  si  la  tangente  MT,  dirigée  dans 
le  sens  du  parcours,  forme  avec  AB  un  système  à  rotation  posi- 
tive. On  voit  que,  si  un  observateur,  debout  sur  la  face  supérieure 
du  plan,  marchait  sur  la  circonférence  en  la  parcourant  dans  le 
sens  positif,  il  aurait  à  sa  gauche  Taire  du  cercle. 

Un  sens  de  parcours  étant  choisi  sur  une  circonférence  de 
cercle,  on  pourra  toujours  faire  que  ce  sens  de  parcours  devienne 
positif,  en  choisissant  convenablement  la  face  supérieure  du  plan. 
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Le  côté  du  plan  qu^il  faut  alors  choisir  pour  face  supérieure 
prend  le  nom  àe  face  positive .  On  voit  qu'un  observateur  qui  se- 
rait couché  suivant  la  tangente  MT  à  la  circonférence  de  cercle, 
dans  le  sens  de  parcours  choisi,  et  qui  regarderait  le  centre  du 
cercle,  aurait  à  sa  gauche  la  face  positive. 

Cette  définition  peut  s'étendre  à  une  classe  très  étendue  de 
courbes  fermées. 

Considérons  une  courbe  fermée  qui  vérifie  les  restrictions  sui- 
vantes ; 

i^  En  parcourant  la  courbe  dans  le  sens  qu'on  a  choisi,  on  ne 
passe  jamais  deux  fois  par  un  même  point,  et  l'on  ne  peut  reve- 
nir à  son  point  de  départ  sans  avoir  parcouru  tous  les  points  in- 
termédiaires. 

2°  Par  la  courbe  C,  on  peut  faire  passer  une  surface  S  telle  que 
la  courbe  C  forme,  sur  cette  surface,  le  contour  <Vune  aire  A 
fermée  et  linéairement  connexe. 

Ces  derniers  mots  nécessitent  quelques  explications. 

L'aire  fermée  A,  ayant  pour  contour  C,  est  dite  linéairement 
connexe,  lorsque  deux  points  quelconques,  M,  M',  appartenant  à 
l'aire  A,  peuvent  être  joints  par  une  ligne  située  en  entier  dans 
l'aire  A  et  ne  rencontrant  pas  la  courbe  C. 

3*^  En  chaque  point  M,  l'aire  A  admet  un  et  un  seul  plan  lan- 
gent dont  l'orientation  varie  d'une  manière  continue  lorsque  le 
point  M  se  déplace  sur  l'aire  A. 

4°  L'aire  A  est  une  surface  à  deux  côtés.  Ce  dernier  mot  né- 
cessite quelques  définitions. 

Soit  M  un  point  de  l'aire  A;  soit  MN  une  demi-droite  normale 
à  ce  plan,  et  invariablement  liée  à  ce  plan. 

Déplaçons  le  point  M  à  la  surface  de  l'aire  A.  11  entraîne  avec 
lui  le  plan  tangent  et  la  normale  MN,  qui  se  déplacent  d'un  mou- 
vement continu. 

Si,  après  un  certain  déplacement  sur  l'aire  A,  le  point  M  re- 
vient à  sa  position  primitive,  le  plan  tangent  reprendra,  lui  aussi, 
sa  position  primitive.  Mais,  pour  la  normale  MN,  deux  cas  peu- 
vent se  présenter  : 

Ou  bien  la  demi-droite  MN  reprend  sa  position  primitive,  quel 
qu'ait  été  le  déplacement  du  point  M.  On  dit  alors  que  l*aire  A 
présente  deux  côtés. 
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Ou  bien,  pour  cerlalns  déplacements  convenablement  choisis 
du  point  M,  la  demi-droite  MN  viendra  coïncider,  non  plus  avec 
sa  direction  primitive,  mais  avec  la  direction  inverse.  On  dit  alors 
que  l'aire  A,  présente  un  seul  côté. 

On  a  longtemps  admis,  a  priori,  que  toute  aire  close,  linéaire- 
ment connexe,  présentait  nécessairement  deux  côtés.  Mœbius  a,  le 
premier,  signalé  l'existence  paradoxale  de  surfaces  à  un  seul  côté. 

On  réalise  aisément  une  semblsible  surface  en  prenant  une 
bande  rectangulaire  ABGD  {Jig.  lo)  en  papier,  et  en  en  recollant 

Fig.  10. 


les  extrémités  de  manière  que  le  point  A  vienne  au  point  D,  et  le 
point  B  au  point  C.  On  obtient  ainsi  la  surface  figurée  ci-contre 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  Ton  fait  suivre  au  point  M  le  che- 
min MPQRSM ,  la  demi-droite  MN  viendra  se  replacer  sui- 
vant MN'. 

Certaines  surfaces  minima  fournissent  encore  des  exemples  re- 
marquables d'aires  à  un  seul  côté. 

Nous  supposerons  donc  que  Tjaire  A  soit  une  aire  à  deux  côtés. 

Sur  la  courbe  G  {^g*  12),  choisissons  un  sens  de  parcours,  et 
proposons-nous,  par  rapport  à  ce  sens  de  parcours,  de  définir  la 
face  positive  de  Taire  A. 

Prenons,  sur  la  courbe  C,  un  point  M,  et,  en  ce  point,  menons 
la  tangente  MX  à  cette  courbe  dans  le  sens  du  parcours  choisi. 
Prenons  surTaire  A  un  point  M',  infiniment  voisin  du  point  M,  et, 
en  M',  menons  la  normale  M'N  à  l'aire  A  dans  un  sens  tel  que  le 
système  des  deux  droites  MT,  M'N  forme  un  système  dont  le  sens 
de  rotation  soit  positif. 

Cela  fait,  si  nous  déplaçons  le  point  M'  sur  l'aire  A,  nous  pour- 
rons l'amener  successivement  à  coïncider  avec  chacun  des  points  p' 
de  cette  aire,  puisque  cette  aire  est  linéairement  connexe  par  hy- 
pothèse. 
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Si  Dous  amenons  le  point  M'  au  poinl  [t  par  un  chemin  déter- 
miné M'PiJi,  la  demi-droite  M'N  variera  d'une  manière  conlinue, 
de  manière  à  venir  occuper  une  position  parfaitement  détermi- 

^  '  Fig.  ... 


En  premier  lieu,  on  peut  montrer  que  la  droite  M'N  vient  en- 
core se  placer  suivant  |j.v,  si  le  point  M'  vient  au  poinl  M  par  un 
autre  chemin  M'Qjx. 

En  elTet,  le  plan  tangent  au  point  ^  à  l'aire  A  étant  unique,  la 
droite  M'N  ne  peut  venir  prendre  que  l'orientation  [jlv  ou  l'orien- 


CHAP.    II.   —    TIIÉORKUES   DE  STOKES   ET   d' AMPÈRE. 


25 


tatîoD  directement  opposée  ulV|.  Supposons  que,  lorsque  le 
point  M'  vient  en  [x,  suivant  le  chemin  M'Qjjl,  la  droite  M'N 
vienne  se  placer  suivant  [jlV|.  Inversement,  le  point  jx  venant  en  M' 
suivant  le  chemin  [aQiM',  la  droite  [jlV|  viendrait  se  placer  sui- 
vant M'N,  et  la  droite  [jlv  suivant  la  direction  IVrNi  directement 
opposée  à  M'N. 

Kig.   13. 


Cela  posé,  imaginons  que  l'on  lasse  suivre  au  point  M' le  che- 
min fermé  M'PjjlQM'.  On  voit  que  la  droite  M'N  viendrait,  après 
ce  parcours,  se  placer  suivant  M'N^,  ce  qui  est  impossible,  puisque 
Taire  est,  par  hypothèse,  une  aire  à  deux  côtés. 

En  second  lieu,  on  peut  prouver  que  la  direction  [jlv,  ainsi  dé- 
terminée sur  la  normale  en  jjl,  demeure  la  même,  quelle  que  soit 
la  position  du  point  M  sur  la  courbe  C. 

Supposons,  en  effet  {^fig*   i3),  qu'au  lieu  de  choisir  initiale- 

Kig.   i3. 


\ 


\// 


ment  le  système  à  sens  de  rotation  positif,  formé  par  la  tan- 
gente MT  et  la  normale  M'N,  on  ait  choisi  le  système  à  sens  de 
rotation  positif  formé  par  la  tangente  mt  et  la  normale  ml  n. 
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De  quelque  manière  que  l'on  amène  le  point  M'  au  point  tx  de 
Taire  A,  la  demi-droite  M'N  viendra  prendre  une  direction  déter- 
minée [XV. 

Or  on  peut  supposer  que  l'on  amène  le  point  M'  au  point  |jl  par 
l'itinéraire  suivant  : 

i"  Le  point  M  va  au  point  m  en  suivant  la  courbe  C,  ce  qui  est 
toujours  possible,  puisque  deux  points  quelconques  de  la  courbe  G 
sont  supposés  toujours  reliés  par  cette  ligne.  Le  point  M'  vient  en 
même  temps  au  point  m'  en  restant  infiniment  voisin  de  M. 

La  tangente  MTvient  coïncider  avec  la  tangente  mt,  La  droite  M'\ 
reste  rectangulaire  avec  MT,  et  le  système  formé  par  ces  deux 
droites  garde  sans  cesse  un  sens  de  rotation  positif.  Donc  M'N 
vient  coïncider  avec  m' n, 

2**  On  amène  le  point  M' de  m'  en  |x.  M'N  vient  en  [xv;  /n'/i,  qui 
coïncide  avec  M'N,  vient  aussi  forcément  en  [xv.  On  obtient  donc, 
pour  la  demi-normale  au  point  a,  la  même  direction  txv,  que  l'on 
ait  pris  pour  point  de  départ  le  point  m  ou  le  point  M. 

Nous  avons  ainsi  défini,  sans  aucune  ambiguïté,  un  certain  côlé 
de  Taire  A  limitée  par  la  courbe  C.  Ce  côté  se  nomme  Xoifacepo- 
sitàe  de  Vaire  A. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  cette  face  positive  est  tou- 
jours reconnaissable  aux  caractères  suivants  : 

1°  Un  observateur,  couché  suivant  la  tangente  MT  à  la  courbe  K\ 
dans  le  sens  de  parcours  de  cette  courbe  et  regardant  la  partie  voi- 
sine de  Taire  A,  a  d  5a  gauche  la  face  positive  de  Taire  A; 

2°  Un  observateur,  debout  sur  la  face  positive  de  Taire  A,  au 
voisinage  de  la  courbe  C,  et  regardant  les  parties  voisines  de  la 
courbe  C,  marque,  par  sa  main  gauche,  le  sens  de  parcours  de 
cette  courbe. 

Considérons  trois  demi-droites,  OA,  OB,  OC  {Jig»  i4)>  issues 
d'un  même  point  O,  et  formant  un  trièdre  parfaitement  défini. 
Elles  percent  en  A,  B,  C  une  surface  spliérique  ayant  O  pour 
centre.  Soit  OMN  une  demi-droite,  intérieure  au  trièdre,  perçant 
en  M  la  surface  de  la  sphère.  Soit  ABC  un  cercle  tracé  sur  la  sur- 
face de  la  sphère,  et  passant  par  les  points  A,  B,  C,  ce  cercle  di- 
vise la  sphère  en  deux  calottes,  dont  une,  MABC,  renferme  le 
point  M.  Supposons  ce  cercle  ABC  parcouru  dans  le  sens  marqué 
par  Tordre  des  lettres.  Si  MN  marque  la  face  positive  de  la  ca- 
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loUe  MABC,  on  dit  que  le  irièdre  OABG  a  un  sens  de  rotation 
positif.  Si,  au  contraire,  ainsi  qu'il  arrive  dans  \^  fig.  i4,  MN 
marque  la  face  négative  de  la  même  calotte ,  on  dit  que  le 
irièdre  OABG  a  un  sens  de  rotation  négatif. 

Fig.  i',. 


Lorsque  le  trièdre  OABG  a  un  sens  de  rotation  positif,  on  voit 
aisément  que,  si  un  observateur  est  placé  suivant  OA  et  regarde  OB. 
la  demi-droite  OG  se  trouve  à  sa  gauche. 

Nous  supposerons,  conformément  à  Tusage,  que  le  trièdre  Ox^ 
Oy,  O^,  formé  par  les  directions  positives  des  axes  de  coordon- 
nées, a  un  sens  de  rotation  négatif. 

Nous  allons  chercher  des  caractères  analytiques  qui  nous  per- 
mettent de  reconnaître  le  signe  du  sens  de  rotation  d'un  trièdre 
ou  d'un  couple  de  droites. 

Gonsidérons  tout  d'abord  un  trièdre. 

Si  nous  supposons  que  l'on  fasse  varier  d'une  manière  continue 
l'orientation  des  trois  demi-droites  qui  forment  un  trièdre,  sans 
qu'à  aucun  moment  ces  trois  demi-droites  viennent  se  placer  dans 
un  même  plan,  il  est  facile  de  voir  que  le  signe  du  trièdre  ne 
changera  pas. 

Par  un  déplacement  de  ce  genre,  nous  pourrons  amener  le 
trièdre  OABG  à  être  trirectangle  ;  puis  les  deux  droites  OA,  OB  à 
coïncider  respectivement  avec  0:r,  Oy,  OG  viendra  alors  se  pla- 
cer suivant  Oz  si  le  trièdre  OABG  est  "négatif,  et  suivant  Oz'  si 
ce  trièdre  est  positif. 

Gela  posé,  adoptons  les  notations  suivantes  pour  les  angles  des 
demi-droites  OA,  OB,  OG  avec  les  axes  : 
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Ojf       Oy       Os 


OA 


OB 


OC 


«1 

pi 

Yi 

«t 

p« 

ïî 

«s 

?3 

Y3 

et  considérons  le  déterminant 


A  r. 


cosai  cos^i  cosYi 
cosaj  cosPj  cosyj 
cosaj     cospj     C0SY3 


Ce  déterminant  varie  d'une  manière  continue  avec  l'orientation 
des  demi-droites  OA,  OB,  OC;  il  ne  devient  égal  à  o  que  si  les 
Irois  demi-droites  se  placent  dans  un  même  plan. 

Supposons  le  trièdre  OABG  positif;  nous  pouvons,  sans  qu'à 
aucun  moment  les  trois  demi-droites  qui  le  composent  se  trouvent 
dans  un  même  plan,  l'amènera  coïncider  avec  le  trièdre  Oxy:d ,  Le 
déterminant  A,  sans  jamais  changer  de  signe,  viendra  alors  coïnci- 
der avec  le  déterminant 


I  o  o 
o  I  o 
o     o     — I 


qui  est  négatif;  il  était  donc  primitivement  négatif. 

Supposons,  au  contraire,  le  trièdre  OABG  négatif;  nous  pour- 
rons, sans  qu'à  aucun  moment  les  trois  demi-droites  qui  le  com- 
posent se  trouvent  dans  un  même  plan,  l'amener  à  coïncider  avec 
le  trièdre  Oxyz.  Le  déterminant  A,  sans  jamais  changer  de  signe, 
viendra  alors  coïncider  avec  le  déterminant 


I  o  o 
o  I  o 
o    o     1 


qui  est  positif;  il  était  donc  primitivement 
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'^9 


Ainsi  le  trièdre  OABC  a  un  sens  de  rotation  dont  le  signe 
est  contraire  à  celui  du  détermina nt^ 


cosai     cosPi     cosYi 


Q 


COSOtj       COSp2       COSY2 

cosaj     cos^a     cosys 


Considérons  maintenant  un  couple  de  deux  droites  PQ,  P'Q' 
{fis-  *^)'  "  ^^^  facile  de  voir,  diaprés  les  définitions  données,  que 


Fi g.  i5. 


le  sens  de  rotation  de  ce  couple  est  identique  au  sens  de  rotation 
du  trièdre  PQP'iy,  ^q  étant  une  parallèle  menée  par  le  point  P  à 
la  direction  P'Q'. 
Soient 

•2^05  J^^Oï  ^ù  les  coordonnées  du  point  P, 

•^o'J^o'  ^0  '^^  coordonnées  du  i>oint  l^, 

a,  p,  Y  les  angles  de  la  droite  PQ  avec  les  axes, 

a,  ^',  y'  les  angles  de  la  droite  P'Q'  avec  les  axes; 

r  la  distance  PP'. 

Le  signe  du  trièdre  PQP'^y  est,  d'après  ce  qui  précède,  contraire 
à  celui  du  déterminant 


cosa 


cosp 


cosY 


^0  —  -'^0      JK.,  —  Xn      -S  -,  —  -2  J 


/• 


coscc 


cosp' 


/• 


COSY 


On  voit  donc  que  le  signe  du  sens  de  rotation  du  système  de 


3o  INTRODUCTION  HATIIBMATIQUE. 

deux  droites  PQ,  P'Q'  est  identique  au  signe  du  déterminant 

1^0—^0   y'o — ya    -i  — ^0 

1      CCS  a  cos^  rosy 

I     CCS  a'  cosp'         ces  y' 

Imaginons  maintenant  une  aire  plane  A,  linéairement  connexe, 
limitée  par  une  courbe  convexe  C  {fig-  i6).  Soient  M(j:,  j',  ;;)et 
y\{x  -{-  dx^y-^  dy^  z-hdz)  deux  points  voisins  de  la  courbe  C, 

Fig.  iti. 


se  suivant  dans  le  sens  du  parcours.  Soit  [a(S,  r,,  Ç)  un  point  inté- 
rieur à  l'aire  A. 

En  |JL,  élevons  la  normale  [xv  au  côté  positif  de  Taire  A.  11  est 
aisé  de  voir  que  la  normale  jav  forme  un  système  à  sens  de  rota- 
lion  positif  avec  la  tangente  MT  en  M  à  la  courbe  C. 

En  effet,  joignons  [xM.  Sur  cette  ligne  prenons  un  point  M', 
infiniment  voisin  du  point  M.  Il  se  trouvera  à  l'intérieur  de  la 
courbe  A,  puisque  Taire  est  supposée  convexe. 

En  M'  menons  une  parallèle  M'N'  à  [xv.  Cette  droite  M'N',  étant 
normale  à  la  face  positive  de  A,  formera  avec  MT  un  système  dont 
le  sens  de  rotation  sera  positif. 

Il  en  est  évidemment  de  même  du  système  [xv,  MT,  la  droite  [xv 
et  la  droite  M'N  étant  parallèles,  de  même  sens  et  situées  du  même 
côté  de  MT. 

Soient  a,  b,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  [xv.  Nous 
aurons,  d'après  ce  qui  précède, 


x  —  i    y  —  ri 

a  b 

dx  dy 


ds 


ds 


c 

dz 
ds 


>o 
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OU,  en  développant  le  déterminant, 

.[0'-.)S-(.-0g] 

(a)  j-.*[(._og-(.-Og] 

f-.c[(.-0f-(r-.)g]<o. 

Mais,  d'autre  part,  on  a 

avec  la  condition 

a*  -+-  6*  -H  c*  =  I . 

D'après  les  égalités  (P)  elles-mêmes,  celle-ci  devient 

*'tK'-«'-<r-.>'-<-=.'l[(ë)'-(?)'-(S)'] 

-[(--!)f><^-'.)S-('-"^:]'î- 

OU  bien,  d'après  une  relation  connue, 

0  étant  la  surface  du  triangle  M[aN. 

Si  donc  nous  désignons  par  e  une  quantité  égale  à  +  i  ou  à  —  i, 
nous  pourrons  écrire  les  égalités  (P), 

a  =  t -g , 

,         (z  —  Ç)ctr— -(a?  —  i)dz 

^  ==  ^ :râ ' 

^  =  ^ Ï8 

En  reportant  ces  valeurs  dans   l'inégalité  (a),   nous   vojons 


32  INTRODUCTION  MATUéMATlQtE. 

que  £  a  nécessairement  la  valeur  —  i ,  et  nous  trouvons  enfin  les 

relations 

l  aa8=r--[(^-T3)t/5  — (5  — ;)rf^], 

(  ICO  =  —  [(x  —  ^)dy-'{y~r^)dj;]. 

Formons,  pour  tous  les  éléments  MM'=  ds  de  la  courbe  C,  les 
égalités  analogues  à  la  première  des  égalités  (v),  et  ajoutons-les 
membre  à  membre.  Nous  aurons 

aaV  0  =1 1  {z(fy  —ydz)'^r^  j  dz—1^  j  dy. 

Or  les  quantités   idy^   f  dzy  qui   représentent  les  projections 

de  la  courbe  fermée  C  sur  Oy  et  sur  Oz  sont  égales  à  o,  et  l'on 
trouve  ainsi  l'égalité 

•laVo  =  I  (zdy  —  ydz), 
que  Ton  peut  encore  transformer  en  remarquant  que 


1 


0-12 


est  l'aire  enfermée  par  la  courbe  C. 

Pour  démontrer  celte  égalité,  nous  avons  supposé  la  courbe  C 
convexe.  Mais  il  est  facile  d'étendre  cette  démonstration  au  cas  où 
la  courbe  C  n'est  pas  convexe. 

Prenons,  par  exemple,  Taire  plane  non  convexe  A  entourée  par 


la  courbe  ABCDA  (Jig.  17).  Elle  est  l'excès  dej'aîre  convexe  A, 
entourée  par  la  courbe  AMCDA  sur  l'aire  convexe  Aj  entourée 
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par  la  courbe  ABCMA.  Si  û,  û{,  Û2  sont  les  valeurs  des  aires  A, 

A|,  Aay  on  aura 

û  =  ûi  —  Si,. 

L'aire  A|  a  même  face  positive  que  Taire  A;  a  a  donc  la  même 
valeur  pour  ces  deux  aires,  et  l'on  pourra  écrire 

aaûi  =  /      {zdy—ydz)-\-l     {zdy  —  ydz). 

La  face  positive  de  l'aire  A2  coïncide  avec  la  face  négative  de 
Taire  A.  La  normale  à  la  face  positive  de  l'aire  A2  a  donc  pour  co- 
sinus directeurs  — a,  —  &,  —  c,  et  Ton  a 

—  laQi—f     (zdy—ydz)-hf      (zdy—ydz). 


Ajoutons,  membre  à  membre,  ces  deux  égalités,  en  remarquant 
que 

/     {zdy—ydz)-{-f      {zdy—ydz)  =  Oy 


AMC  «^'CMA 

et  nous  aurons 


iaQ=  I  (zdy—ydz)y 

•^'abcda 

ce  qui  est  la  formule  déjà  obtenue  pour  une  courbe  convexe. 

Soient  x,y,  z  les  coordonnées  cVun  point  qui  parcourt  une 
courbe  plane  fermée  C,  dans  un  sens  donné  ;  soit  Q  Vaire  en- 
fermée par  cette  courbe;  soient  enfin  (N,  x)^  (N,  y),  (N,  z)  les 
angles  que  fait  avec  les  axes  la  normale  à  la  face  positive 
de  cette  aire.  On  a 

2l2cos(N,  X)  —  I  (z  dy — y  dz)^ 

(1)  {  2Ûcos(N,  ^)=  l  {x  dz  —  zdx)y 

I  .'c 

2Û  cos(N,  z)  —  I  (ydx  —x  dy). 


•^'C 


Ces  égalités  vont  nous  servir  dans  la  démonstration  de  Timpor- 
tant  théorème  qui  fait  l'objet  du  paragraphe  suivant. 

D.  —  III.  3 
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§  2.  —  Théorème  de  Stokes. 

Considérons  une  courbe  C  fermée,  plane,  infiniment  petite,  sur 
laquelle  un  sens  de  parcours  est  donné. 

Soient  U(^,j^,  z),  V(^,^,  z),  W(:r,y,  z)  trois  fonctions  de 
x^y^  z,  qui  sont  uniformes,  finies  et  continues,  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  un  domaine  à  l'inté- 
rieur duquel  se  trouve  située  la  courbe  C.  Nous  allons  transfor- 
mer l'intégrale 

f{Vdx-\-ydy-^Wdz), 
*/c 

Soit[JL(Ç,  7«,  ^)  un  point  intérieur  à  Taire  limitée  parla  courbe  C. 
Nous  aurons 


-t-(^- 


-H(^  — 


et,  par  conséquent, 


fu(x,jr,z)dx=Uay7l,ti)  fdx 
«/C  */c 


On  a,  d'après  le  théorème  fondamental  sur  les  intégrales  curvi- 
lignes (Chap.  I,  §  2), 

Jj  dx  =  0, 
c 
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On  voit  alors  que  Tégalilé  précédente  peut  s'écrire 

^^  Je 

Mais  on  a,   diaprés  la  propriété  fondamentale  des  intégrales 
curvilignes, 

Jf  (jrdx'{-xdjr)=  I  d(xy)  =  o 

et,  d'après  la  dernière  égalité  (i), 

r{y  dx  —  X dy)  =  2i2cos(N^  z). 

On  conclut  aisément  de  là 

Jf  jd!r=Ûcos(N,  «),  I  xdy=  —  licos(N,^), 

c  "^  c 

et  de  même 

Jf  zdx  —  —  ûcos(N,7),  /  xdz  =  ûcos(N,^). 

c  *^c 

L'égalité  (a)  devient  donc 

En  ajoutant  membre  à  membre  cette  égalité  et  deux  autres  ana- 
logues que  l'on  obtiendrait  de  la  même  manière,  on  arrive  à  l'iden- 
tité 

f[^{ix:,y,z)dx-^-\{x,y,z)dy-^V^{x,y,z)dz] 
Je 

[cos(N,^)|v(?,Ti,Ç)-cos(N,^)|v(î,T),Ç)j 
Celte  identité  peut  s'étendre  à  une  courbe  quelconque,  si  l'on 
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peut  faire  passer  par  celte  courbe  une  aire  vérifiant  toutes  les  con- 
ditions nécessaires  pour  que  Ton  en  puisse  définir  la  face  positive- 
Celte  extension  repose  sur  un  lemme  que  nous  allons  établir. 

Considérons  une  aire  a  à  deux  côtés  {Jig^  i8).  Soit  ABCDA  le 
contour  qui  la  limite,  avec  son  sens  de  parcours.  Joignons  le 

Fig.  i8. 


point  A  au  point  C  par  deux  chemins  infiuiment  voisins  APC, 
AFC,  qui  n'ont  aucun  point  commun  en  dehors  des  points  A  et  C, 
et  comprennent  entre  eux  une  aire  infiniment  étroite  b  contenue 
dans  l'aire  considérée  a. 

Si,  de  Taire  considérée  a  on  retranche  celte  aire  infini- 
ment étroite  &,  il  reste  une  aire  d  dont  le  contour  est  ou  bien 
ABCPAFCDA,  ou  bien  ABCP'APCDA,  selon  la  manière  dont 
ont  été  placées  les  lettres  P  et  P'.  Supposons  ces  lettres  placées 
de  manière  que  le  contour  en  question  soit  parcouru  dans  le  sens 
indiqué  par  la  première  série  de  lettres. 

Je  dis  que  le  contour  en  question  limite  non  pas  une  seule  aire 
linéairement  connexe,  mais  deux  aires  linéairement  connexes  dis- 
tinctes, de  telle  façon  qu'il  soit  impossible  de  faire  passer  un  point 
de  l'une  en  un  point  de  l'autre  par  un  chemin  situé  entièrement 
sur  l'aire  totale  a'  considérée  et  ne  rencontrant  pas  le  contour. 

Pour  le  démontrer,  je  remarque  en  premier  lieu  que  toute  aire 
tracée  à  r intérieur  (Tune  aire  à  deux  côtés  est  une  aire  à  deux 
côtés. 

Soient  en  effet  {Jîg,  19)  A  une  aire  à  deux  côtés;  A'  une  aire 
tracée  à  l'intérieur  de  celle-ci  ;  soient  P  et  P'  deux  points  de  l'aire  A; 
supposons  que  l'on  parte  du  point  P  avec  une  orientation  donnée 
de  la  normale  à  l'aire  A',  et  qu'on  arrive  au  point  P'  avec  une 
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orientation  de  normale  à  Taire  A'  qui  dépende  du  chemin  tracé  sur 
l'aire  A'  que  Ton  a  suivi;  c'est  admettre  que,  partant  du  point  P 
de  Taire  A  avec  une  orientation  donnée  de  normale  à  Taire  A,  on 
arriverait  au  point  P'  de  Taire  A  avec  une  orientation  différente  de 
normale  à  Taire  A,  selon  le  chemin,  tracé  sur  Taire  A,  que  Ton  au- 
rait suivi;  c'est  admettre,  en  d'autres  termes,  que,  contrairement  à 
Thypothèse,  l'aire  A  ne  serait  pas  une  aire  à  deux  côtés. 

Fig.  19. 


D'après  la  proposition  que  nous  venons  d'établir.  Taire  ci 
ifiS'  *^)î  ^*  ^"^^  forme  une  seule  aire  linéairement  connexe,  doït 
être,  comme  Taire  a,  une  aire  à  deux  côtés;  si  Ton  observe  de  plus 
que  ces  deux  aires  ont  en  commun  une  partie  de  leur  contour  oL 
le  sens  de  parcours  de  cette  partie  du  contour,  on  voit  sans  peine 
que  leurs  côtés  positifs  coïncident  en  tout  point. 

Or  prenons  deux  points  infiniment  voisins  P,  P',  sur  les  che- 
mins CPA,  AP'C.  Soit  M  un  point  de  Taire  a',  que  Ton  puisse 
amener  au  point  P  par  un  chemin  infiniment  petit  situé  sur  Taire  a'\ 
soit  M'  un  point  de  Taire  a!  que  Ton  puisse  amener  au  point  P' 
par  un  chemin  infiniment  petit  situé  sur  Taire  a'- 

La  normale  à  la  face  positive  de  Taire  a'  en  M  forme  un  sys- 
tème à  rotation  positive  avec  la  tangente  en  P  au  chemin  CPA;  la 
normale  à  la  face  positive  de  l'aire  a'  en  M'  forme  un  système  à 
rotation  positive  avec  la  tangente  en  P'  au  chemin  AP'C.  Or  les 
tangentes  en  P  et  P'  aux  chemins  CPA,  AP'C  sont  sensiblement 
de  sens  contraire.  Donc  les  normales  à  la  face  positive  de  Taire  a' 
en  M  et  en  M'  sont  sensiblement  de  sens  contraire.  D'ailleurs  ces 
normales  coïncident,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  avec  les  nor- 
males aux  points  M  et  M'  à  la  face  positive  de  a.  Donc  les  nor- 
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maies  en  M  et  M'  à  la  face  positive  de  a  sont  sensiblement  de  sens 
contraire. 

D'autre  part,  du  point  M  au  point  M',  on  peut  passer,  d'après 
les  hypothèses  faites,  par  un  chemin  MPP'M'  infiniment  petit 
tracé  sur  l'aire  a' ,  Donc,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  cette 
dernière,  les  normales  à  la  face  positive  de  A  en  M  et  en  M' sont  sen- 
siblement de  même  sens,  résultat  contradictoire  avec  le  précédent. 

On  ne  peut  donc  pas  supposer  que  la  ligne  ABCPAP'CDA 
forme  le  contour  d'une  aire  linéairement  connexe  a'.  D'ailleurs, 
elle  ne  peut  se  décomposer  en  plus  de  deux  courbes  fermées  et  ne 
peut  donc  limiter  plus  de  deux  aires  linéairement  connexes. 

On  doit  forcément  supposer  que  le  théorème  suivant  est  exact  : 

Etant  donnée  une  aire  linéairement  connexe  à  deux  côtés  a 
limitée  par  la  coMrèe  ABCD  A,  prenons  deux  points  A,  C,  sur 
cette  courbe  ;  joignons-les  par  un  chemin  APC,  tracé  sur  Vaire 
donnée^  et  ne  passant  pas  deux  fois  par  le  même  point}  les 
deux  contours  ABCPA,  GPADC  limiteront  chacun  une  aire 
linéairement  connexe  à  deux  côtés,  dont  la  face  positive  coïn- 
cidera avec  la  face  positive  de  l^aire  a. 

Considérons  l'intégrale 

Ç{\^dx  -+-  ^dy  -h  \îdz), 

étendue  au  contour  ABCD.  Désignons-la  par 

[ABGD]. 

Nous  aurons 

[ABGD]  =  [ABC  I  4-  [GDA]. 

Remarquons  que  l'on  a  évidemment 

[GPA]-h[APG]  =  o, 
et  nous  aurons 

[ABGD]  =  [ABC]  -4-  [GPA]  -i-  [APG]  h-  [GDA]. 

Mais  on  a 

[ABG]  -t-  [GPA]  =  [ABGPA], 

[APG[  -+-  [GDA]  =  [APGDA]. 

On  a  donc 

[ABGDA]  ^  [ABCPA]  4-  [APGDA]. 
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On  peut  donc  ajouter  au  théorème  précédent  la  proposition  sui- 
vante : 

Uintégrale 


/' 


prise  le  long  du  contour  ABCDA,  est  égale  à  la  somme  des 
intégrales  analogues  prises  le  long  des  contours  ABCPA, 
ABCDA. 

Il  importait  de  démontrer  l'exactitude  de  ces  théorèmes  pour 
les  aires  à  deux  côtés,  car  ils  ne  sont  point  exacts  pour  les  aires  à 
un  seul  côté;  si  l'on  coupe  suivant  AB  la  surface  représentée  par 
\9ijig.  II,  on  ne  la  sépare  pas  en  deux  aires;  on  en  forme  une 
seule  aire,  applicable  sur  le  rectangle  ABGD  {fig*  lo)  qui  a  servi 
à  former  la  surface. 

On  peut,  sur  chacun  des  deux  contours  ABCPA,  APCDA, 
reprendre  des  démonstrations  analogues  aux  précédentes,  puis 
raisonner  encore  de  même  sur  les  aires  en  lesquelles  on  aura  par- 
tagé celles  qu'enferment  ces  deux  contours,  et  ainsi  de  suite  indé- 
finiment. 

On  arrivera  ainsi  à  justifier  l'énoncé  suivant  : 

Par  deux  systèmes  de  lignes  convenablement  tracées,  divisons 
l'aire  A  {fig*  20)  en  éléments  de  surface.  Supposons  le  contour  y 

Fig.  20. 


de  chacun  de  ces  éléments  parcouru  dans  un  sens  tel  que  cet  élé- 
ment ait  même  face  positive  que  l'aire  A.  Nous  aurons 

f{\}dx-^Vdy-\-^dz)  =  ^  f  {Vdx-h\dy -^Wdz), 
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Cela  posé,  remarquons  que  chacun  des  élémenls  superficiels 
que  nous  venons  de  considérer  peut  être  regardé  comme  un  élé- 
ment plan  situé  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  A  en  un  point  de 
cet  élément;  appliquons-lui  l'identité  (a);  ajoutons  membre  à 
membre  toutes  ces  identités,  et  nous  aurons  démontré  le  théorème 
suivant  : 

Soient  x^  y^  z  les  coordonnées  d^un  point  qui  décHt  dans 
un  sens  déterminé  une  courbe  fermée  C,  et  U(j:,^,  5),  V(j;,^,  5), 
W(j:,  j^,  z)  trois  fonctions  de  x^y^  z,  finies,  continues  et  uni- 
formes, ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
dans  V espace  où  se  trouve  la  courbe  G. 

Par  la  courbe  C,  passe  une  aire  A  à  deux  côtés;  soient  dû 
un  élément  de  l'aire  A;  5,  ti,  Ç  les  coordonnées  d'un  point  de 
cet  élément;  N  la  direction  de  la  normale  à  la  face  positive 
de  Vaire  A  au  point  (Ç,  t^,  Ç). 

On  a  V identité 

J  [liia:yy,z)dx-h\{x,y,  z)  dy -hW(x,y,z)dz] 


(3) 


-f-|^cos(N,7)|w(Ç,r,,0 


cos(N,5)|v(Ç,7j,o] 


En  groupant    autrement   les    termes    qui   figurent   au    second 
membre  de  cette  identité,  on  peut  encore  l'écrire 

/  [U{j:,  j^,  z)dx-h  \{x,y,  z)  dy  -\-  \\{x,y,  z)  dz] 


(4) 


Cette  identité  est  due  à  Stokes.   Elle  permet  de  transformer 
une  intégrale  curviligne  simple,  étendue  à  une  courbe  fermée,  en 
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une  intégrale  double,  étendue  à  une  aire  close  limitée  à  cette  courbe 
fermée.  Elle  joue  un  rôle  fort  analogue  à  l'identité  de  Green  qui 
permet  de  transformer  une  intégrale  double,  étendue  à  une  surface 
fermée,  en  une  intégrale  triple,  étendue  à  l'espace  que  renferme 
celte  surface, 

S  3.  —  Tbéorâme  d'Ampère. 

Longtemps  avant  que  Stokes  eût  donné  ce  théorème  sous  sa 
forme  générale,  Ampère  ('),  dans  ses  recherches  d'ÉlecIrodjna- 
mique,  avait  employé  des  propositions  particulières  qui  s'y 
rattachent,  ^ous  allons  déduire  ici  du  théorème  de  Stokes  l'une 
des  plus  importantes  propositions  d'Ampère. 

Soient  C  et  C'deux  courbes  fermées  (_fig-  ix),  par  lesquelles  on 


peut  faire  passer  deux  aires  à  deux  côtés  A  et  A'.  Soient  D  et  D' 
deu\  domaines  renfermant  à  leur  intérienr  les  aires  A  et  A'.  Soient 
M(3:,_j',  z)  on  point  du  domaine  D  et  W(_x',y\  z')  un  point  du 
domaine  D'.  Soit  enfin  r  la  distance  des  deux  points  M  et  M'. 

La  distance  r  est  susceptible  de  varier  entre  certaines  limites. 
So\lf{r)  une  fonction  de  r  qui,  pour  toutes  les  valeurs  de  r  com- 
prises entre  ces  deux  limites,  est  uniforme,  finie  et  continue,  ainsi 
que  sa  dérivée  du  premier  ordre,  sa  dérivée  du  second  ordre  étant 
finie. 


(')  AMPàBK,  Mémoire  sur  ta  théorie  mathématique  de»  phénominet  élec- 
trodynamiques, uniquement  déduite  de  l'expérience  {Mémoires  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences,  t.  VI,  p.  175;  1837).  Voir  aussi  Gauss,  tVerke,  Bd.  V,  p.  606 
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ProposoQS-QOUs  de  transformer  Tintégrale  curviligne  double 

étendue  à  tous  les  éléments  ds,  ds'^  des  deux  courbes  C  et  C. 
Soient 

dû  un  élément  de  Taire  A; 

N  la  normale  à  la  face  positive  de  Télément  dù\ 

dû'  un  élément  de  Paire  A'; 

N'  la  normale  à  la  force  positive  de  l'élément  dO!, 

D'après  l'égalité  (3),  nous  aurons 

^[o.,(N,„i^>-oo.<N..,igl)]g 

-.[oo,(N,^,4&:}-co.(N,x,ia?i]fj,/.. 

Si  donc  on  pose 

W'=cos(N,y)i^-co8(N,x)i^, 
notre  intégrale  double  pourra  s'écrire 

C  da  f(\]'dx'-^Ydy-^Wdz'). 

^A        «^C 

Une  nouvelle  application  de  l'égalité  (3)  lui  donnera  la  forme 

s. s.!  h<N.,=,:^'-c..,Nv,g] 

[d\'  àY  1 

cos(N',x)^    _cos(N',.)^J 

-  [cosCN-,  j^)  ^^  -  cos(N',  X)  ^]  jrfû  rfû'. 
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Or,  si  l'on  se  reporte  à  la  signification  des  fonctions  U',  V,  W, 
on  trouve 

===[cos(N,ar)cos(N\iF)4-cos(N,7)cos(N\7)-+-cos(N,4î)cos(N',z)]^^^, 

D'autre  part, 

(ix dx'  r  dr       \      r     /    \r  dr        dr*  /  ' 

dy  Ox'  r^  \r  dr        dr^  j  ' 

à\f     ^{x'-x')(z'-z)fi  df        d^f\ 
âz  ôt'  /•*  \  /•  dr        dr^  j 

Nous  avons  donc 

=  [cos(N,  a?)cos(N',a?)-H  cos(N,7)cos(N',7)  -h  cos(N,  «)cos(N',  z)] 

w      r      /    \r  dr       dr^  )       r  dr\ 

-hcos(N,a7)cos(N',  jr)-  -f- 
^  r  dr 

—  cos(N,  x)  — -^ —    cos(N',  X) h  cos  N',  j^    '^ ^  +  cos(N  ,  z)  — ^ — 

\r  dr        dr*  / 

et,  par  conséquent, 

dW  dY 


-hcos(N',a?)—  _cos(NS7)--7 


-  -[cos(N,  X)  cos(N',  a:)4-cos(N,7)  oos(N',  j^)  4-  cos(N,  ^)  cos(N',  ^)](i;  J.  4-  ^) 
—  rcos(N,  a?)^— -+-cos(N,^)^^-^  +  cos(N,  45)5-^ 


x[cos(N^.)î::;l^-^cos(N^^)^-:^^ 


r  dr        dr*  / 


•-  r. 


*/^   %   ar    •//»   >  -  jr    — 


:*   >.r    — 


y/»'  %  f  f ,      to*t  S  ,x 


T  —  r 


—  -..-    \ 


—  '..'-*   \  .  r 


r  —  r 


r  — 


^'y/ti*  - 


#/3p  -ijr'       4r  dy 
de   d%        d*   dji 


dz  dz 
di  dt 


s' —  X 


— <o§  \  .z 


—  «*  X  ,Xf 


OU  kntiê 


tf    I  /'  r^fo^iVfdi  d* 


i'n    ' 


■-S.S.H^'^^';?r 


i  df  d^i 

'  dr-  ' 


)]aa- 


da 


Appliquons  celte  iroporlanie  identité  an  cas  où 


/• 

Cette  fonction  salisfera  aux  conditions  imposées  si  les  deux 
cMurlutn  (j  et  (V  et  les  aires  a  deux  côtés  A  et  A'  passant  par  ces  deux 
(tourbes  peuvent  être  respectivement  enfermées  à  Tintérieur  de 
iUmx  domaines  D  et  1/ entièrement  extérieurs  l'un  à  Tautre;  car 
(ilors  la  distance  r  d*un  point  du  domaine  D  à  un  point  du 
domaine  D'  ne  pourra  devenir  égale  à  o.  Cette  condition  peut 
sV^noncer  simplement  en  disant  que  les  deux  aires  A  et  A'  n'ont 
aucun  point  commun. 


Nous  aurons 


et,  par  conséquent. 


1  df       dU         1 

r  dr        dr^   ~  r^^ 

r  dr        dr^        r^ 
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Nous  aurons  donc 


^  c  ^c     ^ 

r  ^i 


cos(N,  r)cos(N\  r)  — cosÇN,  NQ     r 

r  dr  j 


dQ. 


Or  les  égalités  (5)  et  (6)  du  Chap.  I  donnent 

cos(N,  r)=—  j-y         cos(N',  '')=  ^' 
cos(N,  r)  cos(N^  /•)  —  cos(N,  N^)  _     d^r 


D'ailleurs 


r  dr    c/r  r     o^r  r 


dr^  d^  ây   '     dr  d^  dX  ~  ôN  d^' 

Nous  arrivons  donc  à  Tidentité  suivante  : 

Si  ds  et  ds'  sont  les  éléments  de  deux  courbes  fermées  C  et 
C;  si  dQ  et  dû'  sont  les  éléments  d'aires  A,  A',  passant  par  ces 
deux  courbes;  si  to  est  l'angle  des  deux  éléments  ds  et  ds' ;  si 
enfin  N  et  N'  sont  les  normales  aux  faces  positives  des  deux 
éléments  dû  et  dù\  on  a 

Cette  importante  identité  est  due  à  Ampère. 

Rappelons-nous  qu'elle  suppose  que  les  deux  aires  A,  A'  n'ont 
aucun  point  commun. 

La  transformation,  rendue  possible  par  le  théorème  de  Stokes, 
d'une  intégrale  curviligne  étendue  à  une  courbe  en  une  intégrale 
double  étendue  à  l'aire  que  limite  cette  courbe,  constitue  en  Phy- 
siqueune  méthode  entièrement  analogue  à  cette  méthode  si  féconde, 
rendue  générale  par  l'identité  de  Green,  qui  consiste  à  transfor- 
mer une  intégrale  étendue  à  une  surface  fermée  en  une  intégrale 
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étendue  au  volume  qu'enferme  cette  surface.  De  même,  la  transfor- 
mation effectuée  par  Ampère,  d'une  intégrale  curviligne  double  en 
une  intégrale  quadruple  étendue  à  deux  aires,  constitue  un  procédé 
analogue  à  la  transformation  d'une  intégrale  sextuple  étendue  à 
deux  volumes  en  une  intégrale  quadruple  étendue  aux  surfaces  qui 
limitent  ces  volumes.  On  sait  quel  rôle  cette  transformation  joue 
dans  la  théorie  de  la  capillarité  de  Gauss. 
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CHAPITRE  n[. 


ANGLE  SOUS  LEQUEL,  D'UN  POINT  DONNÉ,  ON  VOIT  UNE  AIRE  DONNÉE 


Considérons  une  courbe  plane,  infiniment  petite,  C.  Soit  û 
Taire  enfermée  en  celte  courbe  plane.  Soit  [x  un  point  quelconque 
de  l'espace  {Jig-  22).  Du  point  a,  avec  l'unité  de  distance  pour 


Fig.  aa. 


rayon,  décrivons  une  surface  sphériquc.  Le  cône  ayant  pour  som- 
met le  point  |x  et  pour  directrice  la  courbe  C,  dessine  à  la  surface 
de  cette  sphère  une  courbe  y. 

La  courbe  y  enferme  une  aire  sphérique  infiniment  petite  o). 

On  nomme  angle  sous  lequel^  du  point  |x,  on  voit  la  face  po- 
sitive de  l'aire  infiniment  petite  Û,  la  sur/ace  w,  affectée  du 
signe  -h  ou  du  signe  — ,  selon  que  le  point  [x  se  trouve  du  côté 
positif  ou  du  côté  négatif  du  plan  auquel  appartient  l'aire  Û. 

Soit  M  un  point  de  Faire  Û.  Soit  r  la  distance  [xM.  Désignons 


;»ri%4i  p^irr  k  ^timExtU  r  b  *Jîr«ctîoa  v&M.  S>{t  S  la  oormale  à  la 
f^ce  yy^.'iû^*:  àf:  il*  VJittkz^  '5  iooi  Ie."|iiel,  Ja  poîni  ju  oo  Toîl  la 
f;i>e^  yff^'iù^f:  de  Q  ^  (Krar  T^Ieor.  «n  zraadeiir  et  en  ^îgne. 


iï^illenr^ 


Od  ap  floue 


'»; 


it 

*    —  " 

"  r*' 

r/i 

r.X 

^^— 

<fr 

f.fy* 

r^^  : 

f 
0- 

:\ 

s^il 

r 

m 

OrlU  définilioD  peal  s'étendre  à  une  aire  à  deux  faces  -qael- 
ronque. 

S^/il  ^lil  un  «élément  quelconque  de  celle  aire;  soit  </?  Tangle 
^ou<»  lequel,  du  poinl  a,  on  voit  la  face  positive  de  c/O.  L'angle 
noa%  lequel,  du  point  ;jl,  o/i  ro//  la  face  positive  de  faire  consi- 
dérée e$t,  par  définition,  la  somme  des  quantités  d's. 

lie  la  r/r-^ulle  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

IJ  angle  sous  lequel,  du  point  ;jl,  on  voit  la  face  positive  d'une 
certaine  aire,  a  pour  valeur 


I 

0- 


in 


V inléf^rale  s  étendant  à  tous  les  éléments  dQ  de  l'aire  A. 

Mcv(;nonH  au  cas  lïunc  aire  plane  infiniment  petite.  Il  est  aisé 
(le  voir  que  Tanglc  sous  lequel,  du  point  |jl,  on  voit  la  face  positive 
d<;  cf;Ue  uire,  varie  d*une  manière  continue  lorsque  la  position  du 
point  \x  varie  dans  Tespace  d'une  manière  continue,  sauf  si  le 
point  a,  dans  son  déplacement,  vient  à  traverser  Taire  plane  Û. 
Il  e»l  aiî>é,  en  effet,  de  voir  que  l'angle  en  question  tend  vers  aie  si 
le  point  |A  tend  vers  un  point  de  Taire  Û,  en  demeurant  du  côté  po- 
sitif de  celle  aire  et  vers  —  2  7c  dans  le  cas  contraire.  L'angle  en 
(piCHlion  a  donc,  lorsque  le  point  |ji  se  trouve  sur  la  face  positive 
de  ilf  une  valeur  qui  surpasse  de  4^  celle  qu'il  prend  lorsque  le 
poinl  |JL  e.sl  sur  lu  face  négative  de  Û. 

(^clle  |)ro|)osition  s'étend  aisément  à  une  aire  quelconque. 
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Soil  A  une  aire  quelconque  ;  soient  M  et  M'  deux  points  infini- 
ment voisins,  situés  Tun  du  côté  négatif  de  cette  aire,  l'autre  du 
côté  positif.  Les  points  de  Taire  A  infiniment  voisins  de  M  et  de  M' 
forment  un  élément  dÙ.  Soit  S  l'angle  sous  lequel,  du  point  [x, 
on  voit  l'élément  rfû;  soit  S'  l'angle  sous  lequel  on  voit  le  reste 
de  Taire  A.  Nous  avons 

(1  =  2-^-  S'. 

Or,  lorsque  le  point  |jl  passe  de  M  en  M',  S'  varie  d'une  manière 
continue,  tandis  que  S  augmente  brusquement  de  4'^^^  <''  augmente 
donc  brusquement  de  4*^* 

Ainsi  l'angle  sous  lequel,  d'un  point  [x,  on  voit  la  face  posi- 
tive d'une  aire  A  varie  d^une  manière  continue  lorsque  le  point  (jl 
se  déplace  d^une  manière  continue  sans  traverser  l'aire  A.  // 
augmente  brusquement  de  /\tz  si  le  point  [jl  traverse  l'aire  A  en 
passant  du  côté  négatif  de  cette  aire  au  côté  positif  . 

Cet  angle  est  donc  une  fonction  uniforme  des  coordonnées  du 
point  [JL,  mais  cette  fonction  uniforme  est  affectée  d'une  surface 
coupure,  qui  n'est  autre  que  l'aire  A.  On  peut  la  rendre  identique 
à  l'une  des  déterminations  d'une  certaine  fonction  des  coordon- 
nées du  point  [X,  fonction  qui  est  continue  dans  tout  l'espace, 
mais  qui  n'est  pas  uniforme. 

Soit,  en  effet,  ^{x^  y,  z)  la  fonction  considérée  jusqu'ici.  Con- 
sidérons la  fonction 

K  étant  un  entier  positif,  négatif  ou  nul.  Cette  fonction  n'est  pas 
uniforme;  elle  a  autant  de  déterminations  que  l'on  peut  donner  de 
valeurs  à  K,  c'est-à-dire  une  infinité. 

On  peut  toujours  choisir  K  de  manière  que  cette  fonction  varie 
d'une  manière  continue  d'un  point  à  l'autre. 

Si  le  point  [x  ne  traverse  pas  l'aire  A,  o"(iP,  y,  z)  variant  d'une 
manière  continue,  il  suffira,  pour  que  f{Xyy,z)  varie  d'une  ma- 
nière continue,  que  K  garde  une  valeur  constante.  En  sorte  que, 
si  [x  revient  à  son  point  de  départ  après  avoir  décrit  un  chemin 
fermé  qui  ne  rencontre  pas  l'aire  A,  la  fonction  f{x,  y,  z)  re- 
prendra sa  valeur  primitive. 

Lorsque  le  point  [x  traverse  l'aire  A,  ^{x^y^z)  augmente  ou 
D.  —  ni.  4 


5o  INTRODUCTION  MATHÉMATIQVE. 

diminue  de  ^t^^  selon  que  le  passage  a  lieu  de  la  face  négative  à  la 
face  positive  ou  inversement.  Pour  quey(j:,  jKj  -)  varie  d'une  ma- 
nière continue,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  K  diminue  d'une 
unité  chaque  fois  que  le  point  u  passe  de  la  face  négative  de 
Taire  Â  à  la  face  positive,  et  qu*au  contraire  K  augmente  d'une 
unité  lorsque  le  point  [x  traverse  l'aire  A  en  sens  inverse. 

Si  donc  le  point  \l  revient  à  son  point  de  départ  après  avoir 
décrit  un  chemin  fermé  qui  traverse  n  fois  Vaire  A  de  la  face 
négative  à  la  face  positive,  et  n'  fois  la  même  aire  de  la  face 
positive  à  la  face  négative,  la  fonction  f{x,  y,  5),  au  lieu  de 
reprendre  sa  valeur  primitive,  aura  augmenté  de 

4(n'—  n)it. 

L'angle  (t(x^  y^  5)  sous  lequel,  du  point  [jl,  on  voit  la  face  positive 
de  l'aire  A,  est  bien,  par  la  définition  môme  de  la  fonction  conti- 
nue, mais  non  uniforme,  /(^,  y,  5),  une  des  déterminations  de 
celte  fonction. 

Nous  allons  établir  maintenant  que  cette  fonction /(x,^^,  z)  est 
définie  par  la  seule  connaissance  de  la  courbe  C,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  de  connaître  l'aire  A.  Nous  y  parviendrons  de  la  ma- 
nière suivante. 

Convenons  d'étudier  seulement  les  aires  A  passant  par  la 
courbe  C  telles  qu'aucune  de  leurs  parties  ne  forme  une  surface 
fermée.  Étant  données  deux  telles  aires,  A  et  A',  nous  regarde- 
ions  comme  évident  que  l'on  peut,  par  une  déformation  continue 
appliquer  l'aire  A'  sur  l'aire  A,  et  que,  dans  cette  déformation,  la 
face  positive  de  A'  devient  la  face  positive  de  A. 

Cela  posé,  voici  la  proposition  fondamentale  que  nous  démon- 
trerons : 

Toutes  les  aires  A  que  l'on  peut  faire  passer  par  une  courbe  C 
se  rangent,  par  rapport  à  chaque  point  ^L{l,  r\,  1^)  de  l'espace, 
en  deux  catégories. 

Toutes  les  aires  A  de  la  première  catégorie  sont  vues  du 
point  (A  sous  un  même  angle  (r(Ç,  tj,  Ç). 

Toutes  les  aires  A  de  la  deuxième  catégorie  sont  vues  du 
point  [X  sous  un  même  angle  [o"(Ç,  t^,  Ç)  -h  4^]» 

Considérons,  en  efiel,  deux  aires  A,  A'  (Jîg.  23)  passant  par  la 
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courbe  C.  Elles  forment  une  surface  fermée  entourant  un  certain 
espace  clos  E.  Ou  bien  le  point  [l  est  à  Tintérieur  de  cet  espace 
clos,  ou  bien  il  lui  est  extérieur. 

Fig.  23. 


Examinons  d'abord  le  cas  où  le  point  [x  est  extérieur  à  l'es- 
pace E;  je  dis  que  les  faces  positives  des  deux  surfaces  Â  et  A' 
sont  vues  du  point  [l  sous  le  même  angle  (y(Ç,  tj,  Ç). 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  pouvons  supposer  que 
les  deux  surfaces  A  et  A'  n'aient  aucun  point  commun  en  dehors 
de  la  courbe  C  ;  car,  si  elles  avaient  des  points  communs  autres  que 
ceux  de  la  courbe  C,  il  nous  suffirait  de  considérer  une  troisième 
surface  A",  n'ayant  aucun  point  commun  avec  les  deux  surfaces  A 
et  A',  et  de  démontrer  que  chacune  des  deux  surfaces  A  et  A'  est 
vue  du  point  [x  sous  le  même  angle  que  la  surface  A". 

La  surface  A  a  une  face  A/  qui  regarde  l'intérieur  de  l'espace  E, 
et  une  face  Ae  qui  regarde  l'extérieur. 

La  surface  A' a  une  face  A^.  qui  regarde  l'intérieur  de  l'espace  E, 
et  une  face  A^  qui  regarde  l'extérieur. 

Les  deux  surfaces  A  et  A'  n'ayant  aucun  point  commun^  il  est 
facile  de  voir  que  la  face  A<.  coïncide,  dans  toute  son  étendue,  avec 
la  face  positive,  ou  dans  toute  son  étendue  avec  la  face  négative 
de  la  surface  A,  et  d'obtenir  des  conclusions  analogues  pour  cha- 
cune des  trois  faces  A,,  A^,  A^. 

Si  l'on  déforme  la  surface  A  de  manière  à  l'appliquer  sur  la 
surface  A',  la  face  A,-  deviendra  la  face  A' ;  la  face  A^.  deviendra  la 


fac^  A|.  Ijfr^  deux  faces  A,.  A^  «>dI  donc  de  même  signe,  el  les 
Af:u\  hcfri  A^  A^  de  signes  contraires:  l'une  d'elles  est  posili%e. 
Sopposons  qne  ce  soîl  la  face  .\^. 

Soieol  N,.  y^^  N^.  N^  les  normales  aax  faces  A*.  A^,  A),  A^. 
Nous  aarons  entre  les  directions  de  ces  oonnales  el  les  direc- 
tions N  et  N'  des  normales  aox  faces  positives  des  aires  A  et  A 
les  relations 

Soient  7,  y  les  angles  <oas  lesquels,  da  point  u.  on  voit  les  faces 
positi%'es  des  aires  A,  A'.  Xoos  aurons,  en  verla  de  Tëgalité  i  2). 

I  I 


Oa  oS     ~  Oa  o\^ 


I  I 


cty  par  conséquent. 


f  I 

0  -  o~ 


Ox  o\         Ox  oy^ 


Mais  l'ensemble  des  deux  aires  A  el  A' forme  une  surface  fermée 
à  laquelle  le  point  jx  est  extérieur.  On  a  donc,  d'après  le  premier 
lemme  de  Gauss, 


0'-  oi 


S— rfi>-+-Q   —da'=o 
A  0\e  Ua'  0\,  " 


et)  par  conséquent,  comme  nous  Pavions  annoncé, 


^  =  j , 


Examinons  maintenant  le  cas  où  le  point  [jl  est  intérieur  à  Tes- 
pacc  clos  compris  entre  les  surfaces  A  el  A'. 

Nous  pourrons  répéter  exactement  ce  que  nous  avons  dit  dans 
le  cas  précédent,  sauf  en  un  point  :  nous  devrons  appliquer  le 
second  lemme  de  Gauss  et  non  le  premier.  Nous  aurons  donc 


a-  d  - 


"^.w/^-^^.Ti/^—'- 
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el,  par  conséquent, 

La  proposition  que  nous  avions  énoncée  est  ainsi  complètement 
démontrée. 

Celle  proposition  nous  montre  que,  si  ron  fait  passer  par  la 
courbe  C  une  aire  quelconque,  V angle  sous  lequel,  du  point  u, 
on  voit  la  face  positive  de  cette  aire,  coïncide  toujours  avec 
une  des  déterminations  de  la  fonction  f(^,  '^i»  ?)• 

La  fonction  /(Ç,  '/i,  Ç)  est  donc  définie  par  la  seule  connais- 
sance de  la  courbe  C  et  du  point  [jl. 

Cette  fonction  n'est  pas  uniforme;  mais,  comme  ses  différentes 
déterminations  ne  diffèrent  les  unes  des  autres  que  par  un  mul- 
tiple de  4^^?  quantité  indépendante  de  Ç,  r^,  ?J,  les  trois  dérivées 
partielles 

^/($,^,ï),    ;^/(^^'0,    ^v/C^'-oO 

doivent  être  des  fonctions  uniformes  de  Ç,  y,,  J^.  Nous  allons  nous 
proposer  de  former  ces  dérivées  partielles. 

Si  l'on  donne  au  point  [jl  une  translation  (ô:c,  8j',  85)  sans  dé- 
placer la  courbe  C,  l'angle  sous  lequel,  du  point  [jl,  on  voit  la  face 
positive  d'une  certaine  aire  A  passant  par  la  courbe  C  augmente 
de 

^>  =  I  AS>  ^»  î)  ^î  -^  ^;  A^  ^'  ')  ^^i  -*-  ^  A?'  ^^  O  ^v 

Si  l'on  donne  la  translation  (8^,  8t|,  8Ç)  à  la  fois  au  point  |ji.  et  à 
l'aire  A,  l'angle  o-  ne  subit  aucune  variation. 

Donc,  si  l'on  donne  la  translation  (8Ç,  ôyj,  8îJ)  à  l'aire  A  sans 
déplacer  le  point  jjl,  l'angle  o-  subit  une  variation 

C'est  cette  quantité  S'o-  que  nous  allons  nous  proposer  de  cal- 
culer. 

L'aire  A  subit  donc  la  translation  8X(8Ç,  Srj,  8!^)  qui  l'amène 
en  A'  {fig'  24).  Dans  ce  déplacement,  la  courbe  C  engendre  une 
surface  cylindrique  B.  L'ensemble  des  trois  surfaces  A,  B,   A' 
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forme  une  surface  fermée  n'enfermant  pas  le  point  p.  L^élément 
ab  =  ds  de  la  courbe  G  vient  en  a!  b*. 

Soient  N^,   N^,   rie  les  normales   extérieures   à  cette  surface 
fermée  selon  qu'elles  sont  élevées  en  un  point  des  aires  A,  A',  6. 


Fig.  a'i 


Soient  rftt,  rfû',  d%  les  éléments  de  ces  diverses  aires.  Le  premier 
lemme  de  Gauss  nous  donne 


s, 


r 


dQ 


s 


r 


dû' 


S. 


r 


ûfe  =  o. 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  déplacement  SX  ait  été 
dirigé  de  telle  sorte  que  la  face  positive  de  Taire  A  soit  la  face 
intérieure  à  la  surface  fermée  que  nous  considérons. 
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Nous  aurons  alors 


ôl  dl 


A  àT^e  Oa  à\  ' 


a-  à  - 


0  J. 


Nous  aurons  donc 

Soit  cp  le  dièdre  dont  le  demi-plan  barie  doit  tourner  de  gauche 
à  droite  autour  de  ba  pour  venir  coïncider  avec  le  demi-plan  bar. 
Dans  le  trièdre  (aô,  /i^,  r)  dont  la  face  barie  est  rectangle,  on  a 

cos(r,  n<.)  =  sin(r,  ds)  cos?p. 

D'ailleurs 

^6  =  sin(c/5,  8X)é/j8X. 

On  a  donc  cette  première  expression  de  S'a-, 
(3)  i',^.zif^JBiLi^î}É:^^Éh^hlS^ds. 

Soient  Op,  Oa,  O^,  Ov  des  parallèles  aux  directions  [xa  ou  /•, 
aa*  ou  SX,  a! y  ou  ds  et  /î<..  Dans  le  trièdre  Oa^p,  le  dièdre  sui- 
vant O  p  est  Texcès  du  dièdre  formé  par  les  plans 

pOa,  vOp,     dièdre  qui  est  droit, 
sur  le  dièdre  formé  par  les  plans 

pOv,  pOp,     dièdre  qui  est  l'angle  cp. 

On  a  donc 

sin  dièdre  Oa  =  coscp. 

Dans  ce  même  trièdre,  le  dièdre  suivant  Op  est  l'angle  e  relatif 
aux  deux  directions  ds  et  Kk  (voir  Chap.  1,  p.  6).  On  a  donc 

sïn{dsj  oX)  coscp  =  sin(r,  8X)  sine, 
ce  qui  donne  cette  nouvelle  expression  de  8'(t, 

,,.                           ^,         ^>    /"sinCr, //.*)  sin  (r,  8X)  sine    , 
(4)  ô'a  =  ôX  / ds. 
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Nous  pouvons  trouver  une  autre  expression  de  S'o-,  en  remar- 
quant que 

-rcos(r,  ne)dB 

est,  en  valeur  absolue,  le  volume  dH  de  la  pyramide  \kabb'a; 
que,  d'ailleurs,  cette  quantité  est  positive  ou  négative,  selon  que  le 
trièdre  aa'b^-  a  un  sens  de  rotation  positif  ou  négatif;  en  sorte 
que  l'on  a  toujours,  en  grandeur  et  en  signe. 


r  cos(r,  ne)dS  —  — 


31 


6t 


dx  ,      dy   , 

-r-  ds       -y-  ds 

ds  ds 


3î 

dz   , 
—,-  ds 
ds 


l  —  x     r^—y     Ç— 5 


et,  par  conséquent, 


(5) 


0   (T 


SX 


1.  '-' 


La  quantité 


(6) 


A=    - 


"3 


Ç-x 

r 

^~z 

r 

r 

dx 

dy 

dz 

ds 

ds 

ds 

SX 

oX 

ax 

or-Ç 

r  — ^ 

--Ç 

r 

/• 

r 

dx 

dy 

dz 

ds 

ds 

ds 

d\ 

dri 
dl 

dl 

ds. 


se  rencontrera  souvent  dans  nos  calculs. 

Les  calculs  que  nous  venons  de  faire  nous  montrent  que  l'on  a 


(7) 

et  aussi 

(8) 


A  =r 


_       sin(r,  û?5)  sin(û?/,  ôX)co5  cp 


__       sin(r,  t/^)  sin(r,  oX)  sine 


A  ==  — 


i<2 


Ils  nous  montrent,  en  outre,  que  l'on  a 


(9) 


ô^  =  oX  /a  ds. 
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On  en  déduit 

'-^^-Xi[<.-n.g-<.-oS]*, 


-^— =ij=[— î>ï-<^-"è]*- 


Les  dérivées  partielles  de  la  fonction  /(Ç,  tj,  Ç)  sont  donc, 
comme  nous  Pavions  annoncé,  des  fonctions  uniformes  de  ^,7),  !^, 
et  leur  forme  dépend  seulement  de  la  connaissance  de  la  courbe  C. 


58  INTBODCCTION  MATHÉMATIQUE. 


CHAPITRE  IV. 

NOTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  DE  SITUATION.  THÉORÈME  D'ENRICO  BETTI. 


Nous  aurons  à  faire  usage,  dans  ce  qui  va  suivre,  de  quelques 
propositions  de  Géométrie  de  situation  ;  nous  allons  rappeler 
brièvement  la  définition  des  termes  que  nous  aurons  à  employer 
et  l'énoncé  des  théorèmes  que  nous  invoquerons,  en  renvoyant, 
pour  les  démonstrations,  à  un  Mémoire  de  M.  Betti  (*). 

Un  espace  clos  est  dit  linéairement  connexe  lorsque  deux 
points  quelconques  de  cet  espace  peuvent  être  joints  par  une 
ligne  continue  renfermée  en  entier  dans  cet  espace. 

Une  surface  limitée  par  une  courbe  fermée  est  dite  linéaire- 
ment connexe  lorsque  deux  points  quelconques  de  cette  surface 
peuvent  être  joints  par  une  ligne  continue  tracée  en  entier  sur  la 
surface. 

Dans  un  espace  clos,  on  peut  tracer  soit  des  surfaces,  soit  des 
lignes  ;  aussi  cet  espace  possède-t-il  deux  espèces  de  connexité. 
Laconnexité  de  première  espèce  est  liée  aux  propriétés  des  lignes 
que  l'on  y  peut  mener;  la  connexité  de  seconde  espèce  est  liée  aux 
propriétés  des  surfaces  que  l'on  y  peut  tracer. 

Considérons  un  espace  linéairement  connexe,  tel  que  celui  qui 
est  compris  à  l'intérieur  d'un  ellipsoïde  ;  si,  à  l'intérieur  de  cet 
espace,  nous  traçons  une  surface  fermée  linéairement  connexe 
quelconque,  elle  sera  le  contour  d'un  espace  clos,  linéairement 
connexe,  contenu  en  entier  dans  l'espace  considéré.  On  dit  alors 


(*)Enrigo  BettIi  Sopra  gli  spazi  di  un  numéro  qualunque  di  dimensioni 
{Annali  di  Matematica  de  F.  Brioschi  et  L.  Cremona,  a*  série,  t.  IV,  p.  i4o)- 
Ce  Mémoire  est  résumé  dans  Exile  Lemui,  Sur  les  cas  d'exception  au  théorème 
des  forces  vives,  résumé  et  conséquences  d'un  Mémoire  de  M.  Betti  {Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées  de  Liouville,  3*  série,  t.  II,  p.  q33). 
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que  la  connexitéde  deuxième  espèce  de  cel  espace  est  du  premier 
ordre. 

Considérons  de  même  Fespace  clos  linéairement  connexe,  com- 
pris entre  deux  ellipsoïdes  intérieurs  l'un  à  Tautre;  à  Tintérieur 
de  cet  espace,  traçons  un  ellipsoïde  S  enveloppant  l'ellipsoïde  in- 
térieur et  enveloppé  par  l'ellipsoïde  extérieur  ;  cette  surface  S  for- 
mera le  contour  d'un  espace  clos  linéairement  connexe,  mais  qui 
n'est  pas  contenu  entièrement  dans  l'espace  considéré;  si,  dans 
cet  espace,  nous  traçons  une  deuxième  surface  fermée  linéairement 
connexe  S',  deux  cas  se  présenteront  ;  ou  bien  cette  surface  S' 
n'enveloppera  pas  l'ellipsoïde  intérieur;  elle  formera  alors  à  elle 
seule  le  contour  d'un  espace  clos  linéairement  connexe  enfermé 
dans  l'espace  considéré;  ou  bien  cette  surface  S'  enfermera  Tellip- 
soïde  intérieur-,  dans  ce  cas,  elle  formera  avec  la  surface  S  le  con- 
tour d'un  espace  clos  linéairement  connexe  enfermé  en  entier  dans 
l'espace  considéré.  On  peut  donc,  dans  l'espace  considéré  E,  tra- 
cer une  surface  fermée  linéairement  connexe  S  qui  ne  forme  pas, 
à  elle  seule,  le  contour  d'un  espace  clos  linéairement  connexe  en- 
tièrement contenu  dans  E,  mais  qui  est  telle  que  toute  autre  sur- 
face fermée  linéairement  connexe  S',  tracée  dans  E,  forme,  ou 
seule,  ou  avec  la  surface  S,  le  contour  d'un  espace  clos  linéaire- 
ment connexe  en  entier  situé  dans  E.  On  dit  alors  que  la  con- 
nexité  de  deuxième  espèce  de  l'espace  E  est  du  second  ordre. 

En  général,  supposons  qu'à  V intérieur  d'un  espace  clos,  li- 
néairement connexe  E,  on  puisse  tracer  p  surfaces  fermées  li- 
néairement connexes  S|,  Sa,  ...,  S^,  telles  qu'aucune  d'elles, 
prise  seule,  ou  avec  un  certain  nombre  des  autres,  ou  avec 
toutes j  ne  forme  le  contour  d'un  espace  clos,  linéairement  con- 
nexe, entièrement  situé  dans  E,  mais  que  toute  autre  surface 
fermée  linéairement  connexe  S,  tracée  en  E,  forme,  ou  seule, 
ou  avec  quelques-unes  des  surfaces  S<,  Sa,  ...,  S^,,  ou  avec 
toutes,  le  contour  d'un  espace  clos  linéairement  connexe  en- 
tièrement situé  en  E  ;  ce  nombre  p  est,  pour  un  espace  donnée 
entièrement  déterminé,  et  la  connexité  de  deuxième  espèce  de 
V espace  E  est  dite  d'ordre  (/>  4-  i). 

De  même,  si  à  l'intérieur  d'un  espace  clos  linéairement 
connexe  E,  on  peut  tracer  q  lignes  fermées  Li,  Lo,  . . .,  L^,  telles 
que,  dans  le  système  de  ces  q  lignes,  on  ne  puisse  trouver  le 
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contour  d'aucune  surface  linéairement  connexe  entièrement 
située  en  E,  mais  telles  que  toute  autre  ligne  fermée  A,  tracée 
en  E,  forme,  ou  seule,  ou  avec  quelques-unes  des  lignes  L, , 
L2,  ...,  Ly,  ou  avec  toutes,  le  contour  d'une  surface  linéaire- 
ment connexe  entièrement  située  en  E,  ce  nombre  </,  pour  un 
espace  E  donné,  est  entièrement  déterminé,  et  la  connexité  de 
première  espèce  de  V espace  E  est  dite  d^ ordre  (^  -h  i). 

Les  espaces  cites  précédemment  ont  leur  connexité  de  première 
espèce  du  premier  ordre.  La  connexité  de  première  espèce  de 
l'espace  situé  entre  une  sphère  et  un  tore  qui  lui  est  intérieur  est 
du  deuxième  ordre. 

Si  la  connexité  de  première  espèce  et  la  connexité  de  seconde 
espèce  d'un  espace  E  sont  toutes  deux  du  premier  ordre,  l'espace  E 
est  dit  simplement  connexe. 

Les  surfaces  ne  présentent  qu'une  seule  espèce  de  connexité. 
On  définit  l'ordre  de  cette  connexité  comme  l'on  définit,  pour  les 
espaces  à  trois  dimensions,  l'ordre  de  la  connexité  de  la  première 
espèce.  D'après  cela,  l'aire  d'un  cercle  a  une  connexité  du  pre- 
mier ordre,  ou  est  simplement  connexe;  Taire  comprise  entre 
deux  cercles  concentriques,  l'aire  de  la  surface  à  un  seul  côté  fi- 
gurée au  Chapitre  II,  sont  des  aires  dont  la  connexité  est  du  se- 
cond ordre. 

Si  une  aire  est  simplement  connexe,  si  cette  aire  admet  en 
chaque  point  un  plan  tangent  dont  l'orientation  varie  d'une 
manière  continue  d'un  point  à  l'autre,  cette  aire  a  deux  côtés; 
inversement,  une  aire  à  un  seul  côté  ne  peut  être  simplement 
connexe. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  une  aire  simplement 
connexe  «,  admettant  en  chaque  point  un  plan  langent  dont  l'o- 
rientation varie  d'un  point  à  l'autre  d'une  manière  continue,  et 
supposons  que  ce  soit  une  aire  à  un  seul  côté. 

On  pourra  forcément  tracer  à  sa  surface  au  moins  une  ligne 
fermée  ABCA,  telle  que,  si  un  point  suit  cette  ligne  en  entraînant 
une  demi-normale  à  l'aire  a,  la  normale  ait  viré  cap  pour  cap 
lorsque  le  point  mobile  reviendra  au  lieu  dont  il  est  parti. 

D'ailleurs,  l'aire  a  étant,  par  hypothèse,  simplement  connexe, 
celte  ligne  fermée  doit  être,  à  elle  seule,  le  contour  d'une  aire  li- 
néairement connexe  a'  entièrement  située  dans  a.  Il  est  facile  de 
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voir  que  celle  aire  a!  esl  forcément  aussi  une  aire  à  un  seul  côté, 
et  qu'en  parcourant  un  chemin  fermé,  infiniment  voisin  en  tous 
ses  points  du  contour  ABGDA,  on  renverse  le  sens  de  la  normale 
à  Taire  a'. 

Enfin  cette  aire  o!  est,  comme  l'aire  a,  simplement  connexe.  En 
effet,  toute  courbe  fermée  tracée  dans  o!  est  aussi  tracée  dans  a  ; 
elle  forme  donc  le  contour  d'une  aire  limitée  tracée  dans  a;  mais 
il  est  bien  évident,  dès  lors,  que  cette  aire  limitée  est  tracée 
dans  a'. 

Cela  étant,  prenons  deux  points  A  et  C  de  ce  contour.  Joignons- 
les  par  un  chemin  APC,  situé  dans  o!  et  ne  passant  pas  deux  fois 
par  le  même  point  de  a'. 

Chacun  des  deux  contours  ABCPA,  APCDA  forme  le  contour 
d'une  aire  linéairement  connexe  entièrement  située  dans  d \  car 
si  le  contour  ABCPA,  par  exemple,  ne  formait  pas  le  contour 
d'une  aire  linéairement  connexe  entièrement  située  dans  a',  c'est 
que  l'aire  d  ne  serait  pas  simplement  connexe. 

L'une  au  moins  de  ces  aires  est  à  un  seul  côté.  Supposons,  en 
effel,  que  l'aire  APCDA  soit  à  deux  côtés.  La  normale  au  point  A 
étant  choisie,  on  arrivera  en  C  avec  la  même  direction  de  normale 
en  suivant  le  chemin  APC,  et  en  suivant  le  chemin  ADC;  si  l'aire 
ABCPA  était  aussi  à  deux  côtés,  on  arriverait  au  point  C  avec  la 
même  direction  de  normale  en  suivant  le  chemin  APC  et  en  sui- 
vant le  chemin  ABC.  On  arriverait  donc  au  point  C  avec  la  même 
direction  de  normale  en  suivant  le  chemin  ABC  et  en  suivant  le 
chemin  ADC,  ce  qui  est  contraire  à  ce  que  nous  avons  démontré 
au  sujet  du  chemin  ABCDA. 

Ainsi  le  contour  ABCPA  limiterait  une  aire  d!  linéairement 
connexe  à  un  seul  côté,  dont  la  normale  changerait  de  sens  lors- 
qu'on parcourrait  le  chemin  fermé  ABCPA.  On  démontrerait, 
comme  nous  l'avons  fait  pour  a',  que  cette  aire  a"  est  simplement 
connexe. 

On  pourrait  de  nouveau  découper  cette  aire  d'  en  deux  autres, 
dont  l'une  au  moins  serait  une  aire  à  un  seul  côté,  simplement 
connexe,  entièrement  située  dansa. 

En  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  arriverait  forcément  à 
prouver  que,  sur  l'aire  a,  on  peut  tracer  une  aire  a  infiniment 
petite  ayant  un  seul  côté.  On  pourrait  donc,  par  un  chemin  fermé 
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infiniment  petit  tracé  sur  Faire  a,  renverser  cap  pour  cap  l'orien- 
tation de  la  normale,  ce  qui  est  incompatible  avec  la  variation 
continue  de  Torientation  du  plan  tangent  à  Taire  a. 

Ainsi  une  aire  simplement  connexe  à  un  seul  côté  est,  comme 
nous  l'avions  annoncé,  une  absurdité. 

Envisageons  l'espace  illimité  extérieur  à  un  tore;  cet  espace  a 
sa  connexité  de  première  espèce  du  second  ordre  et  sa  connexité 
de  seconde  espèce  du  premier  ordre. 

Déformons  ce  tore  d'une  manière  continue  sans  que  jamais  sa 
surface  ait  à  subir  de  rupture.  On  pourra  le  transformer  en  n'im- 
porte quel  tube  fermé  ne  présentant  pas  de  dérivation.  D'ailleurs, 
dans  cette  déformation,  il  est  facile  de  voir  que  l'ordre  de  chaque 
espèce  de  connexité  de  l'espace  extérieur  au  tore  ne  variera  pas. 
Donc  l'espace  illimité  extérieur  à  un  tube  fermé  quelconque  exempt 
de  dérivations  a  une  connexité  de  première  espèce  du  second  ordre 
et  une  connexité  de  seconde  espèce  du  premier  ordre. 

Cela  demeure  vrai  si  le  tube  est  infiniment  délié.  Donc,  si,  de 
l'espace  illimité,  on  exclut  les  points  infiniment  voisins  d'une 
courbe  fermée  exempte  de  dérivations,  il  reste  un  espace  dont 
la  connexité  de  première  espèce  est  du  second  ordre  et  la  con- 
nexité de  seconde  espèce  est  du  premier  ordre. 

D'après  le  théorème  de  M.  Betti,  on  pourra  transformer  cet 
espace  en  i\n  espace  simplement  connexe  par  une  section  simple- 
ment connexe,  c'est-à-dire  par  une  aire  à  deux  côtés.  Cette  aire 
ne  peut,  d'ailleurs,  avoir  pour  contour  que  la  courbe  donnée. 
Nous  arrivons  donc  à  cette  proposition  : 

Par  toute  courbe  fermée  ne  présentant  pas  de  dérivations, 
on  peut  faire  passer  une  surface  à  deux  côtés;  cette  surface 
transforme  en  un  espace  simplement  connexe  l'ensemble  des 
points  qui  ne  sont  pas  infiniment  voisins  de  la  courbe. 

M.  Betti  a  démontré  le  théorème  suivant  : 

Si  un  espace  à  trois  dimensions  a  une  connexité  de  première 
espèce  d'ordre  {q-{-i)  et  une  connexité  de  seconde  espèce 
d* ordre  (/>  +  i),  il  est  nécessaire  et  suffisant,  pour  le  transfor- 
mer  en  un  espace  simplement  connexe,  d'y  faire  d'une  ma- 
nière convenable  p  sections  linéaires  et  q  sections  superficielles 
simplement  connexes. 
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§  2.  —  Théorème  d'Enrico  Betti. 

Soient  X,  Y,  Z  trois  fonctions  de  x^y^z  finies,  continues  et 
uniformes  en  tous  les  points  d'un  espace  E  dont  la  connexité  de 
première  espèce  est  d'ordre  (y-l-i)«  Supposons  que  ces  trois 
fonctions  vérifient,  en  tous  les  points  de  Tespace  E,  les  égalités 

à\       dZ 


âz 

-^7  =  ^^ 

dZ 

DX 

dx 

ôz  -^' 

à\ 

dY 

^y 

—  — -  =o. 

dx 

Quelle  est  la  valeur  de  l'intégrale 


/ 


iXdx-^-^dy-^Zdz) 


prise  le  long  d'une  courbe  fermée  P,  tracée  dans  l'espace  E  et 
parcourue  dans  un  sens  déterminé? 

Pour  réduire  la  connexité  de  première  espèce  de  l'espace  E  à 
être  du  premier  ordre,  il  suffît  de  tracer  dans  cet  espace  q  surfaces 
simplement  connexes.  Soit  S|,  S2,*  •  • ,  S^  un  tel  système  de  sur- 
faces. Chacune  de  ces  surfaces  a  deux  faces. 

Supposons  que  la  ligne  /  rencontre  /i|  fois  la  surface  S|  en  pas- 
sant de  la  face  négative  à  la  face  positive,  et  n\  fois  la  même  sur- 
face en  passant  de  la  face  positive  à  la  face  négative;  qu'elle  ren- 
contre /la  fois  la  surface  S2  en  passant  de  la  face  négative  à  la  face 
positive,  et  n.^  fois  la  même  surface  en  passant  de  la  face  positive 
à  la  face  négative,  etc.  Désignons  par  H|,  H^,  ...,  H^  q  con- 
stantes qui  sont  indépendantes  de  la  forme  de  la  ligne  /  et  dépen- 
dent seulement  de  la  forme  des  fonctions  X,  Y,  Z  et  de  la  nature 
des  connexions  de  l'espace  E. 

Vintégrale 

fiXdx-^Ydy-^Zdz) 
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aura  pour  valeur 

(/i,-  /i;)Hi-4-(/ij— /i;)Hî-4-..  .-+-(/i^—  n'^)H^. 

Telle  est  l'importante  proposition  démontrée  par  M.  Betti;  nous 
allons  en  déduire  une  conséquence  qui  sera  d'un  grand  usage  par 
la  suite. 

Considérons  l'espace  formé  par  l'ensemble  des  points  qui  ne 
sont  pas  infiniment  voisins  d'une  courbe  fermée  C  exempte  de 
dérivations. 

Soient  X,  Y,  Z  trois  fonctions  de  Ç,  t^,  Ç  finies,  continues  et  uni- 
formes en  tout  point  (Ç,  7i,  Ç)  de  cet  espace  et  vérifiant,  en  chacun 
de  ces  points,  les  équations 

'  à\__àT^  _ 
.  àZ        d\ 
^  _  dY  _ 

Cherchons  la  forme  générale  de  ces  fonctions  X,  Y,  Z.  Soit  / 
une  courbe  fermée  quelconque  tracée  dans  l'espace  considéré. 
Soit  H  une  certaine  constante.  Soit  A  une  aire  simplement  con- 
nexe passant  par  la  courbe  C  (sur  laquelle  est  choisi  un  sens  de 
parcours)  et  ramenant  au  premier  ordre  la  connexité  de  première 
espèce  de  l'espace  considéré.  Si  la  ligne  /  rencontre  la  surface  A 
n  fois  en  passant  de  la  face  négative  à  la  face  positive,  et  n!  fois 
en  passant  de  la  face  positive  a  la  face  négative,  nous  aurons 


X 


(X  rfj -h  Y  rfr, -h  Z  rfî)  =  ('i  - 'iOH. 


D'autre  part,  considérons,  pour  la  courbe  C,  la  fonction 
définie  au  Chapitre  précédent.  Nous  aurons 


fd/{l7^,K)=iin--n')7z. 
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Donc,  quelle  que  soit  la  ligne  fermée  /  tracée  dans  l'espace  consi- 
déré, nous  aurons 

et,  par  conséquent,  d'après  la  propriété  fondamentale  des  inté- 
grales curvilignes, 

U  étant  une  fonction  finie,  continue  et  uniforme  de  Ç,  7|,  Ç,  pourvu 
que  le  point  ^,  t^,  ^  ne  soit  pas  un  point  de  la  courbe  C. 

Soient  x^y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  G  et  ds 
Télément  linéaire  de  cette  courbe.  Posons 


A  =  - 


^-1 

y-'n 

^-ç 

r 

r 

r 

I 

dx 
ds 

dy 

ds 

dz 
ds 

d\ 

dT\ 

< 

dl 

dl 

dl 

et  nous  aurons,  d'après  l'égalité  (9)  du  Chapitre  III, 


dfi\,T^,r,)=dl  J  \ds. 


Donc,  si  les  fonctions  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  finies,  conti- 
nues et  uniformes  de  Ç,  tj,  !^  en  tous  les  points  de  V espace^  sauf 
aux  points  infiniment  voisins  de  la  courbe  C,  et  si  elles  véri- 
fient  les  égalités 


(n 


on  a 


(9.)  Xd^-hYdri-i-Zdti^^dl  ^    f  ^ds-hdUil-r.Hi 


D.  —  m. 


66 

ou  bien 


I^iTRODDCTION  HATHEMATIQUE. 


X^ 


(3)    M  = 


44Xi[<^- 


^'  ds 


(y 


-''>£]'''' 


U($j"î^,  K)  étant  une  fonction  finie,  continue  et  uniforme  en 
tout  point  (Ç,  T,,  Ç)  qui  ne  fait  pas  partie  de  la  courbe  C  e^  H 
une  constante. 


LIVRE  XÏII. 


LlNDUCnON  ÉLECTRDDYNAMIQUE  DANS  LES  CIRCUITS 

LINÉAIRES. 


CHAPITRE  PREMIER.  \. 

Ul  loi  élémentaire  de  L'INDUCTION  ÉLECTRODYNAMIQUE. 

FORME  GÉNÉRALE  DE  CETTE  LOI. 


Considérons  un  conducteur  linéaire  AB,  dont  les  extrémités 
sont  formées  par  deux  métaux  a,  b,  k  la  même  température. 
Soient 

Vfl  le  niveau  potentiel  électrostatique  en  un  point  du  métal  a; 
V^  le  niveau  potentiel  électrostatique  en  un  point  du  métal  6; 
Sa  une  quantité  qui  dépend  de  la  nature  du  métal  a; 
0^  une  quantité  qui  dépend  de  la  nature  du  métal  b. 

Lorsque  l'équilibre  électrique  est  établi  sur  le  conducteur,  on  a 

7[  étant  une  quantité  qui  est  déterminée  lorsqu'on  connaît  la  na- 
ture des  divers  corps  qui  forment  le  conducteur,  leur  température 
en  chaque  point,  et  la  nature  des  changements  d'état  que  leur  fait 
éprouver  le  passage  de  l'électricité. 

Si  les  deux  mélaux  A  et  B  étaient  en  contact,  soit  directement, 
soit  par  l'intermédiaire  d'autres  corps  ayant  même  température  et 
n'éprouvant  aucun  changement  d'état  par  le  passage  de  l'électri- 
cité, les  niveaux  potentiels  électrostatiques  Y^,  V^,  à  l'intérieur 
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lie  ces  métaux,  devraient,  pour  l'équilibre,  être  liés  par  la  rela- 
tion 

L'équilibre  électrique  peut-il  subsister  sur  le  fil  primitivement 
considéré  lorsqu'on  ferme  le  circuit,  c'est-à-dire  lorsqu'on  réunit 
les  deux  métaux  a  et  J,  soit  directement,  soit  par  l'intermédiaire 
d'autres  corps  ayant  la  même  température  et  n'éprouvant  aucun 
changement  d'état  par  le  passage  de  l'électricité?  Il  faudrait,  pour 
cela,  qu'on  pût  avoir 

V,  =  V',; 
or  cela  sera  généralement  impossible,  car 

Si  donc  7|  n'est  pas  égal  à  o,  un  courant  prendra  forcément 
naissance  dans  le  conducteur  fermé. 

Pour  obtenir  les  lois  des  courants  permanents,  c'est-à-dire 
uniformes  et  constants,  dans  des  conducteurs  linéaires,  fermés 
et  immobiles,  il  suffit  d'une  seule  hypothèse  nouvelle.  Cette  hy- 
pothèse est  la  suivante  : 

Lorsqu^on  ferme  le  conducteur  a,  6,  il  est  parcouru  de  b 
vers  a  par  un  courant  dont  l^ intensité  s^ obtient  en  divisant  la 

quantité 

e(V«-V,)-e(r«-V',), 

que  nous  venons  de  définir,  par  une  quantité  positive,  dépen- 
dant de  la  nature  du  conducteur,  que  l'on  nomme  sa  résis- 
tance; cette  résistance  est  la  somme  des  résistances  de  chacun 
des  éléments  du  conducteur;  la  résistance  d'un  élément  du 
conducteur  est  proportionnelle  à  sa  longueur  et  en  raison  in- 
verse  de  sa  section. 

Cette  hypothèse  s'exprime  plus  brièvement  en  disant  que  la 
force  électromotrice  qui  agit  de  b  vers  cr,  au  travers  du  fil  de  fer- 
meture, a  pour  valeur  r;.  Si  J  est  l'intensité  du  courant  comptée 
dans  le  sens  dont  il  est  ici  question,  et  R  la  résistance  du  conduc- 
teur, on  aura 


7j 


J  =  — . 
K 
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Toui  ceci  n'est  vrai  que  si  tous  les  conducteurs  linéaires  qui 
forment  le  système  sont  fermés  et  immobiles,  et  que  si  tous  tas 
courants  qui  traversent  ces  conducteurs  sont  uni/ormes  et  con- 
stants. Ces  lois  cessent  d'être  exactes,  si  les  courants  sont  varia- 
bles et  non  uniformes,  si  les  conducteurs  sont  mobiles. 

Soit,  dans  ce  cas,  AB=  ds  un  élément  de  l'un  des  conducteurs 
du  système  5  calculons,  pour  cet  élément,  d'après  les  lois  posées 
au  Tome  1  de  cet  Ouvrage,  la  valeur  de  la  quantité 

Soit  R  la  résistance  de  l'élément. 

Si  cet  élément  faisait  partie  d'un  système  de  conducteurs  fer- 
més et  immobiles  parcourus  par  des  courants  uniformes  et  con- 
stants, il  serait  traversé  de  A  vers  B  par  un  courant  d'intensité 

l-  '^ 
R 

11  est,  en  réalité,  traversé  par  un  courant  d'intensité 

R 

La  quantité  6,  qui  est  égale  à  o  lorsque  les  courants  sont  con- 
stants et  uniformes  et  les  conducteurs  immobiles,  se  nomme  la 
force  électromotrice  d^ induction  qui  agit  dans  l'élément  ds. 
C'est  la  forme  de  cette  force  électromotrice  qu'il  va  falloir  déter- 
miner dans  le  présent  Chapitre. 

Dans  le  temps  rf/,  l'élément  AB  est  traversé  de  A  vers  B  par 
une  quantité  d'électricité 

l(i  =  \dt=  ^(■r]-^C)dt. 

S'il  faisait  partie  d'un  système  de  conducteurs  immobiles  tra- 
versés par  des  courants  permanents,  il  serait  traversé  dans  le 
même  temps  par  une  quantité  d'électricité 


La  quantité 


K 


8^=8Q-Sy  =  -iCd< 
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est  la  quantité  d'électricité  mise  en  mouvement  par  l'induc- 
tion dans  l'élément  ds pendant  le  temps  dt. 

Avant  d'indiquer  les  hypothèses  fondamentales  que  nous  ferons 
sur  cette  quantité  8^,  hypothèses  dont  nous  déduirons  les  lois 
de  rinduction  électrodynamique  dans  les  circuits  linéaires,  quel- 
ques définitions  sont  encore  nécessaires. 

Soit  AB  =  rf5  un  élément  d'un  conducteur  C;  soit  C  un  autre 
conducteur.  L'état  du  système  formé  par  le  conducteur  C  et  l'élé- 
ment AB  sera  supposé  complètement  défini,  au  point  de  vue  de 
l'Électrodynamique,  lorsqu'on  connaîtra  : 

1°  La  forme,  la  grandeur  et  la  position  relative  du  circuit  G  et 
de  l'élément  rf^-, 

2"  L'intensité  J  du  courant  qui  traverse  l'élément  ds] 

3®  L'intensité  J',  en  chaque  point  du  conducteur  G',  du  courant 
qui  traverse  ce  conducteur. 

Si  la  matière  qui  forme  soit  l'élément  ds^  soit  le  circuit  C', 
éprouve,  réellement  ou  par  la  pensée,  xme  modification  quel- 
conque qui  ne  change  rien  aux  qualités  que  nous  venons  de  défi- 
nir, nous  dirons,  en  Électrodynamique,  que  le  système  n'a  éprouvé 
aucune  modification. 

G'est  là  le  sens  précis  qu'il  faut  attribuer  à  cette  phrase,  sou- 
vent répétée  par  les  auteurs  qui  ont  traité  de  l'Electrodyna- 
mique :  les  actions  électrodynamiques  ne  dépendent  ni  de  la  ma- 
tière qui  forme  les  conducteurs ,  ni  des  modifications  de  celte 
matière. 

Ges  préliminaires  posés,  voici  la.  première  hypothèse  que  nous 
ferons  sur  l'induction  électrodynamique  : 

Gonsidérons  le  système  formé  par  l'élément  ds  et  le  conduc- 
teur G'.  Pendant  que  ce  système  subit  une  modification  infiniment 
petite  quelconque,  l'induction  met  en  mouvement,  dans  l'élé- 
ment ds ,  une  quantité  d'électricité  infiniment  petite  B^.  Soit 
R  ds  la  résistance  de  l'élément  ds. 

Nous  admettrons  que  la  quantité  Rrf^ô^  est  déterminée 
lorsqu'on  connaît  : 

1®  La  définition  électrodynamique  du  conducteur  G'  et  de 
Vêlement  ds  au  début  de  la  modification  ; 

2°  La  variation  que  la  modification  considérée  apporte  à 
cette  définition. 
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Le  conducteur  C  est  formé  d'un  certain  nombre  d'éléments 
ds'^  ds\^  ds'^j  . . . ,  dSf^.  Nous  admettrons,  comme  seconde  hypo- 
ihèse,  évidemment  compatible  avec  la  première,  que  Von  peut 

écrire 

R  ds  8^=  8|i'-+-  Z\l\  -+-  8(x;  -h. . .  -♦-  8|jiV, 

8(1.]^  dépendant  uniquement  : 

\°  De  la  grandeur  de  r  élément  ds; 

Q?  De  la  grandeur  de  l'élément  ds\  ; 

3®  De  la  situation  relative  de  ces  deux  éléments  ; 

4**  Des  intensités  des  courants  qui  traversent  ces  deux  élé- 
ments; 

5**  Des  variations  de  ces  données. 

Cette  hypothèse  est  celle  que  l'on  énonce,  sous  une  forme 
moins  précise,  lorsqu'on  dit  que  la  force  électromotrice  d'induc- 
tion engendrée  par  un  courant  inducteur  est  la  somme  des  forces 
électromotrices  élémentaires  émanées  des  divers  éléments  de  l'in- 
duit. 

Soit  AB  =  ds  un  élément  du  conducteur  C;  soit  A'B'=  ds'  un 
élément  du  conducteur  G.  Soit  Q  le  plus  petit  des  angles  de  la  di- 
rection AB  avec  la  direction  AA';  soit  8'  le  plus  petit  des  angles 
de  la  direction  A'B'  avec  la  direction  AA';  soit  co  l'angle  des  deux 
directions  AB,  A'B';  soit  enfin  r  la  distance  A  A'.  Une  troisième, 
hypothèse  consiste  à  admettre  que,  pour  définir,  en  Electro- 
dynamique,  le  système  des  deux  éléments  AB,  A'B';  il  suffit  de 
connaître  les  paramètres 

dsy    ds',     r,     0,     6',     a>. 

Nous  avons  vu  [Introduction,  Chap.  I,  §  1]  que  cela  revient  à 
admettre  l'équivalence,  par  rapport  à  l'élément  AB,  des  deux  élé- 
ments A'B',  A'B'^,  symétriques  par  rapport  au  plan  BAA'. 

Cette  hypothèse,  jointe  à  la  précédente,  entraîne  cette  consé- 
quence : 

La  quantité  8|jl'  est  une  /onction  uni/orme  des  paramètres 

J,    ds,    J',    ds',     r,    cos6,     cos6',     cosw 

et  de  leurs  variations. 

Deux  remarques  au  sujet  de  ces  paramètres  : 

A.  Il  résulte  de  la  définition  de  l'intensité  d'un  courant  linéaire 
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(T.  I,  p.  4o6)  que  l'intensité  d'un  courant  varie  d'une  manière 
continue  le  long  du  conducteur  qu'il  traverse  :  si  le  conducteur 
est  ouvert,  l'intensité  est  égale  à  o  aux  extrémités.  Un  élément  de 
courant  ne  peut  donc  être  supposé  réellement  séparé  des  élé- 
ments qui  le  précèdent  ou  qui  le  suivent,  (ùette  définition,  donnée 
en  admettant  que  la  densité  linéaire  de  l'électricité  doit  être  for- 
cément finie.en  tout  point  d'un  courant  linéaire,  est  trop  restreinte. 
Nous  verrons  plus  tard  qu'elle  ne  pourrait  suffire  à  fournir  une 
représentation  complète  des  faits  que  nous  présente  l'étude  de 
l'électricité.  Mais,  pour  le  moment,  nous  ne  voulons  point  entrer 
dans  l'étude  des  difficultés  que  présente  la  théorie  des  courants 
linéaires,  lorsqu'on  regarde  l'intensité  comme  pouvant  être  dis- 
continue. Tout  le  long  du  présent  Volume  nous  admettrons 
provisoirement  l'hypothèse  suivante  :  Il  est  physiquement  im- 
possible que  V intensité  d'un  courant  linéaire  présente  des  dis- 
continuités le  long  du  conducteur  ou  à  ses  extrémités. 

B.  Soit  M  un  point,  fixe  ou  mobile;  soient  ds! ^  dsf\  ...  les  élé- 
ments qui  forment  un  conducteur  parcouru  par  un  courant.  Soit  r 
la  distance  du  point  M  à  l'origine  d'un  de  ces  éléments.  Les  élé- 
ments de  ce  conducteur  devant  se  suivre  sans  interruption,  r  varie 
d'une  manière  continue  le  long  de  ce  conducteur. 
En  vertu  des  hypothèses  faites,  nous  aurons 

8(x'  =/(J,  J',  dsj  ds'f  r,  cos6,  cos6',cos(o, 

8J,  8J',  ^ds,  ^ds\  8r,  8  cos6,  8  cos6',  8  costo), 

'^^     \  8(Xi  =  /(J,  JJ,  rfs,  rf^i,  ri,cos6i,  cos6j,  coswi, 

8J,  8J',,  ^dsj  ^ds\,  Srj,  8cos6i,  8  cosOj,  Scoscdi), 

1®  Nous  allons  montrer  d'abord  que  la  fonction  /  ne  dépend 
ni  de  J,  ni  de  SJ. 

Pour  cela,  considérons  en  premier  lieu  un  élément  ds  de  résis- 
tance R  dSf  parcouru  par  un  courant  d'intensité  J,  et  mis  en  pré- 
sence d'un  circuit  C  auquel  appartient  l'élément  ds^.  Une  modifi- 
cation élémentaire  dans  l'état  du  système  est  caractérisée  par  les 
variations 

8J,    8J',    8c?5,    ^ds'y    8r,    8  cos6,    8cos6',    8cos(d 

des  paramètres 

J,    J',     dsy     ds\    r,    cos6,    cosÔ',    cosw. 
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L'induction,  due  aux  éléments  du  circuit  C,  qui  accompagne 
cette  variation,  met  en  mouvement  dans  l'élément  ds  une  quantité 
d'électricité  5^  et  Ton  a 

Rrf*o:^=  ^    /(J,  J'j  ^*,  ^^', '',  cos6,  cos6',  coso), 

8J,  8J',  8û?5,  ^ds\  or,  8  cos6,  8  cosO',  o  coso)). 

Prenons  ensuite  un  nouvel  élément  ds^  identique  au  précédent, 
mais  traversé  par  un  courant  d'identité  y.  Imaginons  que  y  varie 
de  8y ,  tandis  que 

J',    ds^     ds'j    r,     cos9,     cos6',     cosu) 
subissent  les  mêmes  variations 

8J',    Ids^    Zds\    or,    ScosO,     8cos6',    8cosa> 

que  dans  le  cas  précédent. 

A  cette  nouvelle  modification  correspond  un  phénomène  d'in- 
duction, dû  aux  éléments  du  circuit  C,  qui  met  en  mouvement 
dans  l'élément  ds  une  quantité  d'électricité  ^q  et  l'on  a 

Kds^q  =  \^   /(y»  J»  dsy  ds\  r,  cos0,  cos6',  cosw, 

^j,  8J',  Zds,  ^ds'j  8r,  8  cos6,  8  cos6',  8  cosco). 

Juxtaposons  les  deux  éléments  ds  que  nous  venons  de  considérer. 
Par  leur  ensemble  nous  formons  un  troisième  élément  ds^  tra- 
versé par  un  courant  d'intensité  J  -j-y .  Lorsque  les  quantités 

J  H-y,    J',     dSf    ds\    r,     cos6,    cos6',     cosw 
varient  de 

8J-h8y,     8J',     Ids,    lds\    ^r,    8cose,     8cose',     8  cosw, 

l'induction  due  aux  éléments  du  circuit  G'  met  en  mouvement, 
dans  ce  nouvel  élément  ds^  une  quantité  d'électricité  qui  a  évi- 
demment pour  valeur 

8^-ho^. 

D'ailleurs  le  troisième  élément  ds  ayant  pour  résistance 

-  dsj 
1 
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on  doit  avoir 

-  (o^-H  oq)ds=  ^   /(J  -h j'y  J'y  dsy  ds\  r,  cosô,  cos6',  coscj, 

oJ-f-Sy,  8J',  §rf*,  Srfj',  8r,  5cos6,  Scosô',  8  ces  tu). 

On  doit  donc  avoir  Tidentitë 


z 


■z 


/(J,  J',  c?5,  ^*',  r,  cos6,  COS0',  coso), 

8J,  8J',  8û?s,  ocfe',  8r,  o  cosô,  8  cos6',  8  cos(i>) 


/(  J,  J  ,  a^,  a*  ,  r,  cosO,  cos6  , 
i*C'        ^      ^      ^        ^ 

/(y»  J'ï  ^*>  ^*'>  '■>  cos6,  cosÔ',  cosco, 

Bj,  8J',  8flfe,  ùds'y  8r,  8  cos6,  8  cos6',  8  cosw  ) 

=  2  ^    /(J  -4-y,  J',  c?5,  c?5',  r,  cos6,  cosO',  cosw, 

8J  -f-  8y,  ôJ',  cdsy  ods'y  or,  8  cos6,  8  cosô',  8  cosco). 

Les  quantités  cos9,  cosÔ',  cosco  varient  d'une  manière  quel- 
conque, ainsi  que  8ds',  8/*,  ôcosô,  8cos9',  Scoso)  lorsqu'on  passe 
d'un  élément  ds^  à  un  autre.  Les  quantités  J',  8J',  r  sont  seule- 
ment assujetties  à  varier  d'une  manière  continue  d'un  élément  à 
l'autre  d'un  même  circuit.  L'identité  précédente  ne  peut  donc 
avoir  lieu  que  si  l'on  a  séparément,  pour  chaque  groupe  (rf5,  ds^), 

/(J,  J',  dsy  ds'y  r,  cosO,  cosO',  costo, 

8J,  oJ',  ^dsy  ^ds'y  8r,  8  cosO,  8  cosO',  8  cosw) 

-H /(y,  J',  dSy  ds'y  r,  cos6,  cosO',  cosw, 

8y,  8J',  odsy  ùds'y  or,  8  cosO,  8  cos6',  8  cosw) 

—  2/(J  -hy,  J',  dSy  ds'y  r,  cos6,  cos6',  cosw, 

8J  -H  OJ,  8J',  ùdsy  ^ds'y  8r,  8  cosO,  8  cos6',  8  cosw). 

Or,  si  nous  faisons  dans  cette  identité 


y  =0, 


>  • 


oy  =  o, 


nous  trouvons 


s 

/(J,  J',  dSy  ds'y  r,  cos6,  cos0',  cosw, 

8J,  8J',  odsy  ods'y  cPy  8  cosO,  8cos0',  8  cosw) 

=  /(o,  J',  dSy  ds'y  r,  cos8,  cosO',  cosw, 

o,  8J',  ^dsy  ^ds'y  or,  8  cosO,  8  cos6',  8  cosw). 

Celte  égalité  montre,  comme  nous  l'avions  annoncé,  que  la  fonc- 
tion y  ne  dépend  ni  de  J,  ni  de  8J. 
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Dorënavanl,  nous  pourrons  remplacer  les  égalités  (2)  parles 


suivantes 


(3) 


0{x'  =  F(J',  dsj  ds'j  r,  cosO,  ces 6',  cos  to 

8J',  8  dsy  S  ds^f  8r,  8  cos  0,  8  cos  6',  8  cos  oj  ), 


2^  Nous  allons  montrer  maintenant  que  la  fonction  F  est  li- 
néaire et  homogène  par  rapport  aux  variations 

8J',    ùds'y    Br,    8cos0,     8  cos  6',    8cosw. 

Imaginons,  en  eflet,  une  première  modifîcation  dans  laquelle  , 
pour  le  groupe  (ds,  ds'),  ces  quantités  ont  les  valeurs  suivan  les 

8J',     ^ds,    ^ds\     8r,     8cos6,     8  cos  6',     8cosw, 

et  des  valeurs  analogues  pour  ds\^  ds'^,  .... 
On  aura  alors 

8{x'=  F  (J'j  dSj  ds\  r,  cos  6,  cos  6',  cos  tu, 

8J',  ^ds,  ùds'f  ^r,  8  cosO,  8cosô',  8  costo), 

et  cette  première  modification  mettra  en  mouvement,  dans  l'élé- 
ment ds,  une  quantité  d'électricité  S-^  donnée  par 

Kds^^=  \]  F(J',  ds,  ds\  r,  cos 6,  cos 6',  cosw, 

8J',  hdSy  ^ds'f  or,  8cos0,  8  cos  6',  8  cos  eu). 

Faisons  suivre  cette  modification  d'une  seconde  modification  in- 
finiment petite  dans  laquelle  les  quantités 

J',     ds,    ds',     r,    cosO,    cos  6',    cosw 

subissent  des  variations 

DJ', ,  Dds,     Dds',     Dr,     DcosO,     Dcosô',     Dcosw. 

Nous  avons,  pour  celte  seconde  modification, 

Dfx'=  F(J'-f-  8J',  ds-^Zds,  ds'-¥-  ùds',r-^  ^r,  cosO  ■+-  8cosO,  cos6'-i-ocos6', 
cosu>-+-8cosa>,  DJ',  Dds,  Dds',  Dr,  DcosO,  D  cosO',  Dcosw). 
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Supposons  toutes  les  quantités 

oJ',     odsy     ùds\     8cos6,     ocosO',     ocosu) 

infiniment  petites  par  rapport  aux  quantités 

J',     ds^     ds\     COS0,     cosO',     coso). 

Nous  aurons  alors,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre 
supérieur, 

D|jl'  =  F(J',  ds^  ds',  r,  cos6,  cos9',  cos tu 

DJ',  hds,  hds',  Dr,  DcosO,  DcosO',  Dcosoi). 

Cette  seconde  modification  met  en  mouvement,  dans  Télément 
dsj  une  quantité  d'électricité  D^  et  l'on  a 

ou  bien,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur, 

Rrf*D^=  N^  F(J',  c?5,  c?*',  r,  cos6,  cos6',  cosoj, 

DJ',  Dû?5,  Drf^',  Dr,  Dcos6,  DcosO',Dcosa)). 

L'ensemble  des  deux  modifications  infiniment  petites  que  nous 
venons  de  considérer  constitue  une  modification  infiniment  pe- 
tite, dans  laquelle  les  quantités 


varient  de 


J',    ds,     ds\    r,     cos  6,     cos  6,     cosw, 

^r     =aj'     -i-DJ', 

^ds      =^ds      -f- Dc?5, 
^ds'     =ods'     -hDds\ 
Ar        =  ^r        -f-Dr, 
AcosO  =  ocos6  -+•  Dcos6, 
Acos6'=  ôcosô'-f-  DcosO', 
Acosa)=  ocosa>-h  Dcosw. 

Cette  modification  met  en  mouvement  une  quantité  d'électricité 

A^=at+D5. 
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Mais  on  doit  avoir,  d'après  l'égalité  (3), 

Rds  A:^=:  \^  F  (J',  dsj  ds'j  r,  cosO,  cosô',  costu, 

AJ',  Aû?.f,  ^ds\  Ar,  A  cos6,  A  cosO',  A  cosw). 

On  voit  donc  que  l'on  a  l'identité 

2.  F(J'>  ^*)  ^*'>  1*1  cosO,  cosô',  COSO), 

oJ',  8  ds^  5  ds\  or,  ocos6,  8cosô',  8cosa>) 

H-  ^  F  (J',  ds^  ds'j  r,  cos9,  cosô',  cosw, 

DJ',  Ddsy  Dds\  Dr,  Dcosô,  Dcosô',  Dcosco) 

=  ^  F(J',  dsy  ds\  r,  cosô,  cosô',  costo, 

ûJ'+DJ',  ods-hDds,^  ds'-hDds',  or -h  Dr, 
8cosô-hDcosô,  8cosô'-4-  Dcosô',  8cosa)-4-Dcoseo). 

Les  variations  imposées  à  dsy  ds',  cos9,  cos9',  coso)  sont  entiè- 
rement arbitraires;  les  variations  imposées  à  J'  et  à  r  sont  seule- 
ment assujetties  à  laisser  ces  quantités  varier  d'une  manière 
continue  lorsqu'on  passe  de  l'élément  ds^  à  un  élément  voisin  ap- 
partenant au  même  conducteur. 

L'égalité  précédente  montre  donc  que  la  somme 

^  F(J',  ds,  ds'y  r,  cosô,  cosô',  cosw, 

oJ',  8  ds,  0  ds',  or,  8 cosô,  8 cosô',  8cosa>), 

étendue  aux  n  éléments  ds^,  ds\,  ds[^,  . ..  qui,  avec  l'élément  ds, 
forment  le  système  étudié,  est  une  fonction  linéaire  et  homogène 
des  (6/?  -h  i)  variations 

8J',      ^ds'j      ^r,      8cosÔ,      8cosô',     8cosa>, 
8J'i,     ^ds\,     8ri,     8cosôi,     8cosô|,     8cosu>i, 


•J     •••>     

^ds. 


Or  les  variations  8J',  Srfi',  Sr,  ûcosO,  ScosÔ',  Scosw  ne  figu- 
rent que  dans  le  terme 

F(J',  ds,  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosw,  8J',  ^ds,  Bds',  ùr,  8  cosô,  8  cosô',  8  cosw). 
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Ce  terme  doit  donc  être  linéaire  par  rapport  à  ces  variations  et 
l'on  doit  avoir 

/  F(  J',  ds,  ds',  r,  cosO,  cos6',  cosco, 

8J',  8  ds,  8  ds',  ^Ff  8  cos6,  8  cos6',  8  cosco) 

=        <p(J'>  dSf  ds',  r,  cos6,  cos6',  cosod,  8  ds) 

-T-  A(J',  ds,  ds\  r,  cosÔ,  cosÔ',  cosa>)  8J' 

(4)  (  -h  B{y,  ds,ds',r,  cos^,cos^',cosoi)^ds' 

C(J',  </j,  ds',  r,  cos6,  cosô',  cosa>)  8  cos6 

C'(J',  cf5,  ^y,  r,  cosô,  cos6',  cosw)<^cosô' 

D(  J',  ds,  ds',  r,  cos6,  cosô',  cosu))  8  coso) 

E(J',  c?j,  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosco)  8r, 


ce  qui  démontre,  comme  nous  l'avions  annoncé,  que  la  fonction  F 
est  linéaire  par  rapport  aux  six  variations 

8J',  ^ds',  ^r,  8  cosô,  8  cosô',  8cosw. 

3°  Nous  allons  prouver  que  les  six  quantités 

9,  B,  G,  G',  D,  E 

sont  proportionnelles  à  J',  et  que  A  ne  dépend  pas  de  J'. 

Envisageons  pour  cela  un  premier  élément  A'B'=  ds'^  traversé 
par  un  courant  d'intensité  J'.  Si  les  variables 

J',  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosu),  ds, 

relatives  à  cet  élément,  varient  de 

8J',  ^ds',  ^r,  8 cosô,  8c(Jsô',  Scosw,  ^ds, 

cet  élément  nous  fournit  une  quantité 

8{x'=        cp(J',  ds,  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosa>,  ^ds) 
-h  A(J',  ds,  ds',  r,  cosô,  cosÔ',  costo)  8J' 
-h  B(  J',  ds,  ds',  /',  cosô,  cosô',  coso))  8  ds' 
-h  C(J',  ds,  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosa))8  cosô 
-r-  C'(J',  ds,  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosu))8  cosô' 
-\-  D(J',  ds,  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosu))8  coso) 
-f-   E{y,ds,  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosu) )8r. 

Supposons  qu'un  second  élément  A'^B'^,  de  même  longueur  ds' 
que  A'B',  soit  exactement  juxtaposé  à  A'B',  et  qu'il  soit  traversé 
])ar  un  courant  d'intensité  J^.  Supposons  que,  dans  la  modification 
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considérée,  A',  B'^  reste  constamment  juxtaposé  à  A'B'.  Les  para- 
mètres 

J'i,  ds^  ds',  r,  cos6,  cos6',  coso), 

qui  définissent  le  sjstème  AB,  A',  Bp  varieront  de 

8J', ,  ^  ds,  ^ds',  Sr,  5cos6,  8  cosô',  Scoso).  . 

Le  nouvel  élément  A',  B,  fournira  donc  à  2^1^'  ^^^  quantité 

0[Xj  =        o  {}\,ds,  ds',  r,  cosÔ,  cosô',  cosco,  8  ds) 
H-  A(Ji,  ds^  ds',  r,  cosÔ,  cos6',  cosu>)  SJJ 
^  B(Ji,  ds,  ds',  r,  cosô,  cos6',  costo)  8  ds' 
-+-  C{yi,ds,  ds',  r,  cosO,  cos6',  cos(i))8  cosô 
-+-  C'(JJ,  ds,  ds',  r,  cos9,  cojsô',  cosa))8  cos6' 
-h  D(J'j,  ds,  ds',  r,  cos6,  cosÔ',  cosa>)8  cosca 
-h*E(Ji,  ds,  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosca )8r. 

Mais  il  est  évident  que  Ton  peut  regarder  Pensemble  des  deux 
éléments  A'B',  A'^B,  comme  formant  un  seul  élément  A"'B'';  le 
couple  AB,  A'^B'^  est  défiai  par  les  paramètres 

J'-f-Ji,    ds,    ds',    r,    cosô,     cosô',    cosu); 

dans  la  modification  considérée,  ces  paramètres  varient  de 

oJ'-r-8J;,    ^ds,    ods',    or,     8  cosô,     8  cosô',    8cosa>, 

et  Télément  considéré  fournit  à  ^l^i^"  ^^  terme 

8[ji''=       «p(Ji-t-  J'i,  ds,  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosa>,  8  ds) 

-t-  A(Ji-h  Ji,ûf*,  ds',  r,  cosô,  cosô',  COSO)) (8J' -h  oJj) 
-+-  B(Ji-+- J'i,  c?5,  ds',  r,  cosô,  cosô',  costù)^  ds' 
-h  C(Ji-+- J'i,  ds,  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosa>)8  cosô 
H-  G'(Ji-h  Jj,  ds,  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosa>)8  cosô' 
-+-  D(Ji-h  Jj,  ds,  ds',  /•,  cosô,  cosO',  cosa>)o  coso) 
-+-  E(JiH- J'i,  ds,  ds',  r,  cosô,  cosô',  cosa>)  8/\ 

La  quantité  d^électricité  mise  en  mouvement  par  l'induction 
dans  l'élément  ds^  et  par  conséquent  la  quantité  51^1^''  doivent 
conserver  la  même  valeur,  soit  que  l'on  envisage  les  deux  éléments 
A'B',  A'^B^  comme  distincts,  soit  que  l'on  envisage  leur  ensemble 
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comme  formant  un  seul  élément.  On  doit  donc  avoir 

0|JL    =  0|JL  -hO^\, 

quels  que  soient  J',  J'^,  8J'^,  oJ', . 

Il  résulte  alors  des  trois  égalités  précédentes  que  Six'  est  une 
fonction  linéaire  et  homogène  de  J'  et  de  8J'. 

Donc  : 

La  quantité  A  ne  dépend  pas  de  J'. 

Les  quantités  o,  B,  C,  C,  D,  E  sont  proportionnelles  à  J'. 

Cela  nous  permet  d'écrire,  au  lieu  de  l'égalité  (4), 

8[jl'=  4-  5'^{ds,  ds',  cosÔ,  cos6',  coso),  r,l  ds) 
-f-      a(û?5,  c?/,  COSÔ,  COSÔ',  costo,  r)SJ' 
-h  yb{ds,  ds\  COSÔ,  COSÔ',  coseo,  r)8  ds' 
(3)  \  H-  J'c(rf^,  û?5',  COSÔ,  COSÔ',  costo,  r)8cosô 

y  c'{ds,  ds' y  COSÔ,  COSÔ',  cosw,  r)  8  cosô' 
yd{dsj  ds\  COSÔ,  COSÔ',  coso),  r)  8  coso) 
J'e{dSy  ds',  cosô,  cosô',  cosw,  /•)  8/\ 

4^  Démontrons  maintenant  que  la  quantité  b  est  indépendante 
de  rf/,  tandis  que  les  quantités  ^^  a,  c,  </,  rf,  e,  sont  propor- 
tionnelles à  ds^. 

Pour  le  démontrer,  prenons  un  élément  ds'=A'Bfy  dont  les  pa- 
ramètres caractéristiques  sont 


et  varient  de 


J',  ds'j  r,  cosô,  cosô',  costo 


6J',  Srff',  Sr,  8 cosô,  8 cosô',  8cos(d; 


8.u'  = 


il  fournit  à  la  quantité  T)8[jl'  un  terme 

J'^{ds,  ds',  cosô,  cosô',  coso),  r,  8  ds) 
-    a{dsy  ds',  cosô,  cosÔ',  coso),  r)  8J' 
•  y  b{ds,  ds',  cosô,  cosô'„cosci),  r)^ds' 
'  y c{ds,  ds',  cosô,  cosô',  costo,  r)^  cosô 
yc'(ds,  ds',  cosô,  cosô',  cosu),  r)o  cosô' 
yd{ds,  ds',  cosô,  cosô',  costo,  r)  8  costo 
y  e{ds,  ds',  cosô,  cosô',  costo,  r)  8r. 

Imaginons  que  l'élément  ds'=h!&  soit  suivi  d'un  autre  élé- 


CHAP.    I.  —   LOI   ÉLÊMENTAIBE  DE  l'iNDUCTION. 

ment  ds\  =  B'C,  défini  par  les  paramètres 


8i 


J'i,    ds\,    Ti,    COSÔi,    COsOj,    COSWi, 


qui  varient  de 


8Ji,  ods\,  8ri,  Scosôi,  ocosô', ,  Scoswj. 


Cet  élément  fournit  à  ^l^i^'  "^  terme 


«V,  = 


J  i  ij^  (  dsy  ds 
a{ds,  ds 
Jj  b{dSf  ds 
J\  c{ds,  ds 
J\c'(ds,  ds 
3\d{dSy  ds 
J'i  e(dSf  ds 


,  cosOi,  cos6i,  ^^s 

,  COS  61 ,  COS  6 1 ,  COS  Wj ,  Ti ) 8J 1 
jCOsOjjCOSÔ'     -  \>  -/ 


\ ,  COS  61 ,  COS  6 1 ,  COS  Wj ,  Ti ) 8J 1 

1,  cosOj,  cosôj,  costDi,  ri)8  ds\ 
\y  cosôj,  cosOj,  COS (1)1,  ri)o  cosOi 
1,  COS 61,  cosOj,  coswi,  ri)o  cos8\ 
cosOj,  cos6'|,  COS (1)1,  ri)8  coscoi 
cosOi,  cosôj,  cosa>i,  ri)  8ri. 


Les  quantités  r^  et  J'^  diffèrent  infiniment  peu  de  /•  et  de  J'. 
Admettons  que  cos8|,  cosO'^,  coscoi  difi'èrent  infiniment  peu 
de  cosO,  cosO',  cosw;  admettons  aussi  que  8J^,  ScosÔ^,  ScosO', , 
ocos(0|,  8/'|,  difiïîrent  infiniment  peu  de  SJ',  ôcosO,  3cos8', 
o  coso>,  or.  Nous  aurons  alors,  en  négligeant  les  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur, 


,  cosO,  COS 6',  coscD,  r,  8  ds) 
,  cosO,  cosO',  costu,  r)  8J' 
,  cosO,  cosÔ',  cosu),  r)  8  ds\ 
,  cosÔ,  cosO',  COSO),  r)  8  cosO 
,  COS  Ô,  COS  6',  COS a>,  r )  8  cos  0' 
,  cosO,  COS 6',  costo,  r)  8  costo 
,  cosO,  cosO',  costu,  r)  or. 

Mais  il  est  évident  que  l'on  peut,  sans  altérer  la  valeur  de  y^ofi.^, 

regarder  les  deux  éléments  A'B'  et  B'C  comme  formant  un  seul 
élément  dont  les  paramètres  caractéristiques  sont 

J',     ds'-^ds\,     r,     cos6,     cosô',     cosw, 

et  subissent  les  variations 


ô|ji',  =  }'^{ds,  ds 
-4-  a{ds,  ds 
-h  J' b{dsj  ds 
-h  yc(dsj  ds 
-hJ'c\ds,  ds 
H-  y  d{ds,  ds 
-f-  y e{ds,  ds 


D.  - 


8J',    Zds' 
III. 


^  ds\y    Ir,    8cos0,    8cosô',    8cos(o. 


^y,  urtiE  xifi.  —  Ltsvrcnoy  ELEmoDTXAnocc 

Cet  élémenl  unique  doit  fournir  à  ^^^J-'  an  terme  ou."  égal  à 
<j*x    —  oa,.  Ur  on  d 

—  a^ ds,  d%  —  d%\.  co* ^.  co* ^',  co^ tj.  r  .  oJ' 

-r-  y  h  ds,  d%  —  dt\ .  co*  0.  C'i*  ^'.  C05  w.  r  •  o  ^'  —  o  Aj  » 

—  J' c «' <//.  </*'  —  </i ', .  co» ^,  ro- *j',  co*  co.  r  1 0  co* 0 

—  y c'idt,  d%' -*-  di\,  co-0.  C05O',  co5«îi.  r  locos^' 

—  y  di  dt,  c/x*—  ds\ ,  cos6,  co«0',  co>ts>,  r  ;  o  co^u 

—  ye(dsy  ds  —  ds\,  cosO,  cos6',  coscu,  r;  or. 

l-iCS  trois  expressions  obtenues  pour  o;jl',  o;jl', ,  oa' — ojjLj,  nous 
montrent  que  ou'  e»t,  comme  nous  Tavions  annoncé,  une  fonction 
linéaire  et  homogène  de  û^^  et  de  0  ^/.s';  la  quantité  6  est  donc  in- 
dépendante de  </./,  et  les  quantités  i,  «,  c,  c',  rf,  e  sont  propor- 
tionnelles à  ds\  Au  lieu  de  l'égalité  (5  j,  nous  pourrons  écrire 


/  vx'^ 


(^i) 


—  af<i/,  cosO,  cosO',  cosco,  r)^/*'  oJ' 

—  ^^idt,  co&O,  cosO',  cosw,  r)y<tds' 
H-  Y(<i*,  cosO,  cosO',  cosoi),  r)J'  ds'^i 

—  "x'ids,  co?0,  cosO',  cosw,  r)J'  é/s'  o 


y  Cé/x,  cosO,  cosO',  cos 
—  a(ds,  cosO,  cosO',  cos 


-)J'^5'ocosO 


j ,  *.«^=>  w,  /  1^'  ds'  o  cos  0' 
^(dsy  cosO,  cosO',  COSO),  r)}'  ds'o 
t(ds,  cosO.  cosO',  COSO).  rU'  ds'  et 


J,  cosO,  cosO',  COSO),  r)J'  rfs'  or. 


COSO» 


5"  Montrons  maintenant  que 

y{ds,  cosO,  cosO',  cosu),  r^  ù  ds) 

est  proportionnel  à  S  e/^. 
Nous  avons  évidemment 


^     f 

OU   =  O, 


lors(|ue 


8  ds  =  0,        0  c/5'  =  O,        oJ'  =0,        or  —  O, 
ocosO  =  o,         3cos0'=o,         8  COSO)  — O. 


Par  conséquent,  nous  pouvons  écrire 
'/{ds,  cosO,  cosO',  cosoj,  r,  0  ds)  =  i{dSf  cosO,  cos6',  cosw,  r,ods)odSj 

Ç  no  devenant  pas  infini  pour 

0  ds  =z  0, 


CUAP.   I.  ~  LOI   ÉLÉMENTAIRE  DE   L*INDUCTION.  83 

Nous  avons  vu  que  ^5[x' devait  être  une  fonction  linéaire  et 
homogène  des  (6/i  -|-  i)  variations 

^ds'j     oJ',     8cos0,     5cos6'.      ocosa>,       8/-, 
ùds\,    oJ'i,     8cos0i,     ocosÔ'j,     8cosa)i,     8ri, 

•  •••f  ■•*}  •••«••y  ■••••••         ••••••••         •••« 

ods. 
Il  en  résulte  évidemment  que  la  quantité 

^^^(ds,  cosô,  cosO',  cosci),  r,  ^  ds)J'  ds' 
doit  être  indépendante  de  o  ds,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 
\       s         S(û?5i  cosO,  cosO',  cosu),  /',  ^  ds)J'ds'  =  o. 

Cette  somme,  étendue  aux  n  éléments  ds'  qui,  avec  l'élément 
ds,  forment  le  système  étudié,  se  décompose  en  un  certain  nombre 
d'intégrales  étendues  à  des  lignes  le  long  desquelles  J',  cosfl  et  /• 
varient  d'une  manière  continue,  tandis  que  cos  0',  cosw,  varient 
d'une  manière  continue  ou  discontinue  . 

L'égalité  précédente  exige  donc  que  Ton  ait 

^{dsj  cosO,  cosô',  cosu>,  r,  8  ds)y 


d{^ds) 
ds 


=  -T-,  o(ds,  cosO,  r,  8  dsy  J'), 


ç  étant  une  fonction  uniforme  de  r,  cosO  et  J'. 

Le  premier  nombre  en  dépendant  par  -j^y  il  doit  en  être  de  même 
du  second;  il  en  résulte  évidemment  que  l'on  a 

^{ds,  cos9,  cosO',  COSO),  r,  8  ds)  =  o. 


d{ùds) 


La  quantité  ?  ne  dépend  pas  de  S  ds.  Nous  pouvons  écrire  sim- 
plement 

XidSj  cosO,  cos6',  COSO),  r,  8  ds) 

=  ^'(ds,  cos6,  cos6',  COSO),  r)  8  ds. 
Si  nous  reportons  cette  expression   de  ^  dans  Tégalité   (6), 
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celle-ci  devient 


S^t'. 


(7) 


a  (6^5,  cosO,  cosô',  cosu),r)â?5'8J' 

-  P  (dsj  cosO,  cos6',  costo,  r)J'^ds' 

-  ^'(dsy  cosO,  cos9',  costo,  r)J'ds'^ds 

-  Y  {dsj  cos6,  cos6',  cosw,  r)J'<f5'8cos6 

-  '^' {ds,  cosO,  cosô',  cosa>,  r)yds'h  cosO' 

-  0  (é/5,  cosO,  cos6',  cosa>,  r)}' ds'Z  costo 

-  e  (rf*,  cosO,  cosO',  costo,  r)}'ds'^r. 


6"  Enfin  nous  allons  prouver  que  la  quantité  ^'  ne  dépend  pas 
de  ds,  tandis  que  les  q  uantités  a,  p,  y,  y,  8,  e  sont  proportion- 
nelles à  ds. 

Pour  démontrer  celte  proposition,  imaginons  deux  éléments  rec- 
tilignes  ds  =  AB  et  dsi  =  BC,  se  suivant  de  manière  à  former  par 
leur  ensemble  un  élément  AC  =  ds2'  Pour  le  premier  de  ces  élé- 
ments, nous  avons 

8|jl'  r=      a  {dSj  cos6,  cos6',  costo,  /•)  ds'ùJ' 
-{-  p  (ds,  cosO,  cos6',  costo,  r)J'8  ds' 
-^  ^'(dsj  cos6,  cosO',  costo,  r)J'ds'^ds 
Y  (dSj  cos9,  cos9',  costo,  r)J'ds'ù  cosd 
Yi^^i  cosO,  cos6',  costo,  r)yds'ù  cosO 
0  (^5,  cos6,  cos6',  costo,  r)J'é/5'8  cosa 
e  (c^5,  cosO,  cos6',  costo,  r)J'ds'^r, 

Pour  le  second,  nous  avons 

0{Xj  =      oi  {dsij  cosO,  cosO',  costo,  r)ds'oJ' 

'Idsx 


to 


a  (û^5j,  cosO,  cosO',  costo,  r)  c^^'oJ' 
p  (ûf5i,  cosO,  cosO',  costo,  r)J'oc?5' 
^'{dsi^  cosô,  cosô',  costo,  r)]' ds'Zi 
Y  (rf5i,  cos6,  cos6',  costo,  r)J'ds'^  cos6' 
^'{dsij  cosô,  cosO',  costo,  r)yds'o  cosO' 
8  (rf^i,  cos6,  cosO',  costo,  r)3'ds'o  costo 
e  (c/*i,  cos6,  cosô',  costo,  r)J'ds'^r. 


Pour  l'élément  rf52,  nous  avons 


dsi  =     ds  -h  ds\ , 
8  c?5t  =  8  é/s  -h  8  d$i 
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et,  par  conséquent, 
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8|i',  =      a(ds 

^{ds 
i{ds 
l{ds 
£  (^ds 


ds\,  cosô,  cos6',  coso),  r)  ds'  8J' 

ûfoi,  cosO,  cosO',  cosci),  r)J'S  d^ 

dsi,  cos6,  cosO',  COSO),  r)J'é/5'(o  û^  -+-  8  dsi) 

ds\,  cosO,  cos6',  cosoi,  r)J'ds'^  cos6 

c?5i,  cos6,  cosO',  COSO),  r)5'ds'o  cosO' 

û?5i,  cosO,  cos6',  COSO),  r)3'ds'^  costo 

c?Si,  cosô,  cosô',  COSO),  r)yds'ùr. 

La  quantité  d'électricité  mise  en  mouvement  par  l'induction, 
dans  chacun  des  éléments  A6,  BC,  AC,  est  la  même. 
On  a  donc 


et,  par  conséquent, 


Rds  5^=2V, 
R6/5i8^=2Vn 


Il  résulte  alors  des  expressions  4^nnées  par  S[x',  8jjl^,  Sjx^,  que 

^  8u'  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  ds  et  de  5  ds. 

De  là  on  déduit  en  premier  lieu  que  a,  p,  y,  y',  S,  e  sont  pro- 
portionnels à  ds;  en  second  lieu  que 

^  ^'{ds,  cos9,  cosO',  COSO),  r)3'ds' 

ne  dépend  pas  de  <f5.  On  en  déduit  aisément,  par  un  raisonnement 
analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  tout  à  l'heure,  que  ^'  ne  dé- 
pend pas  de  ds. 
Posons  désormais 


a  {ds,  cosô,  cosô',  cosw,  r 
p  {dsy  cosô,  cosô',  cosw,  r 
^'{ds,  cosô,  cosô',  COSO),  r 
Y  (ds,  cosô,  cosô',  COSO),  r 
"^'{ds,  COSÔ,  cosô',  costo,  r 
8  (^5,  cosô,  cosô',  coseo,  r 
s{dSf  cosô,  cosô',  cosci),  / 


*(r, 


=  *  (r,  cosO,  cosô  ,  COSO))  ds, 
=  V(r,  cosô,  cosô',  COSO)) ds^ 
-  V(r,  cosô,  cosô',  cosw), 
=  6  (r'  cos  ô,  cosô',  cos u)  )  ds^ 
=  6'(r,  cosô,  cosô',  cosw)  ds, 

:  û  (r,  cosô,  cosô',  COSO))  dSf 

:  R  (r,  cosô,  cosô',  cos (û)dSf 
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et  noas  pourrons  écrire,  aa  lieu  de  Féquation  (i3), 

(H)       l     ^ 

/  -r-  r  R  or  -*-  e  5  cosO  -*-  O'o  cosô'-h  û  o  cosa>)rd:s  dlf'. 

7**  Une  nouvelle  proposition,  bien  aisée  à  établir,  est  celle-ci  : 

l.cs  deux  quantités  4>  et  W  sont  égales  entre  elles. 

Pour  le  démontrer,  envisageons  un  élément  A'B'  traversé  par  un 

courant  d^intensité  infiniment  petitey'.  Envisageons  une  modiGca- 

tion  dans  laquelle  cet  élément,  sans  changer  de  place  ni  dWienta- 

tion,  s'allonge  de  manière  à  devenir  A'B''.  On  a  alors 

B'B' =cds\ 

Supposons  que  Tintcnsité  y'  demeure  invariable,  ainsi  que  la 
longueur  et  la  position  de  Télément  ds.  Nous  aurons  alors 

5/'  — o,        or  =  o,        ocosO  =  o,        ocos6'=o,        $cosu>  =  o, 

ods  =  o 

et,  par  conséquent, 

cik' =  ^' / ds  0  ds\ 

Mais  nous  pouvons  évidemment  concevoir  d'une  autre  manière 
la   modification  dont  le  système  est  le  siège;  nous  pouvons  regar- 
der ce  système  comme  renfermant  deux  éléments:  l'un  A'B',  dont 
tous  les  paramètres  caractéristiques  demeurent  invariables,  l'autre 
B'B'',  de  longueur  ods^  traversé  par  un  courant  d'intensité  o,  au 
commencement  de  la  modiGcation  infiniment  petite  et  d'intensité 
f  à  la  fin.  Cette  nouvelle  manière  de  concevoir  la  modification 
dont  le   système  est  le  siège  a  pour  elTet  de  remplacer,   dans 

0[x',  le  terme  0[x'  par  le  terme 


2 


oji'  =  ^  ds^  ds'f. 


La  quantité  \]  8[jl'  ne  doit  pas  dépendre  de  la  manière  arbitraire 

dont  on  conçoit  celte  modification  infiniment  petite.  On  doit  donc 
avoir 

ou,  comme  nous  l'avions  annoncé, 
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Ce  résultat  obtenu,  nous  pouvons  remplacer  l'égalité  (8)  parla 
suivante 


0|x'=  *  ds  S( J'rf*')  -+-  Wyds'^ds 

(R  8r  -I-  e  8  cosO  -t-  e'8  cose'-4-  û  5  cos(D)J'cf5  ds'. 


(9) 


8**  Parmi  les  conducteurs  que  renferme  le  système,  supposons 
qu'il  existe  un  conducteur  fermé  C,  dont  nous  désignerons  les 

éléments  par  ds"^  ds\^  dsl, Les  autres  éléments  du  système 

seront  désignés  par  ds"\  ds^,  ds^y  .... 

Nous  aurons  alors 

Nous  supposerons  le  conducteur  fermé  C"  traversé  par  un  cou- 
rant d'intensité  J",  uniforme  et  constant,  en  sorte  que  nous  au- 
rons 

r—    r  —   J"  — 

0  J'  =  ôJ  J    =   ôJ  J    =  ,  .  .  =r  O. 

Sur  le  conducteur  C  ou  A'M'B'N'  {^fig^  aS),  considérons  un 

arc  A'M'B',  le  long  duquel  ne  se  trouve  aucun  point  anguleux,  en 

Fig.  a5. 


iM' 


sorte  que,  le  long  de  cet  arc,  r,  cos9,  cosO",  cosw  seront  des  fonc- 
tions de  s^  continues  et  admettant  des  dérivées. 
Partageons  cet  arc  en  éléments 

Nous  supposerons  une  modification  ainsi  définie  : 

L'élément  A' A",  sans  changer  de  position  ni  d'orientation,  s'al- 
longe d'une  quantité  A"A'''=  8a,  en  sorle  que  l'on  a 

8JJ  =  o,     ocfjî  =  8M,     8rj  =  o,     8cos6i=;po,     8cos6î  =  o,     8cosa)|  =  o. 
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Les  autres  élémenls  de  Tare  .VM'B'',  tels  qae  M'M\  s'a%ancent 
simplement  d^une  longueur  ou  sur  Tare  5^,  en  sorte  que,  pour 


enx,  on  a 


Zcur 


or 


=  o. 


=  o, 


0  cos  8  = 

OCOS^r: 


ocosco 


os 

dcosO  ^ 
— -T—  ou. 

Os 

dCOPtii  ^ 

- —  Otf. 

C^5' 


L'élément  B'^B',  sans  changer  de  position  ni  d'orientation,  se 
raccourcit  d*une  longueur  B"B"'=  ou.  Pour  cet  élément,  on  a 


5j;  =  o, 


0  dsl  =  —  oa, 


crj  =  o, 


0COS6t=O,  0CO50J=O,  ccosct>s  =  o. 

Enûn  les  éléments  du  circuit  C  situés  sur  Tare  B'N'.V  demeu- 
rent invariables. 

Quant  à  Télément  ds,  il  garde  une  longueur  invariable,  en  sorte 
que  Ton  a 


0  ^5  =  o. 


Formons 


2v=2'V+2sî-"- 


Pour  l'élément  A' A",  nous  avons 

o;ji]  =  *(ri,  cosOi,  cosO],  cosooi)  J*rf*  om. 

Pour  l'élément  B'^B',  nous  avons 

5|iî=  — *(r„  COSÔ2,  cosOJ,  cosù}f) y ds ou. 
Pour  tout  autre  élément  M' M"  de  Tare  A'M'B',  nous  avons 


ai/ 


-("i-«-: 


dcosO         ^dcosO' 


-hû  U'ds  ds  ùu 


Enfin,  pour  tout  élément  de  l'arc  B'N'A',  nous  avons 
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Nous  avons  donc 
^8ji.'=  [•I>(r|,  cos8|,  cosôp  coswi)  —  *(rj,  cosôj,  cos0J,  cos toi  )]  V  ds  Zu 

-*"'  *''"X«..(  ^/  +«-d7-  ^«  -57-  ^"-dï^j*  ^2é  '^^ 

Mais  il  est  évident  que  le  système  du  courant  G"  et  de  l'élé- 
menl  ds  subit  une  modification  qui  ne  change  en  rien  sa  défi- 
nition électrodjnamique  et,  par  conséquent,  qu'aucune  induction 
ne  doit  se  produire  dans  l'élément  ds  par  le  conducteur  C".  On 
doit  donc  avoir 

ou  bien 

=  *(rj,  cosSj,  cosOJ,  coswj)  —  *(ri,  cos6i,  cosO'J,  cosW|). 

Cette  égalité,  qui   doit  avoir  lieu  pour  un  arc  A'M'B'  quel- 
conque, ne  présentant  pas  de  point  angulaire,  donne 

dcosO' 
~  dcosO'' 


O  COSO) 


On  a  donc 


8|ji'  =  V'J'  ds'Zds-^^ds  ô(  J' ds') 


(  -7- or-4- -T-ôcosô  -h  T TT.  ôcosÔ  -h  T '  ocosw  )}'  dsds  ^ 

\()r  dcosO  a  cosO  d  cosw  / 


ou,  plus  brièvement, 

(10  bis)  8|jl'  =  Wr  ds'  ^ds-^ds  8(* J' rf*') 


I 


I 
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ment  diminue  d'une  longueur  ou  au  point  A,  de  façon  que  ce 
point  vienne  en  A|.  Si  Télément  ds'  demeure  immobile  et  si  J' 
demeure  constant,  on  aura 


^li'^-^W'J'ds'ùu. 


Supposons    que  le  même  élément  s'allonge  d'une  longueur  81/ 
au  pomt  B,  de  façon  que  ce  point  vienne  en  B|.  On  aura 


)  y  dsds'  lu. 


/âW  dr  dW     (^  cos6  dW     (^cosO'  dW     ()cos(o 


\âr   ds        d  cos6       ds  dcosO'      ds  «^  coso)       ds 

La  première  modification  transporte  de  A  en  B  une  quantité 
d'électricilé  8^,  et  la  seconde  une  quantité  d'électricité  8|^. 
On  a 

R  ds  8^  =2  oV, 

Si  les  deux  modifications  ont  lieu  simultanément,  l'induction 
transportera  de  A  en  B,  dans  l'élément  dsy  une  quantité  d'élec- 
tricité 

Mais  cette  quantité  doit  évidemment  être  la  même  que  si  l'élé- 
ment AB,  sans  varier  de  longueur,  s'était  transporté  de  AB  en 
A|  B, ,  en  se  déplaçant  d'une  longueur  8u  dans  sa  propre  direction. 
On  a  donc 

avec 

^   ,      /d^  dr         d^     (?cos6         d^     dcos6'         d^     dcosa>\,,  ,    ,  ,^ 

ûH-;  =  (-p  ■T-'h' 7— j l-i ft7 — ^ i-^r -^ — )3'dsds'6u. 

\dr  ds       £/cos6      ds         dcos^       ds  dcosw      ds     ] 

Les  diverses  égalités  que  nous  venons  d'obtenir  nous  donnent 

2,ld^dr  d^     dcosô  <?4>      ^cosô'  d^      <)cosa)\      , 

\dr  ds       c^cosO      ds  d  cos8'      ds  <^cosa>      ds     ) 

-VjY^^—       _^]F_  acosO  dW      (?cos6'  d^V      ^ ^^^^\  dr' 

^ Âd,     \^^  ds       dcos^      ds  dcosô'      ds  dcos(û       ds     / 
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OU  bien 

2j'^(*-^r)rf,'=o. 

Supposons  que  les  éléments  ds'  forment  un  conducteur  li- 
néaire le  long  duquel  /•  et  J'  sont  seuls  assujettis  à  varier  d'une 
manière  continue.  Quelle  que  soit  la  forme  de  ce  conducteur,  on 
devra  avoir 

ce  qui  exige  que  Ton  ait 

J'|^(*-^.-)cr.'=^,G(J',.), 

G  pouvant  en  outre  dépendre  de  cos8  et  de  — -. 

Le  premier  membre  ne  renfermant  pas  -7-?^  le  second  ne  doit 

pas  non  plus  renfermer  cette  quantité.  Il  est  aisé  de  conclure  de 
là  que  l'on  doit  avoir 

ou  bien 

4>  =  ^F  4-  C. 

Considérons  un  circuit  C  et  un  élément  ds,  C  étant  traversé 
par  un  courant  constamment  uniforme  dont  l'intensité  varie  de  J' 
àJ'-hôJ'.  On  a 

^^11' =  ds ^y  r^ ds\ 

Si  le  circuit  C  est  infiniment  éloigné  de  ds,  on  doit  avoir 

Donc,  dans  ce  cas, 

r^ds'=o. 

Imaginons  maintenant  l'intensité  invariable  dans  C,  mais  ds 
variant  de  ùds.  On  a 


^^11' =  ^  ds  fwds'. 
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Si  C  est  infiniment  éloigné  de  ds^  on  doit  avoir 

et,  par  conséquent, 

Mais 

r*  ds'=  Cw  ds'-+-  C  f  ds'. 

On  a  donc,  ou 

1  û?*'  =  o, 

ce  qui  est  impossible,  ou 

C  =  o, 

c'est-à-dire 

Reportons  ce  résultat  dans  l'égalité  (lo),  et  nous  trouvons 
enfin 

/  ùlL'=^ù(ydsds') 

I  -+■  i-r-  or  -+-  - —  -  0  cosO  -+-  -r j-i  0  cos6  H-  -r 0  coso)  )  J  dsas 

\  \or  acosO  dcosO  a  cosiu  / 

ou,  plus  brièvement, 

(i>.)  ^ii'=o{^ydsds'). 

Arrôtons-nous  un  instant  à  ce  résultat. 

Il  nous  montre,  en  premier  lieu,  que  la  détermination  de  la  loi 
de  rinduction  est  ramenée  à  la  détermination  d\ine  seule  fonction  <t> 
de  r,  cos6,  cosô',  cosw. 

En  second  lieu,  l'égalité  (12)  permet  d'écrire 


R  ds  0^=  0  (ds^  ^y  ds'\ . 


Imaginons  une  modification  durant  laquelle  la  résistance 

p  =  Kds 

de  l'élément  ds  demeure  invariable  ;  cette  modification  met  en 
mouvement,  dans  l'élément  dsj  une  quantité  d'électricité  :^,  et 
l'on  a 

p^=  (ds^^ydA  -  fds^^yds'\  . 
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Nous  voyons  donc  que,  dans  une  modification  quelconque 
d'un  système  de  courants,  V induction  met  en  mouvement,  dans 
un  élément  de  résistance  donnée  et  invariable,  une  quantité 
d* électricité  qui  dépend  uniquement  de  l'état  initial  et  de 
rétat  final  du  système  formé  par  l'élément  et  par  les  cou- 
rants. 

Cette  proposition,  admise  comme  hypothèse  fondamentale  dans 
le  cas  d^une  modification  infiniment  petite,  est  ainsi  démontrée 
pour  une  modification  quelconque.  Cette  proposition  joue  le 
rôle  d'hypothèse  fondamentale  dans  la  théorie  deF.-E.  Neumann, 
et  dans  la  plupart  des  autres  théories  de  Tinduction  éleclrodyna- 
mique. 

Nous  allons  chercher,  dans  ce  qui  va  suivre,  à  déterminer  la 
forme  de  la  fonction  4>. 
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CHAPITRE  IL 


LA  LOI  ÉLÉMENTAIRE  DE  L'INDUCTION  DANS  LES  CIRCUITS  LINÉAIRES 
(suite).  -  DÉTERMINATION  DE  LA  FONCTION  4>(r,cose,  cosO',  cosw). 


Venons  maintenant  aux  propositions  qui  nous  permettront  de 
déterminer  la  fonction  ^(r,  cosô,  cos6',  coso)). 

Si  nous  désignons  par  C  ds  la  force  électromotrice  dMnduction 
qui  agit  dans  l'élément  ds^  nous  aurons,  par  déGnition, 

Cdsdt=^\{ds  8Q, 

dt  étant  le  temps  pendant  lequel  la  charge  5Q  est  mise  en  mouve- 
ment. Cette  égalité  peut  encore  s'écrire 

C  ds  dt  =zyo\x'. 

D'après  l'égalité  (12)  du  Chapitre  I,  on  peut  encore  écrire 

Cdsdt=^l{^ydsds'). 


Si  nous  posons 


nous  aurons 


e  dsdt  =  o(^J'dsds'). 


C  =  y  e, 


la  somme  s'étendant  à  tous  les  éléments  ds'  du  système. 

La  quantité  C  est  ce  que  nous  appellerons  la  force  électromo- 
trice  totale  d^ induction  en  un  point  de  ^ élément  ds, 

e  sera  la  force  électromotrice  élémentaire  d*  induction  engen- 
drée en  un  point  de  Vêlement  ds  par  Vêlement  ds'. 

Cette  définition  posée,  nous  allons,  pour  pousser  plus  avant  la 
détermination  de  la  fonction  4>,  envisager  un  système  de  conduc- 
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leurs  linéaires  fermés  C,  C,  C",  Nous  supposerons  ces  con- 
ducteurs invariables  de  forme  et  de  position.  Nous  supposerons, 
en  outre,  qu'ils  sont  traversés  par  des  courants  qui  varient  tout  en 
demeurant  uniformes,  en  sorte  qu'à  l'instant  t  ces  courants  ont 
pour  intensités  J,  J',  J'',  ...  et  qu'à  l'instant  t  -\- dc  ils  ont  pour 

intensités  J  + -j-rf^,  V-h-rrdt,  Y-^-^^-dt,   

at  dt       ^  dt 

Dans  ce  cas,  on  aura 

e  t/i  =  8  (*  yds')  =  ^^ds'  de. 

^  ^         de 

Par  conséquent,  la  force  électromotrîce  d'induction  en  un  point 
du  circuit  C  aura  pour  valeur 

et  la  force  électromotrice  totale  d'induction  dans  le  circuit  C  aura 
pour  valeur 

a<Pdsdsi-{-  -j-  I    f  ^  ds' ds -{- -.- 


"  -  S/X***'-  ^iX**'"--  ïii*'*'* 


Il  faut  évidemment  que  ces  deux  quantités  soient  finies,  quelles 

/7I        //f        d\^ 

que  soient  les  valeurs  finies  prises  par  -7-,  -tt>  -j->  •  •  ••  On  ar- 
rive donc  immédiatement  à  ces  conséquences  : 

!**  Uineégrale 

^dsy 


/■ 


étendue  à  un  contour  fermé  quelconque,  est  finie  quelle  que 
soit  la  position  de  Vêlement  ds  auquel  elle  se  rapporte; 


2°  U intégrale 


If 


4>  ds  ds' 


étendue  soit  deux  fois  au  même  circuit  fermé  de  dimensions 
finies,  soit  à  deux  circuits  fermés  de  dimensions  finies,  situés 
à  des  distances  finies,  doit  avoir  une  valeur  finie. 

Soit  maintenant  C!  un  circuit  inducteur  immobile  parcouru  par 
un  courant  que  nous  ne  supposerons  plus  uniforme.  Dans  l'élé- 
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ment  ds  du  circait  immobile  C,  la  force  éieclromotnce  d*indac- 
lion  a  f>our  vaJear 

Je    <i* 

Cette  force  doit  évidemment  être  de  l'ordre  de  ds,  quelles  qne 

Vfient  les  posîtioos  de  l'élément  ds  et  da  circait  C.  La  somme  | 


■'  c  «'1. 


doit  donc  être  finie,  quels  que  soient  les  deux  circuits  C  et  C 
Cette  somme  peut  encore  s'écrire 


Je  ^'         Je 


c  —        «-'c 

.-  est  une  quantité  arbitraire  variable  d^une  manière  continue  le 

long  du  contour  C;  la  quantité  précédente  ne  peut  être  finie  que 
moyennant  la  proposition  suivante  : 

U  intégrale 


£ 


est  finie,  quelque  soit  le  contour  Cet  quelle  que  soit  la  position 
de  l'élément  dJ  auquel  elle  se  rapporte. 

A  ces  propositions,  nous  ajouterons  les  deux  suivantes  : 

i**  La  fonction  <ï>  change  de  signe,  sans  changer  de  gran- 
deur, lorsque  l'on  renverse  le  sens  de  l'élément  ds  sans  rien 
changer  au  sens  de  l'élément  ds'. 

'i^  La  fonction  ^  change  de  signe,  sans  changer  de  gran- 
deur, lorsque  ron  renverse  le  sens  de  Vêlement  ds'  sans  rien 
changer  au  sens  de  l'élément  ds. 

Pour  démontrer  la  première  proposition,  considérons  Télément 
AB  =  ds,  et  soit  tout  d'abord  AB  le  sens  positif  de  cet  élément. 
(Considérons  une  modification  élémentaire  dans  laquelle  les  élé- 
ments ds,  ds\  c//,  ...  qui  forment  le  système  demeurent  inva- 
riables de  forme  et  de  position,  tandis  que  les  intensités  J',  J", . . . 

des  courants  qui  traversent  ds' ,  ds",  . . .  varient  de  oJ',  SJ", Si 

R  ds  est  la  résistance  de  l'élément  ds,  Tinduction  transporte  dans 
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le  sens  positif  de  cet  élément,  c'est-à-dire  de  A  vers  B,  une  quan 
tité  d'électricité  8Q  donnée  par 

R  8Q  =  4>'rfs' 8J'-h*V/8J'H-. . .. 

Si  8Q  est  la  quantité  d'électricité  transportée  par  l'induction 
dans  l'élément  ds  de  A  vers  B,  on  peut  aussi  bien  dire  que  l'in- 
duction transporte  dans  l'élément  ds^  de  B  vers  A,  une  quantité 
d'électricité  —  5Q.  Si  donc  on  change  le  sens  de  l'élément  rfs,  la 
quantité  d'électricité  transportée  par  l'induction  aura  pour  va- 
leur —  SQ. 

D'autre  part,  si  Ton  maintient  invariable  le  sens  des  éléments 

dsfj  rf/,  . . .,  SJ',  8J",  . . .  conserveront  leur  grandeur  et  leur  signe. 

On  aura  donc 

—  R  8Q  =  *;  ^' 8J '+  *î  rf5'ôJ'+ . . . , 


^', ,  <^j ,  ...  désignant  ce  que  deviennent  ^',  ^",  . . .  lorsqu'on  change 
le  sens  de  l'élément  ds  sans  changer  le  sens  des  éléments  ds!^ 
d^ 

L'égalité 

doit  donc  avoir  lieu  quels  que  soient  8J',  8J"',  . . .,  ce  qui  entraine 
les  égalités 


et  démontre  la  proposition  énoncée. 

Pour  démontrer  que  ^'  change  de  signe  sans  changer  de  valeur 
absolue  lorsqu'on  renverse  le  sens  de  l'élément  d^  sans  changer 
le  sens  de  l'élément  ds^  nous  considérerons  un  élément  A'B'  qui 
demeure  imobile,  ainsi  que  l'élément  ds^  et  qui  n'est,  à  aucun  mo- 
ment, parcouru  par  un  courant.  Nous  avons,  pour  cet  élément, 

J'=o,        8J'=o 

et,  partant, 

8{jl'  — o. 

Mais  nous  pouvons  évidemment,  sans  changer  la  quantité  d'é- 
lectricité déplacée  dans  l'élément  ds  par  l'induction,  regarder  cet 
élément  comme  la  juxtaposition  de  deux  éléments  A^B'^,  AjB^, 
D. -III.  7 
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le  premier  parcouru  de  A,  vers  B',  par  un  courant  dont  rintensité 
varie  de  J'  à  J'+  8J'  ;  le  second  parcouru  de  B^  vers  A  j  par  un  cou- 
rant dont  rintensité  varie  aussi  de  J'  à  J'+  SJ'. 

Le  premier  fournit  à  \^S|jl'  un  terme 

Dans  l'évaluation  de  4>',,  l'élément  dJ  est  supposé  dirigé  de  A', 
vers  B,. 

Le  second  fournit  à\^S|x'un  terme 

8fxi  =  *;  iVdi  ds'. 

Dans  l'évaluation  de  ^^f  l'élément  ds'  est  supposé  dirigé  de  B' 
vers  Aj. 

On  voit  donc  que  l'on  a 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Désignons  par 

{ds,PL'B') 

l'intégrale 


ds  I     4>  ds', 


-étendue  à  tous  les  éléments  ds'  d'une  ligne  fermée  ou  ouverte  A'B'. 

Soit  A'M'B'N'  le  circuit  inducteur  G'  et  AB  Télément  in- 
duit ds. 

Nous  avons  évidemment 

{ds,  C')  =  (d5,  XWB')'^(ds,  B'N'A'). 

D'autre  part,  la  fonction  ^  changeant  de  signe  sans  changer  de 
valeur  lorsqu'on  renverse  le  sens  de  l'élément  ds',  on  voit  sans 
peine  que  l'on  a  l'identité 

o  ={ds,  B'P'A')-f-(rf*,  A'P'B'). 

On  a  donc 

(ds,a)=      (é?5,  AM'B')H-(rf5,B'P'A') 
n-{ds,  A'P'B')  -h(ds,  B'N'A') 

ou  bien 

(rf*,C')  =  (rf*,A'M'B'P'A')-*-(rf^,  B'P'A'N'B'). 
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< 

Ainsi,  si,  par  une  ligne  auxiliaire  joignant  deux  points  du 
circuit  G,  on  décompose  ce  circuit  fermé  en  deux  autres  cir- 
cuits partiels  F',  T\ ,  parcourus  dans  le  même  sens  que  lui,  on 
aura,  quel  que  soit  C élément  ds, 

{ds,C')  =  (ds,T')-h{ds,T\). 

On  peut  répéter  la  même  opération  sur  chacun  des  deux  cir- 
cuits r',  F',  ;  puis  sur  chacun  des  quatre  circuits  ainsi  obtenus  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  arrive  alors  à  la  proposition  sui- 
vante : 

Par  le  circuit  G,  on  /ait  passer  une  surface  à  deux  côtés; 
par  deux  systèmes  de  lignes,  on  décompose  cette  surface  en 
éléments  dont  les  contours  sont  des  circuits  infiniment  petits^ ^ 
Tu  Ta»  •••»  ^^^  Von  suppose  tous  parcourus  dans  le  même 
sens  que  le  circuit  C.  On  a,  quelle  que  soit  la  position  de  Vile- 
ment dsj 

Nous  avons  vu,  il  y  a  un  instant,  que  Fintégrale 

{ds,  C) 

devait  être  de  l'ordre  de  ds  quels  que  soient  l'élément  ds  et  le 
circuit  fermé  et  fini  G.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que  les  inté- 
grales 

(ds,Y)^  (^*, ri),   (dsyYt)7    ••• 

doivent  être  respectivement  du  même  ordre  que  les  produits 

0^,  a',,  o-^,  . . .  étant  les  aires  embrassées  par  les  circuits  élémen- 
taires y',  y'j,  Ya»  •  "î  ^"^  '^  surface  qui  passe  par  le  contour  G, 
Nous  arrivons  donc  ainsi  à  la  proposition  suivante  : 

L*  intégrale 

\ds\ 


/• 


étendue  à  un  circuit  plan  infiniment  petit  quelconque,  doit 
être,  quelle  que  soit  la  position  de  Vêlement  auquel  elle  se 
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rapporte,  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  lorsque 


/'' 


est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

En  nous  appuyant  sur  ce  fait  que  la  fonction  ^  change  de  signe, 
sans  changer  de  valeur,  lorsqu^on  renverse  le  sens  de  l'élément  ds, 
et  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  tout  à  Theure,  nous  dé> 
montrerons  cette  proposition  : 

Par  le  contour  C,  on  fait  passer  une  surface  à  deux  côtés. 
Par  deux  systèmes  de  lignes,  on  découpe  cette  surface  en  élé- 
ments dont  les  contours  forment  des  circuits  infiniment  petits 
Y,  Yi,  Y2  7  •••>  Çtie  Von  suppose  tous  décrits  dans  le  même  sens 
que  le  contour  C.  On  a,  quels  que  soient  le  contour  C  et  rélé- 

ment  ds, 

(C,c?0  =  (ï,^*')-+-(Ti,^*')-+-(ïî,^0-^-... 

Nous  avons  vu  que  l'intégrale 

devait  être  finie  quels  que  soient  Téléraent  ds'  et  le  contour  fini  C 
auquel  elle  se  rapporte.  On  parvient  donc  sans  peine  à  la  propo- 
sition suivante  : 


L'intégrale 


f 


^dsj 


étendue  à  un  contour  fermé,  p^an,  infiniment  petit,  est  un 
infiniment  petit  du  second  ordre,  lorsque 

est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

Les  propositions  précédentes  fournissent  la  forme  générale  de  la 
fonction  ^,  au  moyen  du  théorème  de  M.  J.  Bertrand  (Introduc- 
tion, Chap.  I,  §  3). 

La  fonction  4>  est  une  fonction  de  /•,  cos6,  cos6',  coso), 

4>  =  cp(r,  cos6,  cos6',  cosw). 
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Dès  lors,  les  relations  (3)  et  (4)  du  Chapitre  I  de  Flntroduc- 
tion  permettent  d'écrire 

_       „/  ,      ,     ,  dx    dy    dz    doc'    dy'    dz'\ 

^=^T[x,y,z,x,y,z,^,  rfV  S'  57'  ^'  17)' 

Nous  venons  de  voir  que  Fintëgrale 

/-,  /  II,    dx    dy     dz     dx'    dy'    dz'\ 

T[x,y,z,x,y,z,  ^,  -^ ,  3^,  ^,  -^,  ^^,jds 

devait  être  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  lorsque 

est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre. 
Il  faut  et  il  suffît  pour  cela  que  Ton  ait 

ds  ds  ds 

P,  Q,  R  étant  indépendante  de  -^-  »  -4-9  ~* 
En  s'appuyant  sur  cette  proposition  que 


/■ 


^ds' 
d  oit  être  un  infiniment  petit  du  second  ordre  lorsque 


>' 


est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  on   démontrerait  de 
même  que  l'on  doit  avoir 

^,dx'  dy      _,  dz' 

dx'    dy"    dz' 
F,  Q',  R'  élant  indépendants  de  ^>  -^i  -p--  <I>,  étant  linéaire  el 

h,  dx     dy     dz       ^  •  i*    jt  •         *  i.  \.  dx' 

omogène  en  -^>  -j->  ^>  et  aussi  linéaire  et  homogène  en  -j-r> 

-r7  >  -j-7  1  doit  être  forcément  de  la  forme 
ds     ds 

.      dx  dx'        .      dx  dy'        .      dx  dz' 

*=    '^"  37  37  +  ^"  ^  W  "^ '*"' 7?*  rf? 


(•) 


dy  dx'        ^y  ^y  .K   '^y  «'- 

^"Ts  d?'^^"diW^^"'did? 

,       dz  dx'        .      dz  dy'        .      dz  dz' 

^^"  5F  "57  "^  ^"  57  "57  ^ ^"  S"  37 ' 
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les  neuf  fonctions 

A-ii»    Ail,    A|8, 

Ail,    Ail,    Au, 

Asi,     Aji,    Aj3 

ne  dépendant  que  des  coordonnées  x^y,  z  d'un  point  de  Télé- 
ment  ds  et  des  coordonnées  ^',  ^,  z'  d'un  point  de  l'élément  rf^. 

Le  résultat  exprimé  par  l'égalité  (i)  conduit  sans  peine  à  la  pro- 
position suivante  : 

Considérons  deux  éléments  AB,  A'B'.  Par  le  point  A,  faisons 
passer  trois  axes  rectangulaires  quelconques,  A^,  \y,  Az.  Par  le 
point  A',  faisons  passer  trois  axes,  respectivement  parallèles  aux 
précédents  A'x',  Ay,  A':;'.  Soient  AB,,  AB2,  AB3  les  projections 
de  l'élément  AB  sur  les  axes  A^:,  A^,  Az,  Soient  A'B^,  A'B^, 
A'B,  les  projections  de  l'élément  A'B'  sur  les  trois  axes  A' a;', 
A!y,  Pi!z'.  La  fonction  ^dsds^  relative  au  système  des  deux 
éléments  AB,  A'B'  est  égale  à  la  somme  des  fonctions  0  d'jdfj' 
relatives  aux  divers  systèmes  que  Von  obtient  en  groupant  de 
toutes  les  manières  possibles  un  des  éléments  AB|,  ABj,  ABj 
avec  un  des  éléments  A'B',,  A'B'^,  A'B3. 

Ce  premier  résultat  obtenu,  établissons  deux  lemmes  : 

Lemme  /.  —  Considérons  deux  éléments  AB,  A'B',  dont 
l'un,  AB,  est  situé  suivant  la  droite  AA',  tandis  que  l'autre  lui  est 
normal.  Lorsque  nous  ferons  tourner  ce  système  autour  de  la 
droite  AA',  la  situation  relative  des  deux  éléments  ne  changera 
pas;  il  en  sera  donc  de  même  de  la  fonction  ^.  Donnons  au  sys- 
tème une  rotation  d'une  demi-circonférence.  Le  résultat  obtenu 
sera  le  même  que  si  l'on  avait  conservé  Télément  AB  et  renversé 
le  sens  de  l'élément  A'B'.  Or  une  semblable  opération  doit  chan- 
ger le  signe  de  la  fonction  ^.  Donc  la  fonction  ^  relative  au 
système  de  nos  deux  éléments  ne  change  pas  de  valeur  en  chan- 
geant de  signe,  ce  qui  exige  qu'elle  soit  égale  à  o. 

Lemme  IL  —  Considérons  deux  éléments  AB,  A'B',  tous  deux 
normaux  à  la  droite  AA'  et  normaux  entre  eux.  Nous  avons  pour 
le  système  de  ces  deux  éléments 

2  2  2 
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Conservons  Télément  AB  el  remplaçons  l'élément  A'B'  par  un 
élément  identique,  mais  de  sens  contraire,  A,  B'^.  Nous  aurons 
encore,  pour  le  système  de  ces  deux  éléments, 

0=— >  0  =  -,  a>=— • 

2  '2  2 

Si  nous  observons  que  la  fonction  4>  est,  par  hypothèse,  une 
fonction  uni/orme  des  paramètres 

r,    e,    6',    0), 

nous  voyons  que  Ton  doit  avoir 

*(  A.B,  A'  B')  =  4>  (AB,  a;  b;  ). 

Mais  la  fonction  ^  relative  au  système  de  deux  éléments  change 
de  signe,  sans  changer  de  valeur,  lorsqu'on  renvers  e  le  sens  d'un 
des  deux  éléments.  On  doit  donc  aussi  avoir 

*(AB,  A'B')  =  -  *(  AB,  a;  b;  ). 

Ces  deux  égalités  ne  sont  compatibles  que  s  i  l*on  a 

*(AB,  A'B')  =  o. 

Ainsi  la  fonction  ^  est  égale  à  o  pour  deux  éléments  perpendicu  - 
laires  entre  eux  et  à  la  droite  qui  les  joint. 

On  remarquera  que  la  démonstration  du  premier  lemme  sup- 
pose seulement  que  la  fonction  ^  est  définie  par  la  situation  rela- 
tive des  deux  éléments  AB,  A'B';  tandis  que  la  démonstration  du 
second  lemme  suppose  la  fonction  4>  définie  d^une  manière  uni- 
forme par  la  connaissance  des  paramètres 

r,     0,     0',     0). 

Nous  avons  vu  que  cette  dernière  hypothèse  revenait  à  supposer 
équivalents  le  système  formé  par  l'élément  AB  avec  l'élément  A'  B' 
et  le  système  formé  par  l'élément  AB  avec  l'élément  A'B',,  symé  - 
trique  de  A'B'  par  rapport  au  plan  BAA'. 

Ces  deux  lemmes  démontrés,  considérons  deux  éléments  , 
AB  =  ds,  A'B'=  ds'  (Jg.  26). 

Pour  direction  des  axes  Ax,  A'x'f  prenons  la  direction  AA'. 
Dans  le  demi-plan  BAA',  menons  la  normale  à  la  droite  AA',  et 
prenons-la  pour  direction  des  axes  As,  A' .s'. 


io4 
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Meooos  aoe  oonnale  au  plan  BAA'  du  côté  de  ce  plan  où  se 
trouve  l'élément  A'B'.  Prenons-la  pour  la  direction  des  axes  \y, 

Fîg.  26. 


^ 


*' 


Nous  aurons  évidemment 

AB,  =  dscos^,        A'B',  =  ds  cos6', 
ABj  =  o,  A'B,  =  d!f  sinO'cosE, 

ABa  =  ds  sÎD 0,        A'B',  =  ds  sin 0'  sin e, 

l'angle  e  étant  défini  comme  au  Chapitre  I  de  Tlntroduction. 
D'après  le  premier  lemme,  nous  aurons 

<I»(AB„A'B;)=o, 
4»(AB„A'Bi)  =  o, 
*(AB„A'B;)=o. 

D'après  le  second  lemme,  nous  aurons 

*(ABa,B'B;)=o. 

La  proposition  énoncée  avant  la  démonstration  de  ces  lemmes 
nous  donne  donc 


*(AB,A'B')rf5^*'=     4»(ABi,A;Bi)ABi.A'B; 


ou  bien 


*(AB„A'Bi)AB,.A'Bi 


*(AB,A'B')  =  *(AB,,A'B;)co8ecose'-h*(AB„A'B'3)smesine'cos£. 

La  situation  relative  de  deux  éléments  dirigés  suivant  la  même 
ligne,  comme  les  éléments  AB,,  A'B'^,  dépend  uniquement  de  la 
longueur  de  chacun  de  ces  éléments  et  de  la  distance  AA'.  On 

peut  donc  poser 

*(ABi,A'B;)=F(r). 

La  situation  relative    de  deux  éléments  parallèles,  de  même 
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sens,  et  perpendiculaires  à  la  droite  qui  les  joint,  comme  les  élé- 
ments AB3,  AB3,  dépend  uniquement  de  la  longueur  de  chacun 
de  ces  éléments  et  de  la  distance  AA'.  On  peut  donc  poser 

*(AB„A'Bi)  =  ^(r). 
On  a  ainsi 

^{dSfds')  =  F(r)cos6  cos6'-h^(r)  sinO  sinô'cose. 

Mais  on  a  également  [Introduction,  Chap.  I,  égalité  (8)], 

sinO  sinô'  ces  s  =  ces  tu  —  cos6  cosB'. 

Si  donc  on  pose 

/(r)  =  F(r)-^(r), 

on  aura 

(2)  *  =/(r)cos6  cosO'-H^(r)cos(ii. 

Dès  lors,  on  voit  que  les  hypothèses  faites  au  Chapitre  précé- 
dent conduisent  à  Feipression  suivante  pour  la  force  électromo- 
trice élémentaire  d'induction 

edsds'dt  =  8  [j'[/(r)cos0cos6'-l-  ^(r)  costo]  dsds'^y 

expression  qui  ne  dépend  plus  que  des  deux  fonctions  inconnues 
J{r)  et  g{r)  de  la  distance  r. 
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CHAPITRE  m. 

LOI  ÉLÉMENTAIRE  DE  L'INDUCTION  (suite).  —  DÉTERMINATION 

DES  FONCTIONS /(r)  ET  g{r). 


La  quantité  ^  est  déterminée  [Chap.  Il,  égalité  (2)]  par  l'éga- 
lité 

4>  =/(r)  cosO  cos6'-+-  ^(r)  coso). 

11  s'agit  maintenant  de  déterminer  la  forme  des  deux  fonctions 
/{r)elg(r). 

Pour  cela,  considérons  un  circuit  réalisable  quelconque  auquel 
appartient  l'élément  ds'.  Supposons  que  l'élément  ds  et  que  ce 
circuit  demeurent  immobiles,  mais  que  l'intensité  du  courant  qui 
parcourt  ce  circuit  subisse  des  variations  quelconques.  Soit  C  la 
force  électromolrice  d'induction  engendrée  par  ce  circuit  dans 
Télémenl  ds.  Nous  aurons 

C  dt  =  ds  I  [f(r)  cos6  cos6'-i-^(r)cosw]  oJ'c^', 

l'intégrale  s'étendant  au  circuit  considéré. 

3J'  est  une  fonction  uniforme  des  coordonnées  de  l'élément  ds'. 
Nous  pouvons  supposer  qu'on  ait  défini  une  quantité  H(:r,y,  s) 
qui  soit  dans  tout  l'espace  fonction  continue  et  uniforme  de  x, 
y,  z  et  qui  soit  égale  à  o  aux.  deux  extrémités  du  conducteur, 
si  celui-ci  est  ouvert.  Nous  pourrons  ensuite,  désignant  par  e  une 
constante  infiniment  petite,  prendre 

•^'î  y 9  ^'  étant  les  coordonnées  d'un  point  ds'. 

On  a  [Introduction,  Chap.  I,  égalités  (3)  et  (4)]i  en  désignant 
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par  x^  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  de  l'élément  ds^ 
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COSCi) 


dx  dx'        dy  dy'       dz  dz' 
~~  ds   ds'        ds   ds'       ds  ds' 


CCS  6  = 
cos6  = 


X  -^  X  dx 

r       ds 

x' —  X  dx 


y' — y  dy       z'  —  z  dz 
r       ds  r      ds 

y — y  ^y   ^' — ^  dz' 


r 


ds' 


ds' 


ds' 


Ces  égalités  nous  permettent  d'écrire 


dx^ 
ds 

(x'  —  x){y'—y)  dy' 


ds' 


'^^    ^  r*  ds'  \ 


-f-6 


dy 
ds 


dsjvi(,x-,y,z') 


(•) 


/W -. ^ 

dv' 


^^dsfE(.;y,.-)\ 


/(/•) 


(^z--z){y-y)dy 

r*  ds 


ds'. 


Supposons  que  le  circuit  demeure  immobile,  mais  que  l'élé- 
ment ds  s'éloigne,  au  delà  de  toute  limite,  dans  une  direction  ar- 
bitraire et  avec  une  orientation  arbitraire.  La  quantité  r  croîtra 
au  delà  de  toute  limite;  les  quantités 


X  — X 

y-y 

r 

Z  —  z 

y 
r 

7 

r 

dx 

dy 

dz 

ds' 

ds' 

ds 

tendront  vers  des  limites  assujetties  seulement  aux  relations 

(^7-(^)'-(-^)"- 

\ds  I        \ds  I        \ds  I 
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Or,  dans  ces  conditions,  la  force  électromotrice  d'induction  défi- 
nie par  les  égalités  précédentes  doit  évidemment  tendre  vers  o.  Il 
en  résulte  évidemment  que  les  trois  intégrales  qui  figurent  en 

coefficients  de  —fàs^  d  ^^'^  IT^^  doivent,  dans  ces  conditions, 
tendre  vers  o. 

Cela  devra  avoir  lieu,  en  particulier,  si  le  circuit  considéré  est 
fermé.  Nous  arrivons  donc  à  la  proposition  suivante  : 

L'intégrale 


j^,..y..,\\f,r,^^^ 


-y)dy 

ds' 


^J^'^f  r«  ds'\       ' 

étendue  à  un  circuit  fermé  quelconque,  tend  vers  o  lorsque  l'élé- 
ment ds  s'éloigne,  au  delà  de  toute  limite,  dans  une  direction 
quelconque. 

Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 
Lorsque  l'élément  ds  s'éloigne,  au  delà  de  toute  limite,  dans 
une  direction  quelconque,  la  quantité 

doit  avoir  pour  limite  la  différentielle  totale  d'une  fonction  finie, 
continue  et  uniforme  de  ^,  J^',  z'. 
Cette  quantité  est  de  la  forme 

kdx'-hBdy-hCdz', 
On  doit  donc  avoir 

,.     /  ^A       dB\ 
Écrivons  cette  dernière  égalité.  Elle  nous  donne,  toute  réduc- 
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lion  faite, 

Cela  doit  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la  direction  dans  laquelle  Télé- 
ment  ds  s^est  éloigné  au  delà  de  toute  limite. 
Si  nous  supposons 

-.    a/ — X  ,.     y'— y  ,.    z'—z 

lim =0,  Um— ^  =0,  lim =1, 


nous  trouverons 


lim[^(r)]r  =  «  =0. 


Si  nous  supposons 

lim =  I,  lim  ^- ^  =  o,         lim 


y — X  ,.      y' — y  ..     z' — z 


r 
nous  trouvons 


=  0, 


lim[/(r)]r=«  =  o. 


Ainsi,   les  deux  fonctions  /(r)  et  g{r)  doivent  tendre  vers  o 
lorsque  r  croit  au  delà  de  toute  limite. 

Si  l'élément  ds  fait  partie  du  circuit  ^,  la  quantité  C  dt^  donnée 
par  Tégalité  (i),  devra  être  de  l'ordre  zds]  sinon,  un  courant  im- 
mobile dont  Tintensité  varie  produirait  en  lui-même  des  courants 
d'induction  infinis.  Or,  dans  ces  conditions,  lorsque  l'élément  ds 
devient  infiniment  voisin  de  l'élément  ds^  on  a 

limr  =  o, 

,.     dx'  dx  ,.     dy'  dy  ,.     dz'  dz 

lim    rr        =-7-'  "™  ^"         =    j' ^  "m  3-7        =  -r  ' 

ds  ds  ds  ds  ds  ds 

..     x' — X       dx  ,.      y' — y        dy  ..     z' — z        dz 

lim =  -,-  j  lim ^  =  -7-  >  lim =  -y-  • 

r  ds  r  ds  r  ds 

dx 
Supposons,  par  exemple,  ^  =  i,  et  nous  verrons  sans  peine 

que  la  condition  précédente  exige  que  Ton  ait 

lim{r[/(r)-^^(r)]j,.o  =  A, 

A  étant  une  quantité  finie  qui  peut  être  o. 

Si  l'élément  ds  est  parallèle  à  un  élément  d^  du  circuit  s'  el 
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infiniment  voisin  de  cet  élément,  la  quantité  Cdt^  donnée  par 
l'égalité  (i),  devra  encore  être  de  Tordre  de  £^5;  sinon,  un  cou- 
rant dont  Pintensité  varie  produirait  dans  un  circuit  inOnimenl 
voisin  et  parallèle  une  induction  infinie. 

Or,  si  l'élément  ds^  tend  vers  l'élément  rfo',  on  a 

limr  =  o, 

..     dx'  _  dx  y     dy  __  dy  .     dz!  _  dz 

ds'  "  ds  ds'        ds  ds'  ~  ds 

Quant  aux  quantités  lim 1  lim ^  ,  lim >  elles  sont 

simplement  assujetties  à  ces  conditions 

dx  ..    X — X       dy  ..      y' — y       dz  ,.     z' — z 

-7-  lim h  -T-  "tn ^  -h  -r-  lim =  o, 

ds  r  ds  r  ds  r 

Supposons 

dx  _  dy  _  ^^  _ 

ds  ~^   ^         ds  ~~    '         ds  ^    ' 

X  — ^  f 

La  quantité  lim — ^  pourra  avoir  une  valeur  quelconque  com- 
prise entre  —  i  et  4-  i.  Supposons  cette  quantité  égale  à  o;  il  sera 
aisé  de  voir  que  la  condition  précédemment  indiquée  exige  que 

l'on  ait 

lim[r^(r)],.=o=  B, 

B  étant  une  quantité  finie,  qui  peut  être  o. 

Ainsi,  les  deux  quantités  r/{r)  et  r g{r)  ne  croissent  pas 
au  delà  de  toute  limite  lorsque  r  tend  vers  o. 

Enfin,  les  deux  fonctions  f{r)  et  g  {r)  sont  finies,  continues 
et  uniformes  pour  toute  valeur  de  r  qui  n'est  pas  infiniment 
petite,  . 

Ayant  acquis  ces  renseignements  sur  les  deux  fonctions /(r)  et 
g{r)^  nous  admettrons,  et  ce  sont  les  deux  seules  hypothèses  que 
nous  ferons  au  cours  du  présent  Chapitre,  que  ces  deux  fonc- 
tions sont  de  la  forme 


/vr)  =  AoH-Air-+-A,r»-H...-+-  K,nr^ -r-  -1  -4- ?|  -h . . . -h  l!!^ 


h  -;  -h...H-  -i 

P'  _  P«    .  .    P> 


^(r)  =  B,-hB,r-hB,rî+...-^.  B„ /•«  h- ili  +  iL«  ^. . .+  Pv, 
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/n,  n,  [X,  V  étant  quatre  nombres  entiers,  positifs,  limités,   mais 
quelconques. 

Ces  hypothèses  sont  plus  générales  que  celles  qu'il  est  d'usage 
de  faire  dans  les  recherches  de  ce  genre;  Ampère,  dans  la  déter- 
mination des  deux,  fonctions  de  la  distance  qui  figurent  en  sa  loi 
des  actions  électrodjnamiques  ;  Gauss,  dans  la  détermination  de 
la  fonction  de  la  distance  qui  figure  dans  la  loi  des  actions  magné- 
tiques ;  M.  Felici,  dans  la  détermination  des  deux  fonctions  de  la 
distance  que  renferme  la  loi  de  Tinduction  entre  courants  uni- 
formes, ont  tous  supposé  que  les  fonctions  à  déterminer  étaient 

de  la  forme 

A 

et,  quand  deux  fonctions  à  déterminer  figuraient  ensemble  dans 
la  formule,  ils  supposaient  l'exposant  n  identique  pour  toutes 
deux. 

Il  résulte  de  ces  hypothèses  et  des  renseignements  obtenus  sur 
y  (r)  et  ^(r)  que  l'on  a 

Posons 

p,H-a,  =:B, 

B  et  X  étant  deux  nouvelles  constantes,  et  nous  aurons 

en  sorte  que  la  fonction  $  deviendra 

(a)  q>  =  —  ( cos6co$6  H cosa>|, 

.  r  \    'ir  nr  j 

les  deux  quantités  B  et  X  étant  deux  constantes  qui  nous  sont  jus- 
qu'ici inconnues. 

L'expression  de  la  force  électromotrice  élémentaire  d'induction 
est  alors  donnée  par  l'égalité  suivante 

(3  )      edsds'  dt  =  B8    -  l cgsOcosO'h cosw  j  dsds'    , 
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La  constante  A  joue,  dans  les  théories  actuelles  de  l'Éleclrody- 
namique,  un  rôle  considérable  qui  a  été  mis  en  évidence  par  iVI.  H. 
von  Helmholtz.  Nous  lui  donnerons  le  nom  de  constante  (THelm- 
holtz. 

Quant  à  la  constante  B,  nous  la  nommerons  la  constante  fon- 
damentale de  rÉieclrodynamique. 

Des  résultats  auxquels  nous  a  conduit  la  détermination  Ag  /"{r) 
et  de  g{i')'i  nous  pouvons  déduire  maintenant  la  conséquence  sui- 
vante : 

Si  Télément  ds  tend  à  se  placer  suivant  l'élément  d^r  du  cir- 
cuit 5',  l'intégrale 

'  y^ds' 


f' 


tend  vers  une  limite  qui  est  égale  à  la  valeur  que  prend  celte  inté- 
grale lorsque  l'élément  ds  coïncide  avec  l'élément  rfo*. 

Cette  proposition  n'est  pas  évidente  d'elle-même  ;  car,  lorsque 
l'élément  ds  coïncide  avec  l'élément  dv,  cos8,  cos9' sont  infini- 
ment voisins  de  o  pour  tous  les  éléments  ds'  voisins  de  l'élément 
ds;  il  n'en  est  plus  de  même  si  l'élément  ds  est  infiniment  voisin 
d'un  élément  rfo-  du  circuit  5',  sans  faire  partie  de  ce  circuit. 

En  vertu  de  l'égalité  (2),  nous  pouvons  écrire 

/  J'4>  ds'=  B  /  —  ( cosOcosO'h costo)  ds. 

L'égalité 

cos  6  cos  0'  =  cos  (0  -h  r  -,— r  -, 

osas 

remplace  cette  égalité  par 
Mais  on  a 

fy  .^iL  ds'  =  r  j' ^  V  -.  r  ^  ^^'.  ds' 

J      dsds'  {.     ^^  JQ     J   ^s  ds' 


et 


m:- 
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que  le  courant  soit  ouvert  ou  fermé.  On  a  donc 

fi'*  ds'=  Bfy  £^  ds'  -H  ^il^JcosH  §  ds- 
et,  sous  cette  forme,  la  proposition  énoncée  devient  évidente. 


*—* 
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CHAPITRE  IV. 


DETERMINATION  DU  SIGNE  DE  LA  CONSTANTE  D'INDUCTION. 


Jusqu'ici  nous  n'avons  pas  déterminé  les  deux  constantes  B  et), 
qui  figurent  dans  nos  formules.  Nous  allons,  dans  le  présent  Cha- 
pitre, nous  occuper  de  la  détermination  de  la  constante  B,  ou,  du 
moins,  de  la  détermination  du  signe  de  cette  constante. 

Suivant  une  notation  que  nous  avons  déjà  employée  plusieurs 
fois,  nous  désignerons  par  le  symbole 

(c,  c'), 
rintégrale  double 

étendue  une  fois  au  contour  c  et  une  autre  fois  au  contour  c'. 

Nous  ferons  remarquer,  en  premier  lieu,  que,  si  les  contours  c 
et  c'  sont  tous  deux  fermés,  on  peut  aussi  bien  écrire 

(c,  c')  =  I  j  (    ,    /  coscuH -^  cosO  cosO'  j  ds  ds  . 

En  effet,  on  a  [Introduction,  Chap.  I,  égalité  (6)], 

cosO  cos  0'  =  COSO)  -+-  r  - — r-,  • 

Osas 

On  a  donc 

/  ri COSO)  H cos6  cosO'  j  ds  ds 

J  J    \   ir  ir  J 
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Mais,  si  les  deux  circuits  c  et  d  sont  fermés,  on  a 


ff 


dsds 


;  ds  ds'  =  o, 


et  la  proposition  énoncée  est  démontrée. 

Considérons  un  système  de  n  circuits  i,  2,  . . .,  /i,  fermés  et 
traversés,  dans  le  sens  positif,  par  des  courants  d'intensité  J|, 
J2,  •  •  • ,  J/i,  et  envisageons  la  somme 

'^  n=    (i,  i)Jî    -+-(i,2)JiJî-}-(i,3)JiJ3 -+-... -h (1,  /i)J,J« 

-+-(2,  l)JïJi-f-(2,  2)JÎ       -h(2,  3)J2J3-4-...-h(a,  /l)JîJ« 


(I) 

\  -+-(n,  i)J/,JiH-(fi,  2)JrtJ,  -h(/i,  3)JnJ3-^. .  .-^-  (w,  n)}\, 

dans  laquelle  on  a  évidemment  par  définition 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  que  la  quantité  IL  est  tou- 
jours positive,  à  moins  que  l'on  n'ait 

Jj    =     o,  Jf     =    o,  ....  J;,    =     o. 

On  peut  évidemment  écrire 

(p    g)=.    f     C  l(^    ^^^f^^f^    ^\ds     ds 

^  Jp  Jfj  r\dsp    dsg        dsp    dsq        dsp    dsq  )      ^      ^' 

et  l'on  voit  alors  sans  peine  que 

„         V'  JJ'  / dx  dx'       dy  dy       dz  dz'\    ,    . , 

• 

le  signe  \]  indiquant  une  sommation  qui  s'étend  à  toutes  les  com- 
binaisons distinctes  des  éléments  du  système  deux  à  deux. 

Sur  l'élément  ds^  distribuons  un  fluide  fictif  qui  ait  pour  den- 
sité linéaire 


,  dx 

w  =  J    ,- 

ds 


Nous  aurons 


JJ'  dx  dx' 


^  r    ds   ds  ^    r 
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Le  secoDd  membre  est  le  potentiel  du  fluide  fictif  considéré;  c'est 
une  quantité  essentiellement  positive.  Il  en  est  de  même  des  quan- 
tités 

2JJ'  dy  dy'       ., 

JJ'  dz  dz' 


2JJ    az  dz    .    , , 


et,  par  conséquent,  de  la  quantité  II. 

La  quantité  II  est  une  forme  homogène  et  du  second  degré  des 
variables  J|,  Ja,  . . . ,  J/<.  Le  discriminant  de  cette  forme  est  le  dé- 
terminant suivant  : 


D  = 


(1,0  (1,2)  (1,3)  ...  (i,n) 

(a,  i)  (2,2)  (2,3)  ...  (2,/i) 

«••  •••                  •••  «••  ••• 

(n,i)  (/i,2)  (/i,3)  ...  {n,n) 


Désignons  par 


D(a,  b,  . . .,  A-) 


le  déterminant,  mineur  de  D,  obtenu  en  supprimant  dans  D  les 
{n  —  y)  lignes  autres  que  les  lignes  ûj,  6,  . . .,  A:  et  les  lignes 
(/i  —  y),  colonnes  de  même  rang. 

Puisque  la  forme  II  est  toujours  positive,  toutes  les  quantités 


D(a,  by  ....  k) 
sont  positives. 

Ce  théorème  se  trouve  énoncé,  mais  sans  démonstration  a 
priori,  dans  les  travaux  de  M.  H.  von  Helmholtz  (  *  )  et  de  M.  Bril- 
louin  (*). 

C  e  théorème  va  nous  servir  à  déterminer  le  signe  de  la  con 
stante  B. 

Imaginons  n  circuits  i,  2,  . . .,  /i,  invariables  de  forme  et  de 
position,  traversés  par  des  courants  uniformes  dont  les  intensités 


(*)  Helmholtz,  Ueber  die  Dauer  und  den  Verlauf  der  durch  Stromsschwan- 
kungen  inducirten  elektrischen  Strôme  {Pogg,  Ann.,  Bd.  LXXXIII,  p.  5o5; 
i85i.  —  Helmholtz,  Wissenschaftliche  Abhandlungerif  t.  I,  p.  439). 

(»)  Brillouin,  Intégration  des  équations  différentielles  auxquelles  conduit 
l'étude  des  phénomènes  d'induction  dans  les  circuits  dérivés  {Annales  de 
V École  Normale  supérieure,  a»  série,  t.  X,  p.  9;  1881). 
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Ji,  Ja,  • . .,  J/i  varient  avec  le  temps.  Posons. 


Il 


Pij=B  f  f^^dsidsJ=^B{i,J 


)' 


Supposons  que  /i|,  ^2,  ••.,  fin  soient  les  forces  électro motrices 
étrangères  à  Tinduction  que  renferment  les  circuits  i,  12,  . . .,  /i.  Il 
est  facile  de  voir  que  J19  J29  •  •  • }  J/i  sont  liés  par  les  équations 

^1   .  n     dJf 


P'Ht'^^'^'di  ^'-'^^"'lû  -ï^i''i  +  ')i  =  «» 


dt 


m 


(Un 
dt 

dK 
dt 


Rj  Ji  -»-  T),  =  o, 


P/»l  ->T  "+"^«1 


^ 
C/^ 


Ri,  R3,  . .  •,  R/1  étant  les  résistances  des  circuits  i,  2,  •  •  •,  /i. 
Les  intégrales  générales  de  ces  équations  sont  de  la  forme 


1=1 


(a) 


i,=g^2«'«-'' 


i=i 


i  =  n 


les  n^  quantités 


i=l 
Al,     Aj,      •  •  •  »     A|i, 

Bl,  Bj,  ...,  B;,, 

•  •■  •••  ••■  «•• 

étant  déterminées  par  les  conditions  initiales,  et  les  n  quantités  a/ 
étant  les  n  racines  de  Téquation  algébrique 


(3) 


pia      R, 

Plt« 

•  •  • 

Pi«a 

Pii« 

jo,a  — R, 

•   ■   • 

Pî«a 

PnxCL 

P/i.a 

•   •  • 

/>i 

»a  —  Rrt 

=  o. 


n 
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Cette  équation  a  toujours  toutes  ses  racines  réelles.  Prenons,  en 
eflel,  la  transformée  en  x  =  -  : 


jOf— R|J7  Pif  ••• 

Pji         pi  —  RiX    ... 


Pin 


Al 


Al 


•  ••     pn — R/»a: 


=  o, 


qui  peut  s'écrire,  en  posant 


/rtr; 


]  R] . . .  R/ 


an  — a?        a,i 


««1 


«/Il 


«in 

•    •    • 


=  O. 


Nous  trouvons  une  équation  de  type  bien  connu  qui  a,  comnie 
l'a  montré  Cauchy,  toutes  ses  racines  réelles. 

L'équation  (3),  ordonnée  par  rapport  à  a,  peut  s'écrire 


i=/i 


B« 


a» 5 B«-«  a»-<  V  R/ - 

D(i,  2, . .., /i)  ^d       D(i,  2, ...,  t  —  I,  i -hi, ..., '*) 

-h 

±BaLt>(ORîRs- •R/»^-D(2)RiR3...R»H-...-+-D(/i)RiR,...R«-iJqpRiR,...Rfl= 
Si  Ton  observe  que  toutes  les  quantités 


D(a,  6, . ..,  À-} 

sont  positives,  on  arrive  à  la  proposition  suivante  : 

Les  n  quantités  a,,  a2,  . . . ,  a^  o/i/  fe  signe  de  B. 

Supposons  que  B  soit  positif  et  revenons  aux  égalités  (2);  on 
voit  que,  si  l'état  stationnaire  donné  par  les  égalités 


1  --  ^« 


I  _  ^» 
-''*"  r; 


était  dérangé,  même  inOniment  peu,  on  obtiendrait,  par  suite  de 
l'induction,  des  courants  dont  les  intensités,  prises  en  valeur  ab- 
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solue,    croîtraient,   en  général,  au  delà  de  toute  limite  avec  le 
temps.  Ce  résultat  est  évidemment  inadmissible. 

Au  contraire,  si  la  constante  B  est  négative,  l'état  stationnaire, 
uDe  fois  troublé,  tendra  à  se  rétablir;  il  sera  stable. 

La  constante  B  est  donc  négative. 

La  constante  B  étant  forcément  négative,  nous  poserons  doré- 
navant 

2 

La  quantitité  /9l^  ainsi  introduite  est  ce  que  nous  nommerons  la 

0 

constante  fondamentale  de  VElectrodynamique. 
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CHAPITRE  V. 


INDUCTION  DANS  LES  CIRCUITS  FERMES  PARCOURUS 
PAR  DES  COURANTS  UNIFORMES. 


§  1.  —  Énoncé  de  la  loi  de  Findaction  pour  les  courants  fermés 

et  uniformes. 

D'après  l'égalité  (3)  du  Chapitre  II,  la  force  électromotrice 
élémentaire  d'induction  que  l'élément  ds'  engendre  dans  l'élé- 
ment ds  est  donnée  par  l'égalité 

(i)  edsds' dt  =  8J  J'[/(r)cose  cosô'-h^(r)cosa>]  ck^'j. 

Si  l'on  admet  les  hypothèses  faites  au  Chapitre  III,  elle  prend 
la  forme 

(2)  edsds'  dt  ^ S  1  J'  ( cos6cos6'h cosisi\dsds'   . 

^  a      L     \   2r  2i''  /  J 

La  quantité  définie  par  l'égalité 

(3)  mds ds'=  JJ'[/(r)co5Ô  cosO'-»-^(r)  cosii}]dsds\ 
ou  bien  par  l'égalité 


(4) 


ro  ds  ds'  = JJ'( cosOcosÔ'h cosu)) ds  ds\ 

1         \  2r  ir  I 


est  ce  que  nous  nommerons,  pour  une  raison  qui  sera  indiquée 
ultérieurement,  le  potentiel  électrodynamique  de  Véléme  nt  rf/ 
traversé  par  un  courant  d^ intensité  J^  sur  l'élément  ds  traversé 
par  un  courant  dHntensité  J. 

Moyennant  cette  dénomination,  le  résultat  exprimé  par  les  éga- 
lités (1)  ou  (2)  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

La  force  électromotrice  d'induction  e  ds  ds'  engendrée  par 
Vêlement  dsf  dans  Vilement  ds  est  égale  à  la  déris^ée  par  rap- 
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pori  au  temps  du  potentiel  électrodynamique  de  Vêlement  ds' 
traversé  par  le  courant  qui  le  traverse  réellement  sur  Vêle- 
ment ds  traversé  par  un  courant  égal  à  V  unité. 

La  force  électromolrice  totale  d'induction  qui  agit  dans  l'élé- 
ment ds  est  la  somme  des  forces  électromotrices  élémentaires  en- 
gendrées par  les  divers  éléments  ds!  qui  composent  le  système.  Si 
l'on  désigne  cette  force  par  C  ds^  on  aura 

(5)  Cdsdt  =  ù\  dsSy[f{r)  cosO  cosO'-f-  g{r)  cosw]  ds'  |, 

ou  bien 


(6) 


Cdsdt  = 8    ds^^i' l cosôcos6'+  • coso) jrf*' 


La  quantité 

J  ds^y[J{r)  cos6  cos6'-i-  g{r)  cosw]  ds', 

ou  bien 

J  dsy  J'i cosÔcosO'h COSO)  jû?*', 

2  ^d     \  ir  2r  / 

est  ce  que  nous  nommerons  le  potentiel  électrodynamique  du 
système  sur  l'élément  ds  traversé  par  un  courant  d^ intensité  3 . 
Moyennant  cette  définition,  le  résultat  contenu  dans  les  éga- 
lités (5)  ou  (6)  peut  s'énoncer  ainsi  : 

La  force  électromotrice  d^  induction  qui  agit  dans  Vêlement 
ds  est  égale  à  la  dérivée  par  rapport  au  temps  du  potentiel 
électrodynamique  de  tout  le  système  traversé  par  les  courants 
qui  le  traversent  en  réalité  sur  Vêlement  ds  traversé  par  un 
courant  égala  V unité. 

Supposons  que  le  conducteur  induit  que  nous  éludions  soit  un 
conducteur  fermé,  formé  par  des  éléments  ds^^  ds2^  ...,  dsn* 
Supposons  aussi  que  nous  soyons  assurés,  par  un  moyen  quel- 
conque, de  V exactitude  de  la  proposition  suivante  :  Le  courant 
qui  traverse  le  conducteur  en  question  (courant  dà  en  partie 
à  V induction,  en  partie  aux  forces  électromotrices  étrangères 
à  V induction),  est  un  courant  uniforme. 
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Soit  J  FiDlensîté  de  ce  courant. 

Soient  R|  ds^ ,  R2^52)  ...  les  résistances  des  éléments  dsi ,  ds^^  — 
Soient  Tji  ds^^  7.3  ds^^^  ...  les  forces  électromotrices  étrangères  à 
rinduction  qu^ils  renferment. 
Nous  aurons 

_  {r^i  dsi-\-r^^dst-^...-\-T^n  dv„)-h  (Cidsi-h  Cfdfi-^..,-h  C„  dsn) 
La  quantité 

R  =  Ri  rf^i  -H  Ri  </5i  -4- .  .  .  +  Rn  dSn 

est  la  résistance  totale  du  circuit  considéré. 
La  quantité 

est  la  force  électromotrice  totale  étrangère  à  Tinduction  qui  agit 
dans  le  circuit  considéré. 

Nous  donnerons  à  la  quantité 

(8)  C  =  Cl  rf*i -4- Cl  û^5i -h .  . . -H  C»  û?*rt 

le  nom  de  force  électromotrite  intégrale  d'induction  qui  agit 
dans  le  circuit  considéré. 

L'égalité  (7)  pourra  s'écrire  alors 

-      H-f-C 

forme  sous  laquelle  elle  nous  apprend  que,  dans  le  cas  où  nous 
nous  sommes  placés,  il  ne  nous  est  pas  nécessaire  de  connaître  la 
force  électromotrice  d'induction  qui  agit  dans  chaque  élément  de 
l'induit,  mais  seulement  la  force  électromotrice  intégrale  d'induc- 
tion. 

Soient  U^ds^^  U2ds2,  ...,  Wndsn  les  potentiels  électrodpa- 
miques  de  tout  le  système,  y  compris  le  courant  considéré,  sur 
les  éléments  t/5«,  dsit  •••?  ^^n  traversés  respectivement  par  des 
courants  égaux  à  l'unité.  La  quantité 

(9)  n  =  l!LxdSi-{-\itdsi-^.,,-\-VLdSn 

sera,  par  définition,  le  potentiel  électrodynamique  de  tout  le 
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système  (^  compris  le  conducteur  induit)  parcouru  par  les 
courants  qui  y  existent  en  réalité,  sur  le  conducteur  induit 
traversé  par  un  courant  égal  à  V unité. 
Or  on  a 

^t  dSi  =  ^  (Ui  dsi  ),     Cj  dsi  =  ^-  ( Dj  6?5t),      . . . ,     Cn  ds„  =  5^  (H/i  ds„). 

On  a  donc,  d'après  les  égalités  (8)  et  (9), 
(10)  C=^. 

La  force  électromotrice  intégrale  d'induction  engendrée 
dans  un  circuit  fermé  quelconque  qui  fait  partie  d^un  système 
électrodynamique  quelconque  est  égale  à  la  dérivée  par  rap- 
port au  temps  du  potentiel  électrodynamique  de  tout  le  sys- 
tème {y  compris  le  conducteur  induit)  parcouru  par  les  cou- 
rants qui  le  traversent  en  réalité  sur  le  conducteur  induit 
traversé  par  un  courant  égal  à  V unité. 

Cet  énoncé  a  été  obtenu  dès  1847  P^^  F.~E.  Neumann  (')  pour 
le  cas  où  les  courants  qui  forment  le  sj^stème  sont  tous  fermés  et 
uniformes. 

C'est  maintenant  à  ce  cas  que  nous  allons  nous  limiter.  Nous 
supposerons  le  système  étudié  formé  par  n  conducteurs  fermés, 
sans  dérivation,  mobiles  ou  immobiles,  que  nous  désignerons  par 
les  indices  i,  2,  ...,  n.  Nous  les  supposerons  traversés  par  des 
courants  uniformes,  constants  ou  variables,  d'intensité  J|,  Js?  ••  m 
ifi'  Nous  y  admettrons  des  forces  éleclromotrices  totales,  étran- 
gères à  l'induction,  H|,  H2,  ...,  H^.  R,,  R2,  ...,  R,i  seront  les 
résistances  de  ces  conducteurs. 

Nous  poserons 


(II) 


jD/  =  /    /  [/(r)co56/cos6/-+-^(r)cosa)]c?.î/û?j/, 
I  P/y=  /    /  [/(r)cos6/cos6y-h^(r)cosa>]  6?*/ Jjy. 


(')  F.-E.  Nbdmann,  Veher  ein  allgemeines  Princip  der  mathematischen 
Théorie  inducirter  elektrischer  Strome.  Lu  à  rAcadémie  des  Sciences  de  Berlin 
le  9  août  1847. 
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Le  potenliel  éleclrodjnaniique  du  système  tout  entier  sur  le 
circuit  I  traversé  par  un  courant  égal  à  Tunité  sera 

dont  la  dérivée  par  rapport  au  temps  sera 


^J,  +  ^'J,+         +^-1}.+         -K^^J 


On  devra  donc,    d'après  la  loi   de  Neumann  énoncée  tout  à 
rheure,  avoir  dans  nos  difTérents  circuits  les  égalités  suivantes  : 


(î^  -  ■>.) 


dix       _     flfJj  -.      d}^       ., 


^l«,.^/t^_R.V.-..-^?-J 


A 


+  ''"  rfi- ^-P' rfi  ^ •••+''"  5r -^  "*= *»' 


^.-%^«--(îf-««)^'. 


Si  les  conducteurs  considérés  sont  animés  de  mouvements 
connus,  les  quantités  /?  et  P  seront  des  fonctions  déterminées 
de  /;  si,  en  outre,  les  résistances  et  les  forces  électromotrices 
étrangères  à  l'induction  sont  des  fonctions  déterminées  de  /,  le 
système  (12)  représentera  un  système  de  n  équations  différentielles 
linéaires  qui  déterminera,  en  fonction  de  f,  les  n  intensités  J|, 

Les  quantités/?/  et  P/y  portent  le  nom  de  coefficients  d^ induc- 
tion. 

La  quantité  P/y,  évidemment  égale  à  Py,-,  porte  le  nom  de  coej- 
jicient  d*  induction  mutuelle  des  deux  circuits  i  et  y. 
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La  quantité/?!  porte  le  nom  de  coefficient  d^  induction  propre  (*) 
du  circuit  i. 

Si  l'on  fait  sur  les  quantités  f{r)  et  g{r)  les  hypothèses  faites 
au  Chapitre  III,  on  pourra,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  Chapitre  IV, 
écrire  indifféremment 


(i3) 


ou  bien 


<i4) 


§  1.    -  Induction  par  variation  d'intensité  dans  les  circuits 

pourvus  de  dérivation. 

Supposons,  en  particulier,  que  nos  n  circuits  soient  immobiles, 
indéformables  et  traversés  par  des  courants  variables.  Les  équa- 
tions (12)  se  réduisent  à 

• I 

n      dit  n       dJ%  d^n  _     .  „ 

Si  les  résistances  R«,  R^,  ...,  R/i,  ainsi  que  les  forces  électro- 
motrices H|,  H2,  .. .,  H;,^  sont  constantes,  on  a  affaire  à  un  sys- 
tème de  n  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  con- 
stants, à  seconds  membres  constants,  dont  nous  avons  déjà  étudié, 
au  Chapitre  précédent,  les  principales  propriétés. 


(*)  On  emploie,  eo  général,  aujourd'hui,  le  nom  de  coefficient  de  self-induc- 
tion pour  désigner  la  quanlité  p^.  Pourquoi  ce  nom  anglais,  puisque  Tinvention 
des  formules  (la)  a  été  faite  presque  simultanément  par  deux  Allemands,  M.  F.-Ë. 
Neamann  et  W.  Weber? 
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Nous  avons,  dans  cette  élude,  supposé  que  les  divers  cîrcalls 
étaient  des  circuits  fermés  ne  présentant  aucune  dérivation;  mais 
on  peut  entreprendre  une  étude  analog^ue  pour  les  circuits  fermés 
présentant  un  nombre  quelconque  de  dérivations;  ce  cas  a  été 
étudié  d'une  manière  très  complète  par  M.  H.  von  Helmhollz(*) 
et,  plus  récemment,  par  M.  Marcel  Brillouin  (2). 

Considérons  un  circuit  inducteur  formé  de  fils  en  nombre  quel- 
conque, reliés  entre  eux  d'une  manière  quelconque,  et  dont 
chacun  est  parcouru  par  un  courant  uniforme.  Soit  Â'B'  un  de 
ces  fils  et  soit  J' le  courant  qui  le  parcourt  de  A'  en  B'.  Ce  sys- 
tème se  déplace  et  se  déforme  d'une  manière  quelconque  en  pré- 
sence d'un  élément  ds.  Si  d^  représente  un  élément  de  A'B',  cet 
élément  engendre  dans  l'élément  ds  une  force  électromotrice 
e  ds  ds' ,  et  l'on  a 

e  ds  ds  = — ,-    ( cos6cos0'-i-       — cosa)) }'  ds  ds'  1. 

%    at\\  ir  ir  J  J 

Le  fil  A'B'  engendre  dans  l'élément  ds  une  force  électromotrice 
d'induction  égale  à 

Cas  = r  \^  as  I      { cosOcosô  H coscu  ids  \. 

i    dt  L        Jj^.    \  '^r  ir  I      J 

L'égalité  connue  [Introduction,  Chap.  I,  égalité  (6)] 


cosO  cos6'=  coso) 


ds  ds 


permet  de  transformer  l'expression  de  C  ds. 

Soient  a,  |î  les  angles  de  la  direction  ds  avec  les  droites  qui 
vont  de  l'élément  ds  aux  points  A,  B.  Nous  aurons 

Cas  = ^7  (    /      "*"  ^^^"  ~~  ^^^r  )  I • 

La  force  électromotrice  engendrée  en  un  point  de  l'élément  ds 


(«)  H.  VON  Helmholtz,  Ueber  die Dauer  und  den  Verlauf  der  durch  Stroms- 
schwankungen  inducirten  elektrischen  Strôme  {Pogg,  Ann.,  Bd.  LXXXIII, 
p.  5o5;  i85i.  — 'IIelmiioltz,  Wissenschaftliche  Abhandlungen,  t.  I,  p.  /|29). 

(»)  M.  Brillouin,  Intégration  des  équations  différentielles  auxquelles  con- 
duit l'étude  des  phénomènes  d'induction  dans  les  circuits  dérivés  {Annales 
de  l'École  Normale  supérieure,  t.  X,  p.  9;  1881). 
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par  lout  le  circuit  inducteur  aura  pour  valeur,  comme  on  le  voit 
aisément, 

Dans  cette  formule,  le  signe  ^>  qui  figure  dans 

représente  une  sommation  qui  s'étend  à  tous  les  segments  de  fils 
tels  que  A'B'  qui  composent  l'inducteur. 
Dans 

cosa^J', 

la  quantité  ^J'  est  la   somme  des   intensités  des  courants  qui 

passent  au  sommet  A',  ces  intensités  étant  prises  avec  le  signe  4- 
lorsqu'elles  correspondent  à  une  dérivation  issue  du  point  A',  et 
avec  le  signe  —  lorsqu'elles  correspondent  à  une  dérivation  abou- 
tissant au  point  A'. 
Dans 


cos 


la  quantité  \]J'  a  une  signification  analogue,  etc. 

Mais,  d'après  le  lemme  bien  connu  de  G.  Rirchhoff,  toutes  ces 
quantités^!'  sont  égales  à  o.  La  force  électromotrice  précédente 
se  réduit  donc  à 

Soit  1  un  segment  de  fil;  posons 

Soit  2  un  autre  segment  de  fil;  posons 

Pis  = /    /  dst  dso. 

2  ^1  J,      r 


llS  LIVftS  XIII.  —   l'induction  ELECTftODTNAXIQirE. 

Supposons  que  ces  deux  segments  fassent  partie  d*un  système 
formé  d*uD  nombre  quelconque  n  de  fils  reliés  d*une  manière  quel- 
conque et  traversés  par  des  courants  uniformes  d^intensîtés  J|« 
J2,  .•.,!/}.  La  force  électromotrice  d'Induction  agissant  dans  le 
fil  1  sera 


dpi       ,  ^,,  .   ,    ^1 


-hJi=P  -hJ2=^  -h...-hJ 


« 


dt  ^    dt  dt 

Si  V|  est  la  valeur  de  la  fonction  potentielle  à  rorigine  de  ce 
segment  et  \\  sa  valeur  à  l'extrémité;  si  H|  est  la  force  électromo- 
Irice  thermo-électrique  ou  hydro-électrique  que  renferme  le  seg- 
ment, la  force  électromotrice  totale  qui  agit  dans  le  segment  1 
s'obtiendra  en  ajoutant  à  la  quantité  précédente  la  quantité 

«(Vi-v;)-i-Hi. 

Désignons  par  R|,  R2,  •..,  R/i  les  résistances  des  n  fils  qui 
forment  le  système  et  nous  trouverons  les  équations  suivantes, 
pour  déterminer  les  variations  des  courants  uniformes  dans  ce  sys- 
tème 

d},  dh  ^  p      dln 

) 

^»'  ~dt    ^  ^"^  "dt    '^•■•^P'-dt 

Ces  équations  sont  au  nombre  de  n;  or,  si  k  est  le  nombre  des 
sommets,  les  fonctions  inconnues  sont  les  n  fonctions  J«,  J21  •  •  •} 
J«  et  les  k  valeurs  de  V  aux  sommets.  Pour  les  déterminer  il  fau- 
dra joindre  aux  équations  précédentes  k  équations  de  la  forme 


(16) 


07)  ^y=o, 


obtenues  en  appliquant  le  lemme  de  G.  KirchhoQ  à  chacun  des 
sommets. 
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Supposons  en  parlicuHer  le  système  immobile  ;  les  équations  (  1 6) 
deviendront 


P    ^^^ 

(18)  \     '*  dï 


P»  ^*  +. . .+  Pin  ~  -  R,  Ji  =  e(v;  -  vo  ^-  Hi, 


p% 


dt 

dh 

dt 


+. .  .-f-  ^in^f  -  R»J2  =  e( v; -  V.)  ^  Hs, 


p«l 


dii 

dï 


p«,^-+... 


Pa-jy   -R/,J«  =  e(V;-V„)  +  H;,. 


L'intégrale  générale  de  ces  équations  s^obtiendra  de  la  manière 
suivante  :  * 

Soient  71,7*2?  -  -  '^  Jn  les  intensités  des  courants  qui  traver- 
seraient les  fils  1,2,  ...jn,  si  les  forces  électromotrices  H|, 
H2,  . .  • ,  H/2,  que  nous  supposons  constantes,  agissaient  en  dehors 
de  tout  phénomène  d'induction; 


Ji=yi>       ^t=jii 


^n—jn 


est  une  intégrale  particulière  du  système  des  équations  précédentes. 
L'intégrale  générale  sera  donc 


i=« 


•'ï  =  /'l-^^A/e««^ 


i=n. 


(19) 


i=l 

i  —n 

les  /i^  constantes  A/,  B/,  - .  . ,  L/,  dépendant  des  conditions  initiales, 
tandis  que  les  n  constantes  ai ,  a2, . . . ,  a,,  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion 

/?i— Ria  P|î  ...  P,„ 

Pli  /?î— R,a      ...  P,;, 


P«i 


P«! 


...      /?/i— R»a 


=  o. 


La  marche  suivie  au  Chapitre  IV  permet  de  démontrer  que  tou  tes 
les  racines  de  cette  équation  sont  réelles  et  négatives.  Donc,  d'après 


D.  -  in. 
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les  équations  (19),  Tétat  stationnaire,  stable  sur  un  système  sans 
dérivation,  Test  aussi  sur  un  système  présentant  des  dérivations 
quelconques. 

Les  équations  (16)  montrent  que,  pour  un  système  à  dérivations 
comme  pour  un  système  sans  dérivation,  lorsque  tous  les  courante 
sont  uniformes,  la  constante  d'Helmholtz  disparaît  des  lois  de  l'in- 
duction. 
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CHAPITRE  VL 


L'INDUCTION  PAR  SEUL  MOUVEMENT  DES  CONDUCTEURS. 


Supposons  qu'un  système  soit  formé  de  n  circuits  fermés,  va- 
riables de  forme  et  de  position,  mais  traversés  par  des  courants 
constants.  Les  équations  (12)  du  Chapitre  précédent  deviendront 
alors 


(t-«.) 


Jl-f-  -;^Jt  -H...-+-  -j-Jn  -4-H,  =0, 

-^Jl4-  — ^J,  ^.  .  .+  (^-^-  -  Rnj  J„4-  H„=  G. 

Les  intensités  J*,  Jo,  • .  . ,  !«  sont  alors  déterminées  en  fonction 
du  temps  par  n  équations  algébriques  linéaires. 

Ces  équations  ont  été  découvertes  dès  i845,  ptir  F.-E.  Neu- 
mann  (*);  elles  lui  ont  ensuite  servi,  en  1847  (^)î  ^  établir  la  loi 
générale  de  Tinduction.  Elles  n'ont  guère  d'ailleurs  que  cet  in- 
térêt historique.  Il  est  rare  que  l'on  ait  à  faire  usage  de  ces  -équa- 
tions simplifiées. 

Envisageons  un  des  circuits  d'un  système  quelconque  de  n  cou- 
rants fermés  et  uniformes,  le  circuit  1,  par  exemple;  la  force 


(  •  )  F.-E.  Neumann,  Die  mathematischen  Gesetze  der  inducirten  elektrischen 
Strome  (Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  i845). 

(2)  F.-E.  Neumann,  Ueber  ein  Allgemeines  Princip  der  mathematischen 
T/ieorie  inducirter  elektrischen  Stromejlu  à  TAcadémic  des  Sciences  de  Berlin, 
le  9  août  1847. 
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électromotrice  d'induction  qui  s'j  développe  a  pour  valeur 

^*-    ^' ^  ^ *^"^r ■"•■*■ '^•«■rfT 


7  Jf  -? -j—  *\  -1-  .  .  .-*- 


«  I 


dt     ^         dt     ^      '"         dt 
Elle  est  la  somme  de  deux  autres  forces  électromotrices  :  Tune 

est  la  force  électromotrice  qui  serait  induite  à  l'instant  t  dans  le 
circuit  1  si  les  intensités  subissaient  pendant  le  temps  dt  les  va- 
riations qu'elles  doivent  subir,  tandis  que  tous  les  circuits  de- 
meureraient invariables  de  forme  et  de  position. 
L'autre 

est  la  force  électromotrice  qui  serait  induite  à  l'instant  t  dans  le 
circuit  1  si  les  intensités  demeuraient  invariables  pendant  le 
temps  dt^  tandis  que  les  circuits  resteraient  animés  du  mouvement 
qui  les  anime  en  réalité. 

On  peut  se  proposer  d'étudier  séparément  les  propriétés  de  ces 
deux  sortes  de  forces.  Dans  le  présent  Chapitre,  nous  allons  nous 
proposer  d'étudier  les  forces  éleclromolrices  de  la  seconde  espèce. 

La  force  E'  est  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes. 

L'un,  le  terme  -^*Ji)  représente  la  force  électromotrice  en- 

gendrée  dans  le  circuit  1  par  l'effet  de  la  déformation  de  ce  circuit. 
Il  disparait,  dans  le  cas  trùs  fréquemment  réalisé  dans  la  pratique, 
et  que  nous  supposerons  réalisé  dans  la  démonstration  suivante, 
où  le  circuit  1  est  indéformable. 

Les  autres  termes  sont  tous  de  même  forme  que  la  quantité 

— ji^J2  qui  représente,  dans  l'hypothèse  où  le  circuit  1  est  indé- 

Ce  %* 

formable,  la  force  électromolrîce  engendrée  dans  ce  circuit  1 
par  la  déformation  du  circuit  2  et  le  déplacement  relatif  des  deux 
circuits  1  et  2.  On  peut  toujours,  puisque  ce  déplacement  relatif 
intervient  seul,  supposer,  pour  la  commodité  du  langage,  que  le 
circuit  \  est  immobile. 
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Soient  Çy  r',  ...  les  vitesses,  à  l'instant  t^  des  divers  points  du 
circuit  2.  Imaginons  un  autre  déplacement  de  ce  circuit  dans 
lequel  les  vitesses  des  mêmes  points  aient  pour  valeurs  A-p,  Atp',  .... 
Le  coefficient  d'induction  mutuelle  P«2  des  deux  circuits  1  et  2 

éprouvera  alors  dans  le  temps  -r-  la  variation  âfP|2  qu'il  éprouvait 

précédemment  dans  le  temps  dt^  en  sorte  que  la  quantité 

sera  multipliée  par  A*.  D'où  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'un  circuit  2,  traversé  par  un  courant  d'intensité 
inçariable,  se  déplace  et  se  déforme  en  présence  d'un  circuit 
immobile  1,  il  y  induit  une  force  électromotrice  propor- 
tionnelle à  la  vitesse  avec  laquelle  il  se  déplace  et  se  déforme. 

Cette  proposition  est  souvent  désignée  par  le  nom  de  loi  de 
F.'E.  Neumann*  C'est,  en  réalité,  à  titre  d'hypothèse  fondamen- 
tale qu'elle  se  trouve  dans  la  théorie  de  F.-E.  Neumann. 

Voici  un  nouveau  théorème  qui  s'applique  au  cas  où  les  deux 
circuits  1  et  2  se  déplacent  en  présence  l'un  de  l'autre,  et  se  dé- 
forment d'une  manière  quelconque,  le  circuit  2  étant  traversé  par 
un  courant  d'intensité  constante;  si  cette  intensité  est  variable,  ce 
théorème  devra  être  restreint  à  là  partie  de  la  force  électromotrice 
induite  par  le  circuit  2  dans  le  circuit  1  qui  est  due  au  seul  mou- 
vement des  conducteurs. 

Nous  avons  vu  que  l'on  pouvait  écrire  (Chap.  V,  égalité  i4) 

Supposons  que,  par  les  deux  courbes  C|,  C2  {fig»  27),  on 
puisse  faire  passer  deux  aires  à  un  seul  côté  A| ,  A2  telles  que  la 
courbe  C|  ne  rencontre  pas  l'aire  A2,  ni  la  courbe  C2  l'aire  A|  ;  si 
ûfû|,  rfÛ2  sont  les  éléments  de  ces  deux  aires,  et  Ni,  N2  les  nor- 
males à  leurs  faces  positives,  on  aura,  d'après  le  théorème  d'Am- 
père [Introduction,  Chap.  II,  égalité  (6)], 


// 

Je.  «/c. 


cosui 


rf..  ds, = -  s  s.  r^ow,  '^^'  *^- 


C|*^Ct  Al       A. 
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Ainsi,  au  lieu  de  Pégalité 


on  pourra  écrire 


a« .   d  ry 


à'-- 


^■-T'-liSS.w;'^''""- 


A.-^A, 


Fig.  37. 


Nous  allons  interpréter  cette  expression. 

Imaginons  que  de  part  et  d'autre  de  la  surface  Ai  {/Ig-  28)  on 
dispose  deux  surfaces  Aj,  A^  distantes  l'une  de  l'autre  d'une 

Fig.  28. 


quantité  très  petite,  variable  d'un  point  à  Taulre,  ê|.  L'élément  rfû| 
de  la  surface  A«  est  la  projection  sur  cette  surface  de  deux  éléments 
dQ\^  dQ''^  des  surfaces  A',,  A^.  Soit  dù\  l'élément  qui  se  trouve  du 
côté  positif  de  A|.  Sur  cet  élément,  plaçons  une  quantité  q  de 
fluide  magnétique  positif,  et  sur  l'élément  dû]  une  quantité  q  de 
fluide  magnétique  négatif,  de  telle  façon  que 

Si 
Nous  aurons  ainsi  constitué  un  feuillet  magnétique  F|  dont 
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l'aimantation  aura  en  chaque  point  pour  direction  de  la  normale  Ni, 
et  pour  intensité  —  • 

Les  composantes  de  cette  aimantation  seront 

ftV,,  =  —  cos(Nt,a7),        1)1)1  =  —eos( Ni,  ^),        Ci  =  —  cos(Ni, -s). 

El  Ê|  El 

La  fonction  potentielle  de  Taimantation  ainsi   constituée   esi 
donnée  par  la  formule  générale 


^'  =JJJ  v-^'  '^ 


dL         àl 


l'intégration  s'étendant  au  volume  entier  de  Taimant.  Or,  l'élé- 
ment de  volume  de  notre  aimant  ajant  pour  valeur 

81  dQ\y 

on. voit  sans  peine  que  Ton  peut  écrire 
De  là,  nous  déduisons 

Sur  la  surface  A2  constituons  un  feuillet  magnétique  F2  exac- 
tement comme  sur  la  surface  A|  nous  avons  constitué  le  feuillet 
magnétique  F^.  En  chaque  point  du  feuillet  F2,  l'intensité  d'ai- 
mantation aura  pour  composantes 

Xj=  —  cos(N2,  ar),         lfl>2=  —  C0S(N2,  ^),  G2=  —  cos(N2,  «). 

S2  62  £2 

D'ailleurs  l'élément  de  volume  du  feuillet  F2  peut  être  pris 
égal  à  €2  dQt,  On  voit  alors  que  l'on  peut  écrire  la  quantité  pré- 
cédente 
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ce  qui  nous  fait  reconnaître  le  potentiel  magné  tique  Y  ^^  ^^s  ac- 
tions mutuelles  des  deux  feuillets  F,,  Fj.  On  a  donc 

Ci)  f  r'^ds,ds,=-y,, 

et 

(4)  Eî.=  T''-5r- 

Si,  au  lieu  de  distribuer  sur  la  face  positive  du  feuillet  F|  le 
fluide  magnétique  avec  la  densité  —  9  nous  Favions  distribué  avec 
la  densité 

si  au  lieu  de  distribuer  sur  la  face  positive  du  feuillet  F2  le  fluide 
magnétique  avec  la  densité  —  ?  nous  l'avions  distribué  avec  la  den- 
sité 

51   J, 

nous  aurions  obtenu  deux  nouveaux  feuillets,  F'^,  F',,  dont  le  po- 
tentiel eût  été  lié  à  celui  des  feuillets  F|,  F2  par  la  relation 

et  l'égalité  (4)  serait  devenue 

Or  les  actions  mutuelles  des  deux  feuillets  F',,  F^  effectuent, 
dans  le  temps  r//,  un  travail  dG^  et  Ton  a 

dt        ' 
en  sorte  que  l'égalité  précédente  peut  s'écrire 

d(r 

Em      "^ 

*  '  ~        dt 

Ainsi,  lorsque  deujr  circuits,  \  et  2,  dont  l'un,  le  circuit  2, 
est  tniscrsc  par  un  courant  d'intensité  constante  Ja,  se  défor- 
ment et  se  déplacent  (Vune  manière  quelconque^  le  circuit  2 
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engendre  dans  le  circuit  i  une  force  électromotrice  d'induc- 
tion que  Von  peut  calculer  de  la  manière  suivante: 

Par  le  circuit  1,  on  fait  passer  un  feuillet  magnétique^ 
fV épaisseur  êi,   dont  la  face  positive  porte   une  distribution 

superficielle  de  densité  —  —  •  Par  le  circuit  2,  on  fait  passer 

un  feuillet  magnétique^  d! épaisseur  e^,  dont  la  face  positive 
porte  une  distribution  superficielle  de  densité  —=  — .  On  cal- 

cule  le  travail  produit  par  les  actions  mutuelles  de  ces  deux 
feuillets  dans  un  temps  infiniment  petit  ;  on  divise  par  ce  temps 
infiniment  petit,  et  on  change  le  signe  du  quotient. 

On  observera  que  ce  théorème  suppose,  à  titre  de  restrîction, 
que  le  conducteur  1  n'a  aucun  point  commun  avec  le  feuillet Fj, 
ni  le  conducteur  2  avec  le  'feuillet  F< . 

Voici  un  troisième  théorème  capital  dans  la  théorie  de  l'in- 
duction : 

Imaginons  que  ds^  soit  un  élément  d'un  circuit  1,  mobile  de- 
vant un  conducteur  2,  fermé,  immobile,  parcouru  par  un  courant 
d'intensité  constante  Jj.  La  force  électromotrice  engendrée  dans 
l'élément  ds\  par  ce  conducteur  2  a  pour  valeur 


''*'=-T^'^*(*'Xr^'^')- 


Soit  Aj  Bj  {fig-  29)  l'élément  ds\,  qui,  au  bout  du  temps  rf/, 
est  venu  en  A^B'^.  Il  est  facile  de  voir  que  nous  aurons,  en  dési- 
gnant par  Y  le  contour  infiniment  petit  A^  B|  B'/A'^  A^ ,  et  par  da 
un  élément  de  ce  contour 


T-l  dsi    I  dsi  )  dt=   I     I  dsi  dfs 


--B,B;  f  ^cos{BiB\,dsi)dSi 

-k^- kiX\' I  -  cos( XiA\^  dsi)dsi. 
*/c/ 


Supposons  maintenant  que  nous  écrivions  toutes  les  égalités 
analogues  auxquelles  donnent  lieu  les  éléments  ds^  d'un  circuit 
fermé  1,  et  que  nous  les  ajoutions  membre  à  membre;  il  est  fa- 
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ci]e  de  voir  que  tous  les  termes  en  A4  A'^,  BiB^  . .  .  disparaîtront, 
et  qu^il  nous  restera  finalement 


(6) 


--"■'T'-lISr^'^""- 


C'est  cette  expression  que  nous  allons  chercher  à  interpréter. 


Fig.  29. 


Par  le  courant  C2,  faisons  passer  un  feuillet  F2,  d'épaisseur  Sg; 
soit 

A  h 

la  densité  du  fluide  magnétique  sur  la  face  positive  de  ce  feuillet. 
Soit  \*)2  Ja  fonction  potentielle  magnétique  de  ce  feuillet;  soit 
rfS  Taire  du  petit  circuit  y;  soit  n  la  normale  à  sa  face  positive. 
Nous  aurons 


--  Jt    /     /   dsi  di  = f^  d^ 


et,  par  conséquent, 

(7) 


E,j^/  = 


On 


Jô\^ 


/ 


d'L, 
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La  foDclioD  potentielle  'Ç^,  étant  égale  à 


di 


-S^'S.M''"- 


est,  comme  nous  Tavons  vu  au  Chapitre  III  de  l'Introduction,  une 
quantité  définie,  au  moins  à  un  multiple  près  de  ^tz^  par  la  con- 
naissance du  courant  2,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  préciser  quel 
est  le  feuillet  F2.  La  seule  connaissance  du  courant  2  suffit  donc 
à  déterminer  la  famille  des  surfaces 

t?,  =  const. 

qui  sont  les  surfaces  de  niveau  magnétiques  pour  tout  feuîllet  ma- 
gnétique tel  que  F2  passant  par  le  courant  2,  et'que  nous  nom- 
merons les  surfaces  de  niveau  du  courant  2;  et  aussi  les  trajec- 
toires orthogonales  à  ces  surfaces,  que  nous  nommerons,  selon 
une  expression  créée  par  Faraday,  les  lignes  de  force  du  cou- 
rant 2. 

La  quantité 


s 


m'"'' 


étendue  à  une  surface  S  à  deux  côtés  quelconques  S  se  nomme 
\e  flux  de  force^  émané  du  feuillet  F2,  qui  entre  par  la  face 
négative  de  la  surface  S. 

Pour  deux  surfaces  terminées  au  même  contour,  et  telles  que 
l'on  puisse  déformer  l'une  d'une  manière  continue  jusqu'à  venir 
rappliquer  sur  l'autre  sans  qu'elle  rencontre  jamais  le  feuillet  F|, 
cette  quantité  a  la  même  valeur. 

En  effet,  pour  démontrer  cette  proposition,  on  peut  toujours 
supposer  que  les  deux  surfaces  S^,  Sj  que  l'on  considère  n'aient 
aucun  point  commun;  car,  s'il  en  était  autrement,  on  prendrait 
une  troisième  surface  Sj  terminée  au  même  contour  et  n'ayant 
avec  les  précédentes  aucun  point  commun,  et  l'on  démontrerait 
que  le  flux  de  force  a  la  même  valeur  pour  chacune  des  deux  sur- 
faces S|,  S2,  et  pour  la  surface  S3. 

Les  surfaces  S<,  Sj  terminées  au  même  contour,  n'ayant  aucun 
point  commun,  forment,  par  leur  ensemble,  une  surface  fermée. 
Si  la  face  positive  de  la  surface  S<  est  intérieure  à  celte  surface 
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fermée,  la  face  positive  de  la  surface  S2  lui  sera  extérieure,  en 
sorte  que  Ton  aura 


S.t-'-S.t^'^-S^-' 


la  dernière  intégration  s'étendant  à  la  surface  fermée  tout  entière. 
Or  on  a 


S^^da=-fff,^.d.djrd., 


quantité  qui  est  égale  à  o,  car,  d'après  les  hypothèses  faites,  la 
surface  fermée  en  question  ne  renferme  aucune  portion  du  feuillet 
agissant. 

On  a  donc,  comme  nous  l'avions  annoncé, 


s.  St-.= s.  r^:-.- 


On  dit  souvent  que  la  quantité 


est  proportionnelle  au  nombre  de  lignes  de  forces  qui  entrent 
dans  Vêlement  de  surface  dQ  par  sa  face  négative.  Cette  ex- 
pression peut  se  justifier  de  la  manière  suivante  : 

Imaginons  une  surface  '^2  =  const.  Sur  cette  surface  o-  {Jig'  3o) 
marquons  une  infinité  de  points,  de  telle  façon  que  tout  élé- 
ment dï,  de  cette  surface  renferme  un  nombre  v  de  points,  pro- 

portionnel  au  produit  -j-?ûŒ;  nous  aurons 

on 

n  étant  la  direction  de  la  normale  à  la  surface  <t  dans  le  sens  où  t? 
est  décroissant  et  k  une  constante  positive  infiniment  grande. 

Par  ces  points,  traçons  des  lignes  de  force,  dont  la  direction  est 
toujours  supposée  celle  où  t?  va. en  décroissant. 

Sur  une  autre  surface  quelconque  S,  ces  trajectoires  marquent 
des  points;  ces  points  sont  distribués  sur  la  surface  S  de  telle 
manière     que   tout  élément  rfÛ  de    celte   surface   renferme    un 
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nombre  v  de  ces  points  ;  je  dis  que  ce  nombre  v  est  encore  ëgal 
en  valeur  absolue  à 

N  étant  la  direction  de  la  normale  à  la  face  de  rfû  qui  a  été  choisie 
comme  positive. 

Fig.  3o. 


En  effet,  l'élément  dQ  est,  au  sens  donné  à  ce  mot  en  Électro- 
statique (T.  I,  p.  3o2),  Vêlement  correspondant  d'un  certain 
élément  rfS  de  la  surface  de  niveau  fondamentale.  Les  deux  élé- 
ments dû  et  rfS  sont  évidemment  traversés  par  le  même  nombre  v 
de  lignes  de  forces.  On  a  donc,  pour  valeur  du  nombre  v, 

on 

Mais  la  propriété  fondamentale  des  éléments  correspondants  nous 
donne  cette  égalité,  qui  a  lieu  en  valeur  absolue^ 


dn 


dZ 
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On  a  donc 


V  = 


*?*■» 


comme  nous  Favions  annoncé. 

Le  nombre  v  est  essentiellement  positif;  il  en  est  de  même  de  k 

et  de  dQ;  ——  est  négatif  si  les  lignes  de  force  entrent  par  la  face 

négative  de  l'élément  dQ,  et  positif  dans  le  cas  contraire.  Le 
nombre  v  de  lignes  de  force  qui  entrent  par  ta  face  négative 
de  Vêlement  dQ  a  donc  pour  valeur 

Ces  préliminaires  posés,  revenons  à  l'égalité  (7). 

est  égal,  diaprés  ce  que  nous  venons  de  dire,  à 


V  étant  le  nombre  de  lignes  de  force  qui  entrent  par  la  face  néga- 
tive de  rél/*ment  <f2.  Ces  lignes  de  force  ont  été  coupées  par  l'élé- 
ment dsi  dans  son  mouvement.  On  peut  donc,  moyennant  des  con- 
ventions de  signe  faciles  à  deviner,  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'un  conducteur  fermé  l  se  déforme  et  se  déplace 
devant  un  conducteur  2  immobile  et  rigide,  trai^ersé  par  un 
courant  fermé,  un/forme  et  constant,  il  y  naît  une  force  élec- 
tromotrice d' induction  proportionnelle  au  nombre  de  lignes 
de  force  du  courant  2  que^  dans  son  mou^^ement,  le  circuit  l 
coupe  par  unité  de  temps. 

Cette  loi  a  été  énoncée,  dès  iSSa,  par  Faraday  (*)  qui,  du  reste, 
ne  connaissait  pas  le  sens  mathématique  précis  de  l'expression 
ligne  de  force. 

Supposons  (|ue  Ton  puisse  choisir  le  feuillet  F2  {fig*  3i)  de 
manière  qu'il  ne  soit  pas  rencontré  par  le  circuit  C|.  Par  ce  cir- 


(')  Fahaday,  Expérimental  researchcs   in  Electricity.  Série  II,   §§  231  cl 
si'qq. 
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Ii3 


cuit,  on  pourra  faire  passer  une  surface  A<  ne  rencontrant  pas  le 
feuillet  F2.  Lorsque  le  conducteur  C^  se  déplace  et  se  déforme,  il 
vient  dans  une  nouvelle  position  G^.  Soit  /  le  flux  de  force  pas- 
sant par  une  surface  quelconque  menée  par  le  circuit  C|,  en  en- 
trant par  la  face  négative  de  cette  surface  ;   soit  /'  le  flux  de  force 


Fig.  3i. 


qui  traverse  une  surface  quelconque  menée  par  le  circuit  C'^,  en 
entrant  parla  face  négative  de  celte  surface.  Si  nous  observons  que 
A|  est  une  surface  passant  par  le  circuit  C<,  que  l'ensemble  de  A, 
et  des  aires  des  circuits  y  forme  une  surface  A'^  passant  par  le  cir- 
cuit C'^  ;  que  la  face  négative  des  aires  des  circuits  y  devient  face 
positive  dans  la  surface  A'^,  nous  voyons  facilement  que  la  somme 
des  flux  de  force  entrant  par  les  faces  négatives  des  aires  des  cir- 
cuits y  a  pour  valeur  (/ — /'). 
En  d'autres  termes, 


On 


dX 


et  l'égalité  (7)  devient 


(H) 


E,îflf/=--  — (/-/')^-  -- 


31   df 


/ 


/: 


df 


dt. 


En  présence  d'un  conducteur  fermé,  immobile,  2^  traversé 
par  un  courant  uniforme  dont  V intensité  J2  est  invariable,  se 
déplace  et  se  déforme  un  conducteur  fermé  \  ;  on  suppose 
que,  par  le  conducteur  \ ,  on  puisse  faire  passer  une  surface 
à  deux  côtés  A|  qui  se  déplace  et  se  déforme  avec  lui  sans  ja- 
mais  rencontrer   le  circuit  2.   Le  conducteur   i  subit  de   la 
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part  du  courant  2  une  force  électromotrice  d^ induction  égale 

au  produit  par  l -7^\  de  la  dérivée  par  rapport  au  temps  du 

\      H) 
flux  de  force  dijL  courant  2  qui  entre  par  la  face  négative  de 

la  surface  A|. 

Celle  dernière  propos! lion  est  susceptible  d'une  extension  beau- 
coup plus  grande  que  la  précédente. 

Imaginons  que  les  circuits  1  et  2  changent  de  forme  et  de 
position,  d'une  manière  quelconque,  tout  en  restant  fermés;  que 
l'intensité  Jj  varie  d'une  manière  quelconque,  tout  en  restant 
uniforme.  Le  courant  2  engendrera  dans  le  contour  1  une  force 
électromotrice  d'induction  qui  aura  pour  valeur 


Or  le  théorème  d'Ampère  donne 


a.i 


Je  A    '•  k5,.0,.^N.</N, 


On  a  donc 


( 


9>   ^"=^?<S,/"'5N;S,.^"''j?r/'''  =  7iâS,.Sr!''"- 


Donc,  dans  le  cas  le  plus  général,  la  force  électromotrice 
d'induction  engendrée  par  un  courant  fermé  et  uniforme  2 
dans  un  conducteur  fermé  i  par  lequel  on  peut  faire  passer 
une  surface  à  deux  côtés  A|  qui  se  déplace  et  se  déforme  avec 
lui  sans  jamais  rencontrer  le  circuit  2  est  égale  au  produit 

par  ( —\  de  la  dérivée  par  rapport  au  temps  du  flux  de 

force  du  courant  2  qui  entre  par  la  face  négative  de  la  sur- 
face A I . 
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CHAPITRE  VU. 

QUELQUES  PRINCIPES  UTILES  POUR   L'ÉTUDE   EXPÉRIMENTALE 

DE  LINDUCTION. 


§  1.  —  Principe  fondamental  sur  lequel  reposent  les  méthodes 
de  détermination  des  coefficients  d'induction. 

Nous  avons  vu,  au  Chapitre  V,  ce  qu'il  fallait  enteodre  par  le 
mot  de  coefficient  d* induction.  Si  C/  désigne  un  circuit  fermé 
quelconque,  le  coefficient  d'induction  propre  de  ce  circuit  est 
l'intégrale 

étendue  deux  fois  au  circuit  G/;  de  même,  si  G/,  Gy  sont  deux 
circuits  fermés  quelconques,  le  coefficient  d^ induction  mutuelle 
de  ces  deux  circuits  est  l'expression 


P/y=-    -^J  j    —-dSidsj, 


dans  laquelle  l'une  des  intégrations  s'étend  au  circuit  G/,  l'autre 
au  circuit  Gy. 

Ges  coefficients  renferment  dans  leur  expression  une  constante, 
la  constante  fondamentale  de  l't.lectrodj'namique,  dont  la  valeur 
doit  être  demandée  à  l'expérience;  mais,  si  l'on  fait  abstraction  de 
cette  constante,  les  coefficients  d'induction  se  présentent  comme 
des  quantités  dont  l'expression  analytique  est  entièrement  définie; 
en  sorte  que  le  rapport  de  deux  coefficients  d'induction  pourrait 
toujours  être  calculé  si  Ton  connaissait  avec  exactitude  la  forme 
et  les  dimensions  des  conducteurs  auxquels  ces  coefficients  se 
rapportent. 

Mais  ce  calcul,  toujours  concevable  théoriquement,  est,  dans 
D.  —  III.  10 


K\> 
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la  plupart  des  cas,  infaisable  praliquement;  il  est  donc  nécessaire 
de  posséder  des  méthodes  expérimentales  propres  à  comparer 
entre  eux  les  coefficients  d'induction. 

Les  méthodes  employées  consistent  toutes  à  faire  usage  de  cer- 
taines propriétés  des  phénomènes  d'induction  dans  les  circuits 
immobiles.  L'exposé  que  l'on  donne  ordinairement  de  ces  mé- 
thodes suppose  que  les  courants  qui  traversent  les  conducteurs 
considérés  demeurent  uniformes  pendant  toute  la  durée  de  l'in- 
duction. C'est  là  une  hypothèse  qui  n'est  rien  moins  que  vraisem- 
blable. Lorsque  l'intensité  d'un  courant  varie,  il  est  fort  peu  pro- 
bable, en  général,  que  les  variations  de  cette  intensité  aient  la 
même  valeur,  en  même  temps,  en  tous  les  points  du  circuit.  Il 
serait  donc  regrettable  que  l'on  pût  croire  la  légitimité  des  mé- 
thodes de  comparaison  des  coefficients  d'induction  subordonnée 

cette  hypothèse  inexacte.  Aussi,  bien  que  l'indication  des  mé- 
thodes expérimentales  propres  à  comparer  deux  coefficients  d'in- 
duction soit,  comme  l'exposé  des  méthodes  propres  à  comparer 
les  résistances  ou  les  forces  électromotrices,  hors  du  plan  de  notre 
Ouvrage,  allons-nous  indiquer  ici  le  principe  qui  permet  de  les 
justifier.  Ce  principe  trouve  d'ailleurs  son  application  dans  la  dis- 
cussion d'une  foule  d'autres  méthodes  expérimentales  où  inter- 
viennent les  phénomènes  d'induction. 

Imaginons  un  système  que,  pour  simplifier,  nous  supposerons 
formé  de  deux  circuits  C|,  C2.  Le  premier  est  traversé  par  un 
courant  dont  l'intensité  est  J^  à  l'instant  f,  en  un  point  de  l'élé- 
ment ds^  \  le  second  est  traversé  par  un  courant  dont  l'intensité 
est  J2  à  l'instant  t^  en  un  point  de  l'élément  ds^.  Soit  R|  la  résis- 
tance spécifique  en  un  point  de  l'élément  rf^<.  Durant  le  temps  rf/, 
l'induction  met  en  mouvement,  dans  l'élément  rf^i,  une  quantité 
d'électricité  rfQi,  et  l'on  a 

aQi  — ,T-         dt  \   ( cos  w  H cos  61  ces  0,  )  — r^  ds\ 

'^  H,  [^  Jg^\    '^r  ir  V    dt       * 

I  -H  X  1  —  X 


.     r  /  I  -H  X  1  —  X        .  A  \  rfJî    ,   1 

dt  \   \ cos  to  H cos  Oi  cos  69  )  — ,-  dsi    . 

Js,\   '^^  2r  -/  dt       *J 


Supposons  que,  jusqu'à  l'instant  T,  le  système  ait  été  parcouru 
par  des  courants  constants  et  uniformes  ayant  pour  intensités  I| 
dans  le  circuit  C»  et  I2  dans  le  circuit  Cg  ;  supposons  qu'à  partir 
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du  temps  T' le  système  soit  encore  parcouru  par  des  courants  con- 
stants et  uniformes  ayant  pour  intensités  I\  dans  le  circuit  C| 
et  Ij  dans  le  circuit  C2.  Intégrons  les  deux  membres  de  Tégalité 
précédente  entre  TetT';  si  Qi  désigne  la  quantité  d'électricité 
que,  pendant  ce  temps,  l'induction  met  en  mouvement  dans  l'élé- 
ment dSi ,  nous  aurons 

Qi  =  -  ^^  1       (l'i  -  ^'^fy-^^^^  ^  -^  "iT"  cos  61  cos  0;)  ds\ 

i-hX  I  — X 


{l'i  — 1*)/  i^^jr^^^^-^  ^-^^cosOiCosOij  dsiL 
égalité  que  l'on  peut  écrire 

» 

La  quantité  Qi  n'est  pas  la  même  pour  tous  les  éléments  rf5<; 
l'électricité  libre  a,  à  l'instant  T,  une  densité  linéaire  p 4  en  un 
point  de  l'élément  dsi  ;  à  l'instant  T',  elle  a  une  densité  linéaire  p', , 
et  l'on  a 

Si  nous  admettons  que  rélectrisation  des  fils  soit  négligeable 
au  début  comme  à  la  fin  de  Vexpérience^  nous  pourrons 
écrire 

ds\ 

D'où  ce  théorème  : 

Si  les  courants  qui  traversent  un  système  de  conducteurs  fer- 
més et  immobiles  non  pourvus  de  dérivation,  d^ abord  constants 
et  uniformes^  se  mettent  à  varier,  pour  redevenir  au  bout  d^un 
certain  temps  constants  et  uniformes,  la  quantité  d^électricité 
mise  en  mouvement  par  Vinduction,  durant  ce  temps,  a  la 
même  taleur  en  tous  les  points  d'un  même  conducteur. 

Écrivons  que  la  quantité  d'électricité  mise  en  mouvement  par 
l'induction  dans  les  éléments  rfo-»,  rfo-j,  ...  du  circuit  C^  a  une  va- 
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leur  unique  Qt  ;  nous  aurons 

«■— ,-i^*4<"-'-'''jC-^''"*"'-'"X'^-*'] 

De  ces  égalités  on  déduit  sans  peine 
ou,  en  désignant  par  ^^  la  résistance  du  circuit  C|, 

^iQi=/>i(ï;-ii)H-Piî(ii-i,). 

D'où  ce  théorème  : 

Dans  les  conditions  précédemment  indiquées,  V induction 
met  en  mouvement  en  chaque  point  du  circuit  la  même  quan- 
tité d^ électricité  que  si  les  courants  variaient  en  demeurant 
uni] ormes  pendant  toute  la  durée  du  phénomène. 

On  démontrerait  aisément  que  ce  théorème  demeure  vrai  pour 
un  système  quelconque  de  conducteurs  fermés,  mobiles  ou  immo- 
biles,  présentant  ou  non  des  dérivations. 


§  2.  —  Détermination  de  la  quantité  d'électricité  mise  en  mouvement 

par  un  courant  instantané. 

La  plupart  des  études  expérimentales  relatives  aux  phénomènes 
d'induction  conduisent  au  problème  suivant  :  Déterminer  la 
quantité  d'' électricité  mise  en  mouvement  dans  un  circuit,  par 
un  courant  d^ induction  de  très  courte  durée.  Indiquons  ici  le 
principe  de  la  méthode  propre  à  résoudre  ce  problème. 

Nous  verrons  plus  tard  qu'un  fil  parcouru  par  un  courant  exerce 
certaines  actions  sur  un  aimant;  ces  actions  peuvent  se  ramènera 
des  actions  élémentaires  exercées  par  chaque  élément  de  courant 
sur  chaque  élément  magnétique;  l'action  d'un  élément  de  cou- 
rant sur  un  élément  magnétique  se  réduit  à  une  force  appliquée 
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au  milieu  de  Téléinent  magnétique  et  à  un  couple;  la  grandeur  et 
la  direction  de  la  force,  la  grandeur  et  la  direction  de  l'axe  du 
couple,  dépendent  de  la  position  mutuelle  de  l'élément  de  courant 
et  de  rélément  magnétique;  mais,  et  c'est  le  point  qui  nous  im- 
porte pour  la  suite,  la  grandeur  de  la  force,  la  grandeur  de  Taxe  du 
couple,  sont,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  proportionnelles  à  la 
longueur  ds  de  l'élément  de  conducteur  et  à  l'intensité  J  du  cou- 
rant qui  le  traverse. 

Cela  étant,  considérons  un  galvanomètre  y  c'est-à-dire  un  fil, 
qui  peut  être  parcouru  par  un  courant,  placé  au  voisinage  d'un  ai- 
mant mobile  autour  d'un  axe  vertical. 

A  l'instant  ^,  le  fil  est  parcouru  par  un  courant  dont  l'intensité 
est  J  en  un  point  de  l'élément  ds.  Les  actions  de  l'élément  de  cou- 
rant ds  sur  l'élément  magnétique  dç  ont,  par  rapport  à  l'axe  au- 
tour duquel  se  meut  l'aimant,  un  moment 

aJ  dsj 

a  dépendant  de  l'aimantation  de  l'élément  du  et  de  sa  position  par 
rapport  à  l'élément  ds]  de  même,  les  actions  de  l'élément  de  cou- 
rant ds  sur  l'élément  magnétique  rf/  ont,  par  rapport  au  même 

axe,  un  moment 

a' 5  ds. 

Les  actions  de  l'élément  ds  sur  tout  l'aimant  ont,  par  rapport  au 
même  axe,  un  moment 

(a  -ha'-{-..,)3  ds  =  AJ  ds^ 

A  dépendant  de  Taimantation  de  l'aimant  et  de  la  situation  respec- 
tive de  l'aimant  et  de  l'élément  ds. 

Enfin  les  actions  du  courant  tout  entier  sur  l'aimant  ont  pour 
moment  par  rapport  à  l'axe  autour  duquel  se  meut  l'aimant 

M=   fxjds. 


=i 


Imaginons  que,  jusqu'au  temps  T,  le  conducteur  ne  soit  parcouru 
par  aucun  courant;  l'aimant  est  alors  en  équilibre  sous  Faction  du 
magnétisme  terrestre;  entre  les  instants  Tet  T',  le  conducteur  est 
parcouru  par  un  courant  variable  ;  enfin,  après  Tinstant  T',  tout 
courant  cesse  de  nouveau  dans  le  conducteur. 
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Si,  comme  il  arrive  dans  un  grand  nombre  de  phénomènes  d'in- 
duction, et  comme  nous  le  supposerons  dans  ce  qui  va  suivre,  les 
deux  instants  T  et  T'  sont  extrêmement  rapprochés,  les  actions 
exercées  surTaimant  parle  courant  pendant  ce  temps  constitue- 
ront ce  qu'on  nomme  en  Mécanique  une  percussion. 

Le  moment  de  la  percussion  par  rapport  à  Taxe  autour  duquel 
se  meut  l'aimant  sera 

1"»  T* 

f    Mdt=   f     fxjdsdt, 

Si  l'on  remarque  que  pendant  le  temps  extrêmement  court 
(T' — T),  la  position  de  l'aimant,  par  rapport  au  courant,  varie 
extrêmement  peu,  en  sorte  que  la  quantité  A  demeure  sensible- 
ment invariable,  on  aura 


Si  Q  désigne  la  quantité  d'électricité  mise  en  mouvement  dans 
l'élément  ds  pendant  le  temps  considéré,  on  aura 


T' 

f    Mdl=  fxqds. 


Mais,  comme  nous  l'avons  vu  au  paragraphe  précédent,  la  quan- 
tité Q  a  sensiblement  la  même  valeur  pour  tous  les  éléments  ds\ 

si  donc  on  désigne  par  G  la  quantité  /  Arfs,  c'est-à-dire  le  mo- 
ment, par  rapport  à  Vaxe  autour  duquel  se  meut  V aimant  de 
toutes  les  forces  qu^un  courant  d^  intensité  égale  à  t  unité  ^  par- 
courant le  cadre  du  galvanomètre,  exerce  sur  l'aimant  placé 
dans  sa  position  d'équilibre,  on  aura 


T' 


D'après  un  théorème  connu  de  la  théorie  des  percussions,  cette 
quantité  doit  être  égale  au  moment,  par  rapport  à  l'axe  autour  du- 
quel se  meut  l'aimant,  de  la  quantité  de  mouvement  initiale  de  l'ai- 
mant. Si  donc  K^  est  le  moment  d'inertie  de  l'aimant,  a  l'angle  de 
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Taxe  magnétique  de  cet  aimant  avec  la  méridienne  magnétique,  on 
aura 

A  partir  de  l'instant  T',  l'aimant  se  met  en  mouvement  sous  l'ac- 
tion du  magnétisme  terrestre;  l'équation  de  son  mouvement  est, 
en  désignant  par  D\L  son  moment  magnétique,  par  H  la  composante 
horizontale  du  magnétisme  terrestre 

K^^~  =-01LHsina. 

Celle  équation,  intégrée  en  observant  que,  pour  t  =  T\  a  est 
sensiblement  égal  à  o,  donne 

''■[(î),'--(^)!.]"''^«'~"-'>' 

ou  bien,  en  vertu  de  l'égalité  (i), 

^"[di)    =^^H(cosa-.,)-i--j^. 

L'aimant,  soumis  à  l'impulsion  due  au  courant,  s'écarte  de  sa 
position  d'équilibre  d'un  angle  a,  puis  revient  en  sens  contraire  ; 

on  obtient  Vangle  d' impulsion  a  en  exprimant  que -y-  devient 

égal  à  o  au  moment  où  a  =  a,  ce  qui  donne 


Mais 


On  a  donc 


G«0* 
7.d\L  H(cosa  —  i)  H —    ^  =  o. 


cos  a  —  I  =  —  'À  sin*  -  • 


2K 


(2)  Q= -^v/jIVHsin?. 

li  2 

Si  Ton  connaissait  la  valeur  du  coefficient 

(et  nous  rencontrerons  plus  tard  un  galvanomètre,  la  boussole  des 
tangentes,  pour  lequel  il  est  possible  de  déterminer  la  valeur  de  ce 
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coefficienl),  on  pourrait,  de  Tobservatioii  de  Tangte  d'impulsion, 
déduire  la  quantité  d^électricité  que  le  courant  instantané  a  trans- 
portée dans  le  galvanomètre. 

Lors  même  que  Ton  suppose  inconnue  la  valeur  de  la  quantité 

si,  dans  deux  circonstances  différentes,  des  courants  instantanés 
ont  donné  à  Taiguille  du  même  galvanomètre  des  impulsions  a  et 
a',  ces  courants  ont  mis  en  mouvement  des  quantités  d'électricité 

Q  et  Q'  liées  par  la  relation 

.    a! 
f\'       sin  — 

Q  ~    .    a  * 

sin  — 

1 

L^emploi  An  galvanomètre  balistique  permet  donc  de  comparer 
les  quantités  d'électricité  mises  en  mouvement  par  des  courants 
instantanés. 
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CHAPITRE  VIII. 

L'INDUCTION   PAR  LES  SOLÉNOÏDES. 


Imaginons  une  ligne  quelconque  AB  {Jig*  3a).  Partageons 
celte  ligne  en  parties  infiniment  petites  égales  entre  elles 

MN  =  NP  =  PQ=...=  D. 

Prenons  les  points  de  divisions  M,  N,  P,  Q,  . . .,  pour  centres 
de  cercles  C,  C,  G",  G"'',  . . . ,  ayant  tous  leur  plan  normal  à  la 
courbe  AB,  ayant  tous  un  même  rayon  infiniment  petit. 

Fig.  32. 


Supposons  que  tous  ces  cercles  soient  des  conducteurs  par- 
courus par  un  même  courant  d^intensité  J,  marchant  dans  le 
même  sens  en  tous  ces  cercles. 

Nous  aurons  obtenu  un  système  de  courants,  doué,  comme 
nous  le  verrons,  de  propriétés  très  remarquables  ;  c^est  à  un  sem- 
blable système  qu'Ampère  a  donné  le  nom  de  solénoïde  électro- 
dynamique. 

La  ligne  AB  est  Vaxe  du  solénoïde. 

Lorsque  la  ligne  AB  est  une  courbe  fermée,  on  dit  que  le 
solénoïde  e^i  fermé. 

Lorsque  le  solénoïde  est  ouvert,  si  l'on  suppose  un  observateur 
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placé  de  manière  à  voir  Tune  des  extrémités  du  solénoïde  devant 
lui,  et  les  parties  du  solénoïde,  voisines  de  cette  extrémité,  der- 
rière celte  extrémité,  il  verra,  dans  le  cercle  extrême  qu'il  regarde, 
le  courant  marcher  soit  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre, 
soit  en  sens  inverse  des  aiguilles  d'une  montre. 

L* extrémité  du  solénoïde  où  l'observateur  voit  le  courant 
marcher  en  sens  inverse  des  aiguilles  d'une  montre  prend, 
pour  des  raisons  que  nous  examinerons  plus  tard,  le  nom  de 
pôle  austral  du  solénoïde.  L'autre  extrémité  prend  le  nom  de 
pôle  boréal. 

Lorsque  nous  aurons,  dans  la  suite,  à  prendre  un  sens  de  par- 
cours sur  l'axe  du  solénoïde,  nous  prendrons  le  sens  de  parcours 
qui  coïncide  en  chacun  des  points  M,  N,P, Q,  ...  avec  la  direction 
de  la  normale  à  la  face  positive  des  cercles  C,  C,  C",  C"',  .... 
Dans  le  cas  où  le  solénoïde  est  ouvert,  cette  direction  est  celle 
qui  va  du  pôle  boréal  au  pôle  austral. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  les  moyens  par  lesquels  on  réalise 
pratiquement,  au  moins  d'une  manière  approchée,  un  solénoïde; 
ils  sont  décrits  dans  tous  les  Traités  de  Physique. 

Plaçons  un  solénoïde  S,  formé  de  cercles  C,  C,  en  présence 
d'un  conducteur  fermé  y.  Dans  une  modification  quelconque  du 
système  ainsi  constitué,  le  solénoïde  S  induit  dans  le  conducteur  v 
une  force  électromotrice  qui  a  pour  valeur 

(I)  E=|^Jj[p(G,Y)-+-P(C',Y)4-...]j, 

en  désignant  par 

P(G('),Y) 

le  coefficient  d'induction  mutuelle  des  deux  conducteurs  C^'^  et  y. 
Supposons  que  l'on  fasse  sur  les  fonctions  f{r)  et  g{r)  les 
hypothèses  faites  au  Chapitre  III.  On  aura  alors 


(2)  P(C<«,Y)  =  -v    f  f   ^—d^dsi, 


rf(T  étant  un  élément  du  conducteur  y?  et  dsi  un  élément  du  con- 
ducteur C^'^ 

D'après  le  théorème  d'Ampère,  si  rfS  désigne  un  élément  d'une 
aire  à  deux  côtés  passant  par  le  circuit  y;  si  Q  désigne  l'aire  infi- 
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niment  petite  du  cercle  O'^  ;  si  N  désigne  la  normale  à  la  face  po- 
sitive de  Y,  et  /  le  sens  du  parcours  positif  de  Taxe  du  solénoïde, 
nous  aurons 

P(Cu-.,)=^û-^S-.i:rfi:, 

el,  par  conséquent, 

D  désignant  la  dislance  infiniment  petite  de  deux  des  cercles  C, 

un  élément  de  longueur  dl  da  solénoïde  renferme  un  nombre  -jr 

de  ces  cercles.  On  voit  donc  aisément  que  la  quantité  précédente 
peut  s'écrire 

(  d' 

Soit  (^,  y,  z)  un  point  de  Taxe  du  solénoïde  •,  soit /(a?,  y,  z)  la. 
fonction  continue^  mais  non  uniforme,  que  nous  avons  nommée 
(Introduction,  Chap.  III)  V angle  soits  lequel  du  point  {x,y^  5), 
on  voit  la  face  positive  d'une  sur/ace  à  deux  côtés  S  passant 
par  le  conducteur  y.  L'égalité  précédente  pourra  s'écrire 

• 

Soient a?o,  yo^  ^o?  les  coordonnées  du  point  B ;  soient  X\^  y^^  z^^ 
les  coordonnées  du  point  A.  Au  point  B,/(^o)  jKo?  ^0)  est  suscep- 
tible d'une  infinité  de  déterminations;  prenons-en  arbitrairement 
une  que  nous  désignerons  par  o-g. 

Du  point  B  au  point  A,  on  peut  toujours  passer  par  un  trajet  ba 
qui  ne  perce  pas  la  surface  à  deux  côtés  menée  par  le  circuit  y. 
Soit  <T^  la  quantité  parfaitement  déterminée  définie  par  l'égalité 

_    r  àf(x,y,z) 

ba 

Si  le  solénoïde  est  fermé,  cr^  sera  évidemment  identique  à  otr  ; 
sinon,  il  en  sera  en  général  différent. 

Supposons  maintenant  que  Taxe  du  solénoïde  perce  n  fois  la 
surface  à  deux  côtés  S  menée  par  le  courant  y  en  passant  du  côté 


«.  —   /*  ^/  v-^<  >ri  ^;    Fi 
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aégatif  au  côté  positif,  et  n!  fois  en  passant  du  côté  positif  au  côté 
négatif.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  au  Chapitre  III  de  Tlntro- 
duclion,  nous  aurons 

et  l'égalité  (4)  deviendra 

La  quantité    -—  -=r-  =  ©  porte  le  nom  de  puissance  du  solé- 

noïde. 

Supposons  d'abord  que,  dans  la  modification  étudiée,  la  puis- 
sance du  solénoïde  demeure  constante.  Cette  condition  sera 
réalisée  si  l'intensité  du  courant  qui  traverse  le  solénoïde  demeure 
invariable,  et  si,  de  plus,  les  petits  cercles  conservent  des  dimen- 
sions constantes  et  demeurent  à  une  distance  invariable  les  uns 
des  autres. 

La  modification  se  réduira  alors  à  des  déformations  et  à  des 
déplacements  de  l'axe  du  solénoïde  et  du  conducteur  y. 

Or,  pour  un  déplacement  infiniment  petit  de  ce  genre,  on  aura 
toujours  pu  choisir  la  surface  passant  par  le  conducteur  y,  de  telle 
façon  que  ce  déplacement  infiniment  petit  ne  fasse  pas  varier  le 
nombre  n  et  n'.  On  aura  donc 

(^;  E=  —  -p^  --((Ta- de). 


/ 


2 


D    dt 


On  pourra  regarder,  dans  toute  modification  d'un  système 
formé  par  un  conducteur  fermé  et  par  un  solénoïde  de  puis- 
sance «p  invariable,  le  pôle  austral  du  solénoïde  comme  engen- 
drant dans  le  conducteur  une  force  électromotrice  d^ induction 
ayant  pour  valeur 

et  le  pôle  boréal  du  solénoïde  comme  engendrant  dans  le 
même  conducteur  une  force  électromotrice  d'induction  ayant 
pour  valeur 
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Si  le  solénoïde  est  fermé,  o-j^  est,  comme  nous  l'avons  vu,  iden- 
tique à  7^.  La  formule  (6)  donne  donc 

E  =  o. 

Ainsi  :  si  Von  déforme  et  déplace  d^une  manière  quelconque 
en  présence  l'un  de  Vautre  un  conducteur  fermé  et  un  solé- 
noïde fermé  de  puissance  invariable,  aucun  phénomène  d'in- 
duction ne  se  manifeste  dans  le  conducteur. 

Voyons  maintenant  ce  qui  arrive  si  on  laisse  immobiles  Taxe  du 
solénoïde  et  le  conducteur  fermé,  tout  en  faisant  varier  la  puis- 
sance du  solénoïde,  ce  qu'on  réalise  aisément  en  faisant  varier 
l'intensité  du  courant  qui  traverse  un  solénoïde  rigide. 

Dans  ces  circonstances,  nous  distinguerons  deux  cas  : 

I**  Par  le  conducteur  fermé,  on  peut  mener  une  surface  à 
deux  côtés  que  le  solénoïde  ne  rencontre  pas. 

Dans  ce  cas,  on  a 

71  =  0,  /l'=:  O. 

La  formule  (5)  donne 

(8)  E=_(,,-,B)^J- 

On  peut  regarder  le  pôle  austral  d'un  solénoïde  rigide 
dont  la  puissance  varie  comme  engendrant  dans  un  conduc- 
teur fermé  immobile  une  force  électromotrice  d'induction 

'  51        do 

<9)  ^*=.Tt»*5^^' 


/ 


1 


et  le  pôle  boréal  comme  engendrant  une  force  électromotrice 
d'induction 

/    r  •  \  Cl  %       do 

Si  le  solénoïde  est  fermé,  o'a=  ^b  et  l'égalité  (8)  donne 

E  =  o. 

Un  solénoïde  rigide  et  fermé  dont  la  puissance  varie  n  en- 
gendre aucune  force  électromotrice  d'induction  dans  un  con- 
ducteur fermé,  pourvu  que,  par  ce  conducteur,  on  puisse  faire 
passer  une  surface  à  deux  côtés  que  ne  rencontre  pas  le  solénoïde. 
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2°  Ces  propriétés  cessent  d'être  exactes  lorsqiûil  n^est  pas 
possible  de  faire  passer  par  le  conducteur  fermé  une  aire  à 
deux  côtés  que  ne  rencontre  pas  le  solénoïde. 

Supposons,  en  particulier,  le  solénoïde  fermé.  Nous  aurons 
cr^==  7b,  et  la  formule  (5)  donnera 

(.0)  E=^__4.(n_»')g. 

Un  solénoïde  fermé  et  rigide  dont  la  puissance  varie  engendre 
dans  un  conducteur  fermé  immobile  une  force  électromolrice 
d'induction  indépendante  de  la  forme  et  de  la  grandeur  du  solé- 
noïde et  du  conducteur,  et  dépendant  seulement  du  nombre  des 
rencontres  du  solénoïde  avec  une  surface  à  deux  côtés  passant  par 
le  conducteur  et  de  la  nature  de  ces  rencontres. 

La  formule  (lo)  conduit  à  des  conséquences  susceptibles  d'une 
vérification  expérimentale  précise. 

Imaginons  un  solénoïde  fermé  et  rigide  placé  en  présence  d'un 
contour  fermé  y  qui  renferme  un  galvanomètre  balistique. 

Supposons  qu'au  début  de  l'expérience  le  solénoïde  et  le  cir- 
cuit Y  ne  soient  traversés  par  aucun  courant.  On  lance  dans  le 
solénoïde  le  courant  d'une  pile;  pendant  qu'il  s'établit,  un  cou- 
rant d'induction  parcourt  le  circuit  y,  lorsque,  dans  le  solénoïde, 
le  courant  de  la  pile  est  devenu  constant,  tout  courant  a  cessé 
dans  le  circuit  qui  renferme  le  galvanomètre. 

Dans  une  semblable  expérience,  sont  vérifiées  les  trois  condi- 
tions suivantes  : 

1**  Le  système,  formé  par  des  conducteurs  immobiles,  est  tra- 
versé par  des  courants  qui  sont  uniformes  au  début  et  à  la  fin  de 
l'expérience. 

2°  Le  circuit  qui  renferme  le  galvanomètre  balistique  ne  ren- 
ferme aucun  courant  au  début  et  à  la  fin  de  l'expérience. 

3®  La  durée  de  la  période  variable  est  très  courte. 

Ces  conditions  entraînent,  comme  nous  l'avons  vu  au  Chapitre 
précédent,  les  conséquences  suivantes  ; 

1°  Toute  section  du  circuit  du  galvanomètre  balistique  est  tra- 
versée par  la  même  quantité  Q  d'électricité  pendant  la  durée 
totale  de  la  période  variable. 
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2°  Pour  calculer  cette  quantité  Q,  on  peut  raisonner  comme  si 
les  courants  étaient  à  tout  instant  uniformes. 

3°  Le  galvanomètre  balistique  permet  de  mesurer  Q. 

La  deuxième  proposition  nous  permet  de  calculer  Q  au  moyen 
delà  théorie  précédente. 

L'égalité  (lo)  donne,  en  désignant  par  rfQ  la  quantité  d'élec- 
tricité que  le  courant  d'induction  transporte  dans  le  conducteur  y 
pendant  le  temps  dt\  par p  le  coefficient  d'induction  propre  de  ce 
conducteur;  par  R  sa  résistance;  par  y  le  courant  qui  le  traverse  au 
temps  ty 


^Q=i 


^^ir.(n-n')^dt^-j-(pj)dlY 


Entre  les  instants  Cq  et  ^<,  la  quantité  d'électricité  transportée 
par  l'induction  sera 

Si  rinstant  ^o  coïncide  avec  Tinstant  initial  delà  période  varia- 
ble, on  aura 

?o  =  o,        70=0. 

Si  l'instant  tt  coïncide  avec  l'instant  final  de  la  période  variable, 
on  aura,  en  désignant  par  I  l'intensité  du  courant  engendré  par  la 
pile  dans  le  soléuoïde 

La  quantité  cherchée  sera  donc  donnée  par  la  formule 
facile  à  comparer  aux  indications  du  galvanomètre  balistique. 
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CHAPITRE  IX. 


DÉVELOPPEMENT  DE  LA  LOI  ÉLÉMENTAIRE  DE  L'INDUCTION. 
LIGNES  DE  GLISSEMENT.  —  INDUCTION  UNIPOLAIRE. 


§  1.  —  Des  contacts  glissants. 

La  force  ëlectromotrice  élémentaire  d'induction,  edsds!^  en- 
gendrée par  l'élément  dsf  dans  l'élément  ds^  est  donnée  par  la 
relation  générale 

(i)     edsds' dt  = 8  \}'l    "     cos6cos6'-i cos co  j £& ^s'    . 

C'est  cette  égalité  (i)  que  nous  allons  discuter  plus  complète- 
ment que  nous  n'avons  eu  à  le  faire  jusqu'ici. 

I**  Supposons,  en  premier  lieu,  que  les  deux  éléments  ds  et  dsf 
fassent  partie  l'un  du  circuit  C  et  l'autre  du  circuit  C,  aussi  bien 
à  l'instant  t  qu'à  l'instant  t  -^  dt]  que  tous  les  paramètres  qui 
figurent  dans  notre  formule  varient  d'une  manière  continue.  On 
a  alors 

Z  ds  =  u  ds  dt, 
8  ds'  =  u'  ds'  dty 

u  et  u'  étant  deux  quantités  finies.  L'égalité  (2)  devient 

/1-4-X  I  — X        _        .A 

( cos  (o  -I cos  0  cos  0  ) 

\  ir  2/-  / 

/  il*  ,,  rf  /i  -t-  X  I  —  X       ^       ^A 

(2)        < J  -r  ( coscu-i cos 8  cos 0   I 

'  1       at  \  2r  ir  J 

%>  .,       /i-f-X  1  — X        .        .A, 

J        ( costoH cosO  cos8  )(a -I-  w  ). 

1  \   %r  ir  I 

1^  Supposons  que  l'élément  ds  fasse  partie  du  circuit  induit 


___5l«     ^/i-4-X  i-X 

~        7.       dt 
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aussi  bien  à  l'iDStant  t  qu'à  l'inslanl  {^t  +  dt)^  mais  que  l'élément 
ds!  ne  fasse  pas  partie  du  circuit  inducteur  à  l'instant  /  et  en  fasse 
partie  à  l'instant  [t-^dt).  Gela  peut  se  réaliser  de  la  manière 
suivante. 

Le  conducteur  C  renferme  au  temps  t  deux  parties  AB,  CD 
iJ^S'  ^^)  ^^  coupant  en  M,  qui  glissent  l'une  sur  l'autre  ;  au 

ÏMg.  33. 


temps  (^  -f-  dt)j  ces  deux  parties  sont  en  AB',  CD';  elles  se  cou- 
pent en  M^  Le  point  qui,  au  temps  t^  se  trouve  en  M  sur  le  con- 
ducteur AB  est  en  M|  au  temps(r-l-rf^)  ;  le  point  qui,  au  temps/, 
se  trouve  en  M  sur  le  conducteur  CD  est  en  M2  au  temps  (t-^dt). 
Les  deux  éléments  M|  M',  M'Mj  onl  été  introduits  dans  le  cir- 
cuit C  entre  les  instants  /  et  /  -1-  dt. 

Une  disposition  de  ce  genre  se  réalise  aisément  en  formant  un 
des  conducteurs  par  une  rigole  pleine  de  mercure,  l'autre  par  un 
fil  de  fer  plongeant  dans  ce  mercure. 

Soit  donc  A^  un  tel  élément.  Pour  cet  élément,  on  a 

oJ'=  J', 

aA.ç'=o; 


la  force  électromotrice  engendrée  par  l'élément  A^  dans  l'élément 
ds  a  pour  valeur  e  ds  A5',  et  l'on  a 

(3)       edstks'  dt  = J'(^ cosw-h  ^^^— aos^  cos^']  ds  ùis\ 

en  négligeant  des   termes  infiniment  petits  par  rapport  à  ceux 
que  Ton  conserve. 

La  quantité  eds^s'  n'est  plus  ici  de  l'ordre  de  grandeur  de 
ds^,  mais  simplement  de  l'ordre  de  grandeur  de  ds.  Cela  n'em- 
D.  —  m.  1 1 
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pêche  pas  la  somme  des  forces  électromotrices  d'induction  en- 
gendrées dans  Télément  ds  par  les  divers  éléments  du  conducteur 
G'  de  demeurer  finie,  car  il  ne  s'introduit  jamais  qu'un  nombre 
limité  d'éléments  dans  le  conducteur  C  entre  les  instants  t  et 
(^-f-  dt). 

y*  Supposons  que  l'élément  ds'  fasse  partie  du  circuit  C  aussi 
bien  à  l'instant  /  qu'à  l'instant  {t-\-dt)^  mais  que  l'élément  A5 
soit  introduit  dans  le  circuit  C  entre  ces  deux  instants.  On  pourra 
admettre  que  l'on  a,  pour  cet  élément  A5, 

0  A5  =  A.Ç, 

et  la  force  électromotrice  d'induction  engendrée  par  l'élément  ds' 
dans  l'élément  A*,  réduite  à  son  terme  principal,  aura  pour  va- 
leur 

(4)  e  ds  as  dt  = — —  J'( cosw -1-        —  cosO  cos6' )  A5  t/s'. 

L'ensemble  du  circuit  C  engendre,  dans  l'élément  A^,  une  force 
électromotrice  totale  C  A5,  et  l'on  a 

(5)  C  ^S  dt  = —  ^—  \S  I  y  ( COSd)  H cos6  cos0'W.ç'. 

Celte  force  électromotrice  n'est  pas  de  l'ordre  de  A5  ;  elle  est 
finie.  Ainsi,  tout  élément  introduit  dans  le  circuit  induit  entre  les 
instants  t  et  (t -\- dt)  est,  au  moment  de  son  introduction,  le 
siège  d'une  force  électromotrice  d'induction  de  grandeur  finie. 

Si  cette  force  électromotrice  finie  agissait  seule  dans  l'élément 
A5,  elle  y  engendrerait  un  courant  d'intensité  infinie.  Mais  elle 
n'agit  pas  seule  en  cet  élément  ;  lors  même  (ce  que  nous  suppo- 
serons) que  cet  élément  ne  renferme  pas  de  force  électromotrice 
thermo-électrique  ou  hjdro-électrique,  il  faut  tenir  compte  de  la 
force  électromotrice  engendrée  en  cet  élément  par  les  charges 
électriques  distribuées  à  la  surface  ou  dans  l'intérieur  des  fils 
conducteurs.  Si,  à  l'instant  (t -h  dt)^  la  fonction  potentielle  de 
ces  charges  a  pour  valeur  V  à  l'origine  de  l'élément  A5  et  V  à 
l'extrémité,  cette  nouvelle  force  électromotrice  a  pour  valeur 

6(V  — V). 

L'intensité  du  courant  qui  parcourt  l'élément  A^  sera  finie,  si 
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Ton  a,  aux  infiniment  pelils  près, 

ou  bien 

(6)     e(V  — V')rf/=  --^s  fj'(^^^cosoi-h^—^cos^cosb')ds\ 

Celle  différence  de  fonction  potentielle  doit  èXxe  finie. 

Il  est  aisé  de  comprendre  comment  cette  différence  finie  de 
fonction  potentielle  prendra  naissance  entre  les  deux  extrémités 
infiniment  rapprochées  de  l'élément  A5.  Si,  en  effet,  elle  n'existe 
pas  à  rinstant  t^  l'élément  A5  sera  parcouru  par  un  courant  d'in- 
tensité infinie,  qui,  en  un  temps  infiniment  court,  accumulera  une 
quantité  finie  d'électricité  positive  à  une  extrémité  de  l'élément 
A^,  et  une  quantité  finie  d'électricité  négative  à  l'autre  extrémité, 
ce  qui  assurç  aussitôt  l'existence  de  la  différence  finie  de  fonction 
potentielle  dans  le  sens  désiré. 

Si,  au  contraire,  l'élément  A5  fait  partie  du  circuit  C  à  l'in- 
stant /  et  n'en  fait  plus  partie  à  l'instant  {t-^-dt)^  il  est,  à  l'in- 
stant /,  le  siège  d'une  force  électromotrice  finie  ;  entre  l'origine 
de  cet  élément  et  son  extrémité  existe  une  différence  de  niveau 
potentiel  donnée  par  l'égalité 

e( V  —  V)  rf^  =  —  —  A5  fy  f î-^  cosw  -+-  i-—  cose  cosO'^  ds' , 

Supposons  que  le  conducteur  AB  glisse  sur  le  conducteur  CD 
{Jig*  34)  ;  le  point  de  contact,  qui  était  en  M'  à  l'instant  {t — rf/), 

Fig.  34. 


est  en  M  à  l'instant  /  et  en  M"  à  l'instant  (/  -|-  dt).  On  a 

s?  étant  la  vitesse  du  mouvement  du  point  M.  D'après  les  égalités 
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précédenles,  on  a,  aux  infioiment  petits  près, 


£(Vm'-Vm  )  = 


e(V«-V«.)=-  — "  fy{- 


512 
2 

5l« 


, /l  -4-X 


COSO) 


cosw 


cosô  cosO 

i-X 


2/' 


cosO  cos6 


On  déduit  de  là,  en  premier  lieu, 

Vm'  =  Vm'. 

La  fonction  potentielle  sur  le  conducteur  fixe,  aux  points 
infiniment  voisins  du  contact  glissant,  a  la  même  valeur  de 
part  et  d^ autre  du  contact  glissant.  , 

On  a,  en  outre, 

= V  I  J  ( cos  w  H cos6  cosO  |  as  , 

2      Jc'      \    'i 


X  '  —  ^       û       I 

-  cosw  H cosO  cos' 

2  r  2  r  / 


Entre  le  contact  glissant  et  les  parties  infiniment  voisines 
du  conducteur  fixe  s'établit  une  différence  de  niveau  poten- 
tiel proportionnelle  à  la  vitesse  du  contact  glissant  et  chan- 
geant de  signe  avec  cette  vitesse, 

4°  Nous  avons  supposé  que  les  paramètres  r,  cosw,  cos9,  cosV 
variaient,  avec  ^,  d'une  manière  continue  ;  cela  a  forcément  lieu 
pour  r,  mais  non  pas  pour  les  trois  autres. 

Supposons  qu'un  courant  arrive  par  un  conducteur  AB  {fig-  35), 

Fig.  35. 


B' 


A' 


au  temps  /,  en  un  autre  conducteur  présentant  deux  brandies,  BM 
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el  BN,  dans  lesquelles  les  inteosllés  sont  comptées  positivement 
dans  les  sens  BM  et  BN. 

Au  temps  (t  -+-  dt),  le  conducteur  AB  est  venu  en  A'B'. 

Les  deux  branches  en  lesquelles  le  courant  se  partage  sont 
maintenant  B'M  et  B'N. 

Envisageons  l'élément  de  conducteur  BB'.  A  l'instant  /,  le  sens 
de  cet  élément  était  le  sens  BB';  à  l'instant  (t -^  dt)^  ce  même 
élément  est  compté  dans  le  sens  B'B.  Il  a  donc  brusquement 
changé  de  sens.  Si  l'on  considère  un  autre  élément  rf^  quelconque, 
on  voit  que  les  paramètres 

cos(BB',  r),     cos(BB',  ds) 

auront  changé  de  signe  entre  l'instant  t  et  l'instant  (^  +  dt). 
Supposons,   en  premier  lieu,  qu'une  pareille   modification  se 

produise  en  un  point  de  l'inducteur.  Soil  ds'  l'élément  BB';  soit 

Jo  l'intensité  dans  la  branche  BM  dont  il  fait  partie  à  l'instant  t  ; 

soit  Jf  l'intensité  dans  la  branche  dont  il  faisait  partie  à  l'instant 

(t-hdt). 

Nous  désignerons  par  6^  et  cog  les  valeurs  qu'ont  ces  angles  à 

l'instant  T;  à  l'instant  (^  -f-  dt)^  ils  ont  les  valeurs  O^  +  tt,  Wq-I-tc. 

Nous  aurons  alors 

6J  =  Ji  —  Jo,  j 

8  COS0'  =  —  2C0SÔJ, 

8  cos  (o  =  —  2  cos  (Uq  ; 

les  autres  paramètres  subissent  des  variations  nulles  ou  infini- 
ment petites.  La  force  électromotrice  élémentaire  edsds!  engen- 
drée par  l'élément  ds!  dans  l'élément  ds  a  alors  une  valeur  donnée 
par 

(7)     edsds'  dt  =  ^— (JqH-  Ji)( costuoH cos 8  cosGJ,  \dsds\ 

Comme  la  force  électromotrice  représentée  par  l'égalité  (3), 

elle  n'est  plus  de  l'ordre  de  ds  ds\  mais  de  l'ordre  de        -   ■ 

5^  Supposons  maintenant  que  le  système  en  question  fasse 
partie  du  circuit  induit.  Au  moyen  de  notations  analogues,  nous 
trouverons  que  l'élément  BB'  est  le  siège  d'une  force  électromo- 
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trice  e  ds  ds!^  donnée  par  l'égalité 

(8)         eds  ds'  dt  =  31*  ( coswoH co%%  coiW  ]y  ds  ds' . 

^  \  7.r  ir  j 

Soit  u  la  vitesse  avec  laquelle  le  contact  glissant  se  meut  sur 
MN.  La  force  électromotrice  en  question  est  dirigée  dans  le  sens 
de  ce  mouvement  et  a  pour  valeur 

e  ds  ds'  =  51'  M  ( cos  wq  -\ cos Oq  cos  6'  )  J'  ds'. 

D'ailleurs, 

COS(Do  =  —  cos(  M,  ds')j 
cosOo  =  —  cos(m, /•). 

Donc,  lorsque  l'induit  renferme  un  contact  AB  dont  le  point  B 
glisse  sur  un  conducteur  MN  formant  dérivation  pour  un  courant 
qui  y  serait  amené  par  AB,  si  l'on  désigne  par  u  la  vitesse  du  dé- 
placement du  contact  glissant  B  sur  MN,  il  existe  entre  le  point  B 
et  le  point  où  se  trouvait  le  contact  immédiatement  auparavant 
une  force  électromotrice  d'induction  finie,  dirigée  en  sens  con- 
traire de  la  vitesse  u,  et  donnée  par  l'égalité 

(g)      C  =  31*  a^     cos(w,  ds')  H —  cosO'cos(m,  r)  1 JV*', 

■ 
la  sommation  s'élendant  à  tous  les  éléments  de  l'inducteur. 

Le  courant  devant  toujours  avoir  une  intensité  finie,  entre  les 

points  B  et  B'  devra  exister  une  différence  de  niveau  potentiel 

(V  —  V),  telle  que 

lo)  V— V'=  — ^^.\ 7- cos  (m,  t/^')  H cos6'cos(w,  r)  J  J'e/s'. 

Cette  différence  de  niveau  potentiel  entre  le  point  que  vient  de 
quitter  le  contact  glissant  et  le  point  où  il  se  trouve  à  l'instant 
considéré  s'établira  forcément,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  au 
no3. 

§  2.  — '  Induction  unipolaire. 

Ces  diverses  expressions  de  la  force  électromotrice  vont  nous 
permettre  immédiatement  d'expliquer  un  phénomène  qui  a  donné 
lieu  à  de  longues  controverses,  controverses  qui  sont  loin  d'être 
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encore  terminées;  nous  voulons  parler  du  phénomène  de  V induc- 
tion unipolaire, 

AA'  et  BB'  {Jig-  36)  sont  deux  conducteurs  circulaires  ayant 
même  axe;  CC  est  un  système  de  courants  qui  est  de  révolution 


Sio^ 


autour  du  même  axe  (pratiquement,  on  le  remplace  par  un  aimant). 
Sur  les  deux  conducteurs  AA',  BB'  vient  s'appuyer  un  troisième 
conducteur  MN  que  l'on  peut  animer  d'un  mouvement  de  rotation 
autour  de  l'axe  de  l'appareil. 

Nous  allons  chercher  la  condition  de  l'équilibre  électrique  sur 
le  système  formé  par  les  conducteurs  AA',  BB',  MN. 

Prenons  un  élément  ds  faisant  partie  de  ce  conducteur.  Il  est  le 
siège  d'une  force  électromotrice  d'induction  qui  a  pour  valeur  C  ds  ; 
lorsqu'on  passe  d'une  extrémité  de  cet  élément  à  l'autre,  le  niveau 
potentiel  varie  de  V  à  V.  La  condition  d'équilibre  électrique  s'ob- 
tient en  écrivant  que  l'on  a,  pour  chaque  élément, 

Cds-i-t(V  —  Y)  =  o, 

Considérons  un  élément  ds  du  circuit  induit  qui  ne  soit  pas  l'un 
des  éléments  balayés  par  un  des  contacts  glissants  entre  les  instants 
t  et  t-h  dt.  Cet  élément  étant  rigide,  on  a 

0  ds  =  o. 
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Grâce  à  la  forme  du  système,  on  a  aussi 


On  a  donc 


ety  par  conséquent, 


\^9  ds'  =  o. 

Cds  =  o 
V  =  V. 


La  /onction  potentielle  doit,  pour  Vcquilibrey  demeurer 
constante  le  long  de  tout  élément  du  système  induit. 

Au  voisinage  des  points  de  glissement  M  et  N,  des  éléments  sont 
introduits  dans  le  système  ou  en  sont  éliminés.  Entre  les  instants 
/  et  (/  -h  dt)^  le  conducteur  mobile  passe  de  MN  en  M'N'.  L'élé- 
ment MM'  est  introduit  dans  la  partie  AM  du  conducteur  AA'  et 
éliminé  de  la  partie  MA'  du  même  conducteur.  L'élément  NN'est 
introduit  dans  la  partie  BN  du  conducteur  BB'  et  éliminé  de  la 
partie  NB'. 

Soit  D^o  l'élément  MM'.   Soit  IIq  la  valeur  que  prend  7^9  ds\ 

lorsque  l'élément  ds  coïncide  avec  D^q.  La  valeur  W  de  la  fonc- 
tion potentielle  au  point  M  devra  surpasser  la  valeur  constante  U 
que  prend  la  même  fonction  sur  toute  la  partie  M'A' M'  du  cercle 
AA'  de  la  quantité 


I  D£o 


Soient  Ro  le  rayon  du  cercle  A  A'  et  ù  la  vitesse  angulaire  du 
mouvement  de  MN.  On  aura 

et 

(II)  W  — U=  iRoHoû. 

Soit  D5<  l'élément  NN'.  Soit  IIi  la  valeur  que  prend  ^y  rf^ 

lorsque  l'élément  ds  coïncide  avec  D^i.  Soit  R|  le  rayon  du 
cercle  BB'.  Entre  le  point  N  et  les  points  de  la  partie  N'B'B  du 
cercle  BB'  existe  une  différence  de  niveau  potentiel 

(II  6/5)  W  — V=  iRilliQ. 
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Les  égalilés  (11)  et  (1 1  bis)  fournissent  les  conditions  de  l'équi- 
libre électrique  sur  le  système  induit. 
Or  elles  nous  donnent 


(12) 


u  — v  =  -(R,n,— Rono)û. 


Ainsi,  entre  les  deux  cercles  A\!  et  BB',  il  existe  une  diffé- 
rence de  niveau  proportionnelle  à  la  vitesse  angulaire  du  mou- 
cernent  du  conducteur  MN  et  changeant  de  signe  lorsque  cette 
vitesse  change  de  sens. 

Supposons  qu'une  communication  autre  que  MN,  immobile, 
réunisse  les  deux  conducteurs  AA'  et  BB'.  L'équilibre  électrique 
ne  sera  plus  possible  sur  le  système  qui  sera  alors  parcouru  par 
un  courant. 

Soit  PQ  {fig'  37)  la  communication  immobile  en  question. 
Avant  l'existence  de  cette  communication,  le  système  tout  en- 


Fig.  37. 


^Sens 


tier  demeurait  parfaitement  invariable  de  forme  lorsqu'on  faisait 
tourner  MN.  Cette  parfaite  symétrie  de  forme  n'existe  plus  après 
l'addition  de  la  communication  PQ.  Le  système  repasse  seulement 
périodiquement  par  la  même  forme  à  chaque  révolution  du  sys- 
tème. L'intensité  du  courant  induit,  si  le  segment  MN  tourne  d'un 
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raouvemect  uniforme,  devra,  au  bout  d'un  temps  suffisant,  re- 
passer périodiquement  par  la  même  valeur  (*). 

Mais  supposons  ce  courant  induit  assez  faible  pour  qu^il  soit 
possible  de  négliger  l'induction  que  ce  courant  exerce  sur  lui- 
même  en  comparaison  de  l'induction  exercée  par  le  conducteur  GC. 
Dans  ces  conditions,  lorsque  MN  tourne  d'un  mouvement  uni- 
forme, voyons  quelle  est  l'intensité  des  courants  uniformes  et  pé- 
riodiques qui  traversent  le  système. 

Supposons  ce  régime  périodique  établi.  Un  courant  d'inten- 
sité J  traverse  MN  de  M  en  N.  Au  point  N,  il  se  partage  en 
deux  courants  :  l'un,  d'intensité  y,  passe  par  NBQ;  l'autre,  d'in- 
tensité y,  par  NB'Q.  Ces  deux  courants  se  rejoignent  en  Q  pour 
former  un  courant  d'intensité  J  marchantde  Qen  P.  En  P,  celui-ci 
se  partage  en  deux  courants  :  l'un,  d'intensité  /.  suit  le  parcours 
PAM;  l'autre,  d'intensité  /',  suit  le  parcours  PA'M. 

On  a 

J.      ••      •       •• 

en  vertu  du  lemme  de  Kirchhoff. 
Soient 

L  la  résistance  de  MN  ; 
m  la  résistance  de  NBQ; 
nJ  la  résistance  de  NB'Q; 
\J  la  résistance  de  QP; 
/  la  résistance  de  PAQ; 
/'  la  résistance  de  PA'Q. 

Soit  U(K)  la  fonction  potentielle  au  point  K. 
Dans  le  segment  MN  n'agit  aucune  force  électro motrice  d'in- 
duction. On  a  donc 

(«)  j^em(M)-U(N)]_ 


(*  )  On  ne  saurait  démoatrer  cette  proposition  ;  mais  on  peut  la  regarder  comme 
une  application  de  ce  principe  dont  Laplace  fait  un  constant  usage  dans  ia  Mé- 
canique céleste,  et  notamment  dans  la  Théorie  des  marées:  V  état  d*  un  système 
de  corps,  dans  lequel  les  conditions  primitives  du  mouvement  ont  disparu  par 
les  résistances  qu'il  éprouve,  est  périodique  comme  les  forces  qui  l'animent 
(Laplace,  Mécanique  céleste,  i"  Partie,  Livre  IV,  Chap.  III,  Art.  16). 
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Dans  NBQ  existe  une  force  électromotrice  d'induction 

on  a  donc 

.^  £[U(M)  +  U(Q)]-2R.ntQ 

Dans  NB'Q  ne  se  produit  aucune  force  électro motrice  d'induc- 
tion. On  a  donc 
/,^  E[U(N)-U(Q)] 

Dans  QP,  on  a 
(rf,  j^.[U(Q)-U(P)], 

Le 

Dans  PAM,  on  a 

,    ,                                    e[U(P)  — U(M)l-i-aRonoi2 
(e)  «=-!— ^ p-! 

Dans  PA'M,  on  a 

Les  formules  (6)  et  (e)  donnent 

,    ,  ,       6(/n-h/n')[U(N)— U(Q)]-2m'R,niû 

^^>  ^  = ;;^' 

Les  formules  (e)  et  (/)  donnent 
(h)  J=  jj, 

Les  formules  (a),  (rf),  (g),  (h)  donnent 

aQ[(m-h/nOrRono— (/H-pm^Rini] ^ 

~  /r(m-i-m')-hmm'(/4-/')H-(LH-L'K''i  -h  /n')(/ -r-  /')' 


ou  bien 


(12)  ., ,,, 

^     ^  II'  mm 


H .  -h  L  -+-  L' 


La  quantité 


/  H-  /'         /TU-  m 


//'  /n/?i' 


/-+-/'       m-^  m' 
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varie  périodiquement  avec  la  position  des  points  M,  N;  il  en  est 

de  même  des  quantités 

/'  m' 

/  -H  I  m  s-  m. 

On  a  donc  bien  une  intensité  qui  varie  périodiquement  avec  le 
temps,  la  période  étant  égale  à  la  durée  d'une  révolution  du  con- 
ducteur MN. 

En  général,  les  deux  cercles  sur  lesquels  se  meuvent  les  points 
M,  N  sont  constitués  par  deux  godets  de  mercure  de  résistance 
négligeable.  Les  quantités 

//'  mm' 

/-+-/''  m -h  m' 

sont  donc  négligeables  devant  L  et  L'. 

Soit  ci>o  le  potentiel  électrodjnamique  du  conducteur  CC  tout 
entier  sur  le  cercle  PAMA',  parcouru,  dans  le  sens  du  mouvement 
du  point  M,  par  un  courant  égal  à  l'unité;  soit  a)<  le  potentiel  élec- 
trodjnamique du  conducteur  CC  tout  entier  sur  le  cercle  QBNB', 
parcouru,  dans  le  sens  du  mouvement  du  point  N,  par  un  courant 
égal  à  l'unité.  Nous  aurons 

ci>o  =  it:  RoHo» 

L'égalité  (12)  deviendra 

il/  r  m'      \ 

7:\       l  -^  f  '  fn-h  m  / 

ou,  en  désignant  par  T  la  durée  d'une  révolution 

(i3)  J  =  ?f  1 r  1^0  /  .  if  —  ^i >  )  • 

Si  la  durée  de  la  révolution  est  très  petite,  et  si  l'on  fait  passer 
le  courant  dans  un  galvanomètre,  on  observera  seulement  son  in- 
tensité moyenne 

I    r  '•^'' 

3  =  ~   /         Jdt. 

D'après  l'égalité  (i3),  cette  intensité  a  pour  valeur 

^  COQ         I       /''«•^■^     /'     ^^   .  0)1         I       r'--^'^       m:       ^^ 

L  -4-  J-i   TT 1  ,  /  /  ^-  /  L  4-  L   TT  T ./,  /n  -h  /n 

•0  >o 
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Évaluons  l'intégrale 


4-/ 
On  a 


v 


:,  Qdt. 


r  arc  P  A' M         arcPA'M 


l+V       arcPA'MA  27c  Ro 

rfarcPA'M 

Qdt  = 5 

Ko 

L'intégrale  en  question  a  donc  pour  valeur 

On  peut  supposer  que  l'on  prenne  pour  époque  Iq  le  moment 
où  le  point  M  part  du  point  P  dans  la  direction  PA.  On  a  alors 

(arcPA'M),^,,      =27cRo, 
(arcPA'M)/=/,4-T=  o. 

L'intégrale  cherchée  a  donc  pour  valeur  ir, 

f.4-T        f, 


Q  dt  =  Tz, 


De  même 


i 


,ildt  =  TZ. 


m  -4-  m 
0 


On  a  donc 


L'intensité  moyenne  du  courant  engendré  est  en  raison 
inverse  de  la  durée  de  révolution  du  conducteur  tournant. 

Si  Ton  renverse  le  sens  du  mouvement  de  ce  conducteur,  ioq 
et  (A)|  changent  de  signe  sans  changer  de  grandeur.  Donc 

L'intensité  moyenne  du  courant  engendré  change  de  signe 
sans  changer  de  grandeur  lorsqu'on  renverse  le  sens  de  la  ro- 
tation sans  en  modifier  la  vitesse. 

Si  l'on  observe  que  l'on  a 

if)Q  =2irRono, 
wi  =  sirRiIli, 

ilT  =  2TT, 
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on  voit  que  \di  force  électromotrice  moyenne,  qui  donnerait  nais- 
sance au  courant^  dans  une  résistance  (L+L'),  aurait  pour 

valeur 

E  =  (Rono— R,ni)û. 

Elle  est  liée  à  la  différence  du  niveau  potentiel  qui  existerait 
entre  les  deux  cercles  BB'  et  AA.'  si  la  communication  PQ  n'exis- 
tait pas,  par  la  relation  suivante,  qui  résulte  de  Tégalité  (i^), 

e(V-U)  =  E. 

Nous  allons  faire  usage  de  la  formule  (i4)  pour  le  cas  particu- 
lier où  le  courant  de  révolution  GC  est  un  solénoïde  limité  ayant 
pour  axe  l'axe  des  deux  cercles.  Nous  supposerons  le  pôle  aus- 
tral a  du  solénoïde  ab  tourné  vers  le  haul.  Il  est  facile  de  voir 
que,  s'il  était  tourné  vers  le  bas,  tous  les  cflets  que  nous  allons 
décrire  changeraient  de  sens  sans  changer  de  grandeur.  Nous  dis- 
tinguerons trois  cas  : 

i"*  Le  solénoïde  ne  perce  le  plan  d^ aucun  des  deux  cercles 

Calculons  ci>o  et  o)|. 

Supposons  que  le  conducteur  MN  tourne  de  gauche  à  droite. 


Sois 


D'un  point  quelconque  du  solénoïde,  on  voit  la  face  positive  du 
cercle  PAMA'  et  la  face  négative  du  cercle  QBNB'. 

Soient  ^^o  et  W^  la  valeur  absolue  des  angles  sous  lesquels 
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d'un  point  du  solénoïde  on  voit  les  cercles  PAMA'  et  QBNB'.  Le 
polenliel  électrodynamique  du  solénoïde  sur  le  cercle  PAMA' 
aura  pour  valeur,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  Chapitre  précédent, 

^  étant  la  puissance  du  solénoïde . 

De  même,  le  potentiel  électrodynamique  du  solénoïde   sur  le 
cercle  QBNB'  aura  pour  valeur 

v/-2 


(«5) 


La  formule  (i4)  deviendra  donc 

4> 


s  =  4i 


/ 


'1 


T  L 


>[^'oa  +  ^'la-Wo6~Vl/.J. 


Si  les  deux  cercles  sont  très  petits,  les  quatre  quantités  entre 
crochets  seront  très  petites,  et  r intensité  du  courant  induit  sera 
sensiblement  nulle. 

2**  Le  solénoïde  ab  perce  le  plan  de  l'un  des  deux  cercles, 
par  exemple  du  cercle  inférieur  {^g-  89 ). 


La  direction  ba  traverse  alors  une  fois  le  plan  de  ce  cercle  en 
passant  de  la  face  négative  à  la  face  positive.  On  a 

V2 
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et  la  formule  (i4)  devient,  dans  ce  cas, 


(,6) 


J  = 


%    I 


7t^^ 


oa 


'06 


WiaH-V,A-f-4^J. 


(Î7) 


/â  T  L  +  L' 
Si  les  deux  cercles  sont  très  petits,  elle  devient 


j  =  4^" 


v/^ 


T    L-1-1/ 


Le  courant  marche  du  cercle  inférieur  au  cercle  supérieur 
dans  le  contact  tournant  : 

Si  la  rotation  a  lieu  de  gauche  à  droite; 

Si  le  pôle  austral  du  solénoïde  est  dirigé  vers  le  haut  ; 

Si  le  solénoïde  perce  le  plan  du  cercle  inférieur. 

En  renversant  une  de  ces  conditions,  on  renverserait  le  sens 
du  courant. 

L'intensité  du  courant  est  proportionnelle  à  la  puissance  du 
solénoïde;  elle  est  en  raison  inverse  de  la  durée  de  révolution 
et  de  la  résistance  des  conducteurs  qui  réunissent  les  deux 
cercles.  Elle  ne  dépend  point  d'autres  variables. 

3°  Le  solénoïde  perce  les  plans  des  deux  cercles  {fig.  ^o). 

Fig.  4o- 


OP" 


La  direction  ba  traverse  le  plan  de  chaque  cercle  en  passant  de 
la  face  négative  à  la  face  positive.  On  a  donc 

V2 


/2 
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el  la  formule  (i4)  devienl 

Si  les  deux  cercles  sont  très  petits,  r intensité  du  courant 
induit  est  très  petite. 

On  voit  donc  que,  dans  le  cas  où  les  deux  cercles  sont  très  pe- 
tits, le  courant  d'induction  n'a  point  de  valeur  notable  à  moins 
(jue  l'un  des  pôles  du  solénoïde  ne  soit  entre  les  deux  cercles,  el 
l'autre  en  dehors  des  deux  cercles.  De  là  le  nom  d'induction 
unipolaire  donné  par  W.  Weber  à  cette  classe  de  phénomènes. 

Lenz,  W.  Weber,  M.  F.-E.  Neumann,  M.  Felici  ont,  à  plu- 
sieurs reprises,  vérifié  expérimentalement  Texacliludc  des  lois  que 
nous  venons  d'établir. 


D.  —  HI.  12 
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APPENDICE  AU  LIVRE  XIII. 

COMPARAISON  DE  LA  LOI  ÉLÉMENTAIRE  DE  L'INDUCTION  PROPOSÉE 
PAR  M.  VON  HELMHOLTZ  AVEC  LES  LOIS  PROPOSÉES  PAR  D'AUTRES 
AUTEURS. 


§  1.  —  Énumération  des  diverses  lois  proposées  pour  l'induction 

électrodynamique. 

Nous  avons  vu  que.  si  6  ds  ds  est  la  force  éleciromotrice  d'induction  en- 
gendrée dans  rélément  conducteur  ds  par  réiément  de  courant  de  lon- 
{^ueur  ds'  et  d'intensité  J',  on  a 

(i)      edsds'dt  =—  --  o    (  ^-i— Icoso)  -h  -^^^  cosOcosO' )  J'rf^rfs'   . 
^  '  '2      [  \    'ir  2/'  /  J 

Cette  loi  élémentaire  de  l'induction  a  été  donnée  explicitement  par 
M.  H.  von  Helmholtz  en  1874  (*). 

Mais  d'autres  lois  de  l'induction  avaient  été  auparavant  proposées  par 
d'autres  auteurs. 

W.  Weber(*),  qui  proposa,  le  premier,  en  i84(î,  une  loi  élémentaire 
de  l'induction,  était  parvenu,  en  s'appuyant  sur  ses  idées  relatives  à  l'ac- 
tion mutuelle  des  particules  électriques  en  mouvement,  à  la  formule  sui- 


(')  H.  VON  Helmholtz,  Ueàer  die  Théorie  der  Elektrodynamik.  Drilte  Ab- 
handlung  :  Die  elektrodynamischen  Kràfte  in  bewegten  Leitern  {BorchardCs 
Journal  far  reine  und  angewandie  Mathemalik.  Ed.  LXXVIIl,  p.  278;  187^. 
Helmholtz  wissenschafiliche  Abhandlungen,  l.  I,  p.  702). 

(')  W.  Weber,  Elektrodynamische  Maassbestimmungen;  i*  Heft  :  Abhand- 
lungen  Leibnitzens  Gesellschafts.  Leipzig,  1846.  On  trouvera  un  exposé  précis 
et  correct  des  idées  de  W.  Weber  dans  F.-E.  Neumann,  Vorlesungen  iiber  elek- 
trische  Strôme  (Teubner,  1884 ).  L'exposé  de  Maxwell  (^Traité  d'Électricité  et 
de  Magnétisme,  t.  II,  p.  557  de  la  traduction  française)  renferme  de  graves  er- 
reurs qui  ont  été  reproduites  dans  Mascart  et  Joubert  (  Leçons  sur  l' Électricité 
et  le  Magnétisme,  t.  I,  p.  685),  et  dans  Jamin  et  Bouty  {Cours  de  Physique, 
t.  IV,  fasc.  II,  p.  4-^'>)- 
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vante 

j    ,,  ,  J^Mcosecose'  dJ' 

e  ds  as  al  = \ -rr 

2  (         r  dt 

(2)   \  —    [acos(t^,  <;?/)  —  3cos0'cos(i>,  r)]f 

-H  [•>cos(p',  ds')  —  3cos6'cos(t'',r)]t''  1  —  cos6  j  dsds'  dt, 

V  étant  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut  l'élément  ds,  et  v'  la  vitesse  avec 
laquelle  se  meut  Télément  ds\ 

i\I.  F.-E.  Neumann  s'est  surtout  occupé  de  la  loi  intégrale  de  Tinduction 
exercée  par  un  courant  fermé  et  uniforme  sur  un  conducteur  fermé  par- 
couru par  un  courant  uniforme.  Néanmoins,  d'après  M.  Garl  Neumann  (>), 
la  lecture  attentive  de  certains  passages  (>)  de  ses  deux  Mémoires  sur  l'in- 
duction, écrits  en  i845  et  1847,  montre  que  F.-E.  Neumann  adoptait  pour 
loi  élémentaire  de  Tinduction  la  Iqi  exprimée  par  la  formule  suivante 

e  ds  ds'  dt  =  '^yR^ds  ds'  dt 

Ut 

(3)     { 

^     ^  3i^dr  /i-hl  i-X 


—    cosco  H cos6  cosO  )  ds  ds  dt. 

1    dt  \   ir  'xr  I 


Dans  celle  formule,  R  désigne  la  quantité  suivante 
(4)  R  =  —  (  -  cos8  cosô'— costo), 

en  sorte  que,  comme  nous  le  verrons  bientôt,  ^dsds'  désigne  la  force  rt'- 
pulsive  qui  s'exerce,  d'après  la  loi  d'Ampère,  entre  les  deux  éléments  ds 
et  ds' y  chacun  d'eux  étant  parcouru  par  un  courant  d'intensité  égale  à 
Tunité.  Quant  au  facteur  X,  M.  F.-E.  Neumann  hésitait  pour  lui  entre  les 
valeurs  H-  i  et  —  i . 
M.  Cari   ^eumann  (')  a   proposé,  de  son  côté,  une  loi  élémentaire  de 


(*)  Carl  Neumann,  i><e  elektrischen  Kràfte.  Darlegung  und  Erweiterung 
der  von  A.  Ampère,  F,  Neumann,  W.  Weber,  G.  Kirchhoff,  entwickelten  ma- 
thematischen  Theorien.  Erster  Theil  :  Die  durch  die  Arbeiten  von  A,  Ampère 
und  F.  Neumann  angebahnte  Richtung,  p.  219-223.  Leipzig,  1873. 

(^)  F.-E.  Neumann,  Die  mathematischen  Gesetze  der  inducirlen  elektrischen 
Strôme.  Schriften  der  Berliner  Akademie  der  Wissenscha/ten ,  fUr  i845; 
Berlin,  i846  (fin  du  §  1).  —  Ueber  ein  allgemeines  Princip  der  mathemati- 
schen Théorie  inducirlen  elektrischer  Strôme.  Lu  à  TAcadémie  des  Sciences  de 
Berlin  le  9  août  1847-  ^i*!'!*,  i848  (les  trois  premières  pages  du  §  4). 

(')  C,  Neumann,  Die  elektrischen  Kràfte,  p.  218.  —  Ueber  die  den  Kràften 
elektrodynamischen  Ursprungs  zuzuschreibenden  Elementar gesetze  {Abhand- 
l  ungen  der  Kôniglichen  Sâchsischen  Akademie  der  Wissenscha/ten.  Math. 
Phys.  Classe,  Bd.  X). 
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l'induction,  représentée  par  la  formule 

edsds'dt=  —  yR-!-dsds'dt-h^^  L  (S2ll  ^'')  y ds ds' dt 

di  1    ds  \    r      dt  I 

^^^  51*  cosecosO'  d\  _,    ,,  ^ 

j_  ds  as  dt, 

•i  /•  dt  ' 

formule  qui  peut  encore  s'écrire 

j    jfj  51*. .Costa — cos  6  co?  6'  c^r   ,     ,,  , 

e  ds  ds  dt  =  -  -  J 1-  ds  ds  dt 

.  .  ,  y^  ^'  dt 

(5  bis)        { 

51*  cosO    a  ,,,        ft,,    ,     , ,  , 

-—(y  co%^')dsds'dt. 

X       r     dt  ' 

M.  H.  von  Helmholtz  (^)  a  montré  qu'en  supprimant  une  des  hypo- 
thèses sur  lesquelles  repose  la  déduction  de  M.  Garl  Neumann,  on  trou- 
vait la  forme  plus  générale 

,    ,,  ,  5l*,,cosa)  —  cos0cos6'f/r   ,     ,,  , 

eds  ds  dt  =^      - —  J   ;: =-  ds  ds  dt 

'1  r*  dt 

^x     I  51*  cos9   d  ...        Af  .  »v    f     > 

(6)    <  j-Ocos^'ds')dsdt 

^  'i       r     dt 


r  I  —  (cos6  cosO  —  coso))  ds  ds     dt. 


Dans  le  cas  où  l'on  fait  X  =  —  i,  cette  formule  devient 

,     ,,  ,  51*,. COSO)  —  cosBcosO'  dr   ,    ,,  , 

i  eds  ds  dt  =      —  J -y-  ds  ds  dt 

]  '1  r*  dt 

(7)  < 

J  :^*  cosO   d      ,        A,  .  ,v   ,     ,, 

f  r(y  oos\i  ds)dsdt, 

[  2.       r      dt^                   ^           ' 

qui  ne  diffère  de  la  forme  (5  bis)  adoptée  par  M.  Garl  Ncumann  que  par 

le  terme 

J^*  cosOcosO'  ^,dds'        ,. 

J  — ; —  ds  dt . 

2,  r  de 

R.  Glausius  (*),  à  son  tour,  a  donné  une  loi  élémentaire  de  l'induction, 


(')  H.  VON  Helmholtz,  loc.  cit.,  §  20  :  Dos  Inductionsgesetz  unter  Vorausset- 
zung  ausschliesslicher  Giiltigkeit  des  Ampèreschen  Gezetzes,  équation  (86). 

(')  R.  Glausius,  Die  mechanische  Wàrniettieorie,  2*  édition,  Bd.  II.  Mecha- 
nische  Behandlung  der  Electricitàt,  chap.  X  :  Amvendung  des  neuen  elektro- 
dynamischen  Grundgesetzes  au/  die  zwischen  linearen  Strômen  und  Leitern 
slattfindenden  poiideromotorischen  und  electromotorischen  Krà/te,  p.  298. 
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déduite  de  ses  idées  sur  la  loi  fondamentale  de  rÉlectrodynamique,  et  re- 
présentée par  la  formule  suivante 


iedsds-dt=-^dsds-dl±  (j'^) 

(8)  ^  31»  j,  fà   .  co8(P,  ds'^_à   .' cos(P,  ds)!  ^^  j^,^^ 

'  1       [  OS  r  os  ''  j 

51*      ,  â    cosu)   ,     ,  , 

-f-  —  PL  J  "w  as  as  . 

À  '       os       r 

Dans  celte  formule,  v  et  v'  sont  les  vitesses  des  éléments  ds  et  ds': 
{JL  est  une  constante  dont  la  valeur  est  inconnue.  On  remarquera  que  la 
force  électromotrice  donnée  par  la  formule  de  Glausius  à  la  différence 
des  forces  électromotrices  proposées  par  d'autres  auteurs  ne  dépend  pas 
seulement  du  changement  de  position  relative  des  deux  éléments  ds  et  eb' 
l'un  par  rapport  à  l'autre,  mais  de  leur  mouvement  absolu  dans  Tespace. 

Sans  examiner  ici  les  théories  qui  ont  fourni  ces  formes  multiples  de  la 
loi  d'induction,  comparons  entre  elles  les  conséquences  de  ces  diverses  for- 
mules. 


§  2.  —  Application  de  ces  diverses  lois  à  l'induction  par  seule  variation 

d'intensité. 

Kxaminons  d'abord  le  cas  où  un  courant  inducteur  est  maintenu  immo- 
bile en  présence  d'un  élément  induit  également  immobile.  Nous  trouvons, 
d'après  les  diverses  lois  indiquées,  les  valeurs  suivantes  pour  la  force 
électromotrice  induite  dans  cet  élément  : 

!•  Lois  d'/Ielmholtz  [formule  (i)]:  de  F.-E.  Neumann  [formule  (3)]: 
de  Cari  Neumann-Helinholtz  [formule  (6)]  : 

(o)        Ea5  = ds  I  { cosw  H cosO  cos8  )  -^  ds . 

'^^  2       J   \   ar  2r  /  dt 

2°  Lois  de  Weber  [formule  (a)];  de  Cari  Neumann  [formule  (5)]  : 

,      ,  „  ,  51»        r  cosB  cosO'  dV   , , 

(lo)    i  Eds  = ds  \ ,-  ds  . 

'  7.       J  r  dt 

3"  Loi  de  Clausius  [formule  (8)]  : 

T..  51»        rcoscorfi'     ,      51*      ,    r,,  d    coso)   ., 

(il)       Eds— ds  \    -17 (^^-^ H^^^Z-^Vi  ^^• 

^     '  L       J        r      dt  %   ^     J       os       r 

Commençons  par  étudier  cette  dernière.  Supposons  que  l'inducteur  pré- 
sente au  point  P  un  point  anguleux  (Jls^.  40-  Lorsqu'on   passe  par  ce 
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point,  TaDgle  u)  saute  de  la  valeur  (&>'  à  la  valeur  ta'.  Nous  aurons  alor 


/'■è°-^*=(''^)>'' 


cosw  —  cos 


0)'        /•  cosoj  dJ'    ,  , 
"      J       r      ds 


p  étant  la  distance  du  point  P  à  l'élément  ds. 
Ou  bien  le  conducteur  est  fermé;  ou  bien,  s'il  est  ouvert,  l'intensité  du 

Fig.  4'. 


p'. 


courant  est  nulle  aux  deux  extrémités;  on  a  donc 


/j,CO£<oV 


cl  la  formule  (ii)  peut  s'écrire 

coscij  dy 


Eds 


=-?-/ 


dt 


ds' 


2 


,.,/eïï 


cosu)  dy 


ds 


jds' 


21'       ,  -,  costo  —  costo 
—  u  dsio 


Supposons  que  le  courant  inducteur  soit  uniforme,  cas  auquel 

dy 

et  calculons  la  force  électromotrice  intégrale  induite  dans  un  conducteur 
fermé.  Cette  force  aura  pour  valeur 


^'-'iflT%^^-^"'f 


cosco  —  cos  eu 


ds^ 
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tandis  qu'elle  doit  avoir  pour  valeur 

%^  r  rcosoj  dy 


'''iii 


,    dsds'. 
dt 


La  loi  de  Glausius  n'est  donc  acceptable  que  si  Ton  a 

fX  =  o. 
La  formule  (ii)  devient  alors 

.  „   ,  51'    ,     /*  cosoi  dy    ,  , 

(il)  Eds  — ds    \ j-  ds  . 

2         J       r      dt 

Nous  remarquerons  marinlenant  que  la  formule  (9)  renferme  comme  cas 
particuliers  les  formules  (10)  et  (12).  Il  suffit,  pour  en  déduire  la  for- 
mule (10),  de  donner  à  X  la  valeur  —  i,  et  pour  en  déduire  la  formule  (la), 
de  donner  à  X  la  valeur  1. 

Si  nous  nous  souvenons  [Introduction,  Ghap.  I,  égalité  (6)]  que 

cosco        cosôcosO'_        d^r 
r  r         '^       ds  ds'  ' 

nous  verrons  que  les  trois  e\pressions  (9),  (10)  et  (12)  de  Eds  deviennent 
équivalentes  dans  le  cas  particulier  où  l'inducteur  est  un  courant  fermé 
et  uniforme.  Toutes  les  lois  proposées  conduisent  donc  au  même  résultat 
pour  l'induction  entre  courants  fermés,  uniformes  et  immobiles. 

§  3.  —  Comparaison  de  ces  diverses  lois  élémentaires  avec  la  loi 

intégrale  de  l'induction. 

Nous  allons  maintenant  discuter  ces  lois  pour  le  cas  où  il  y  a  mouve- 
ment des  conducteurs.  Auparavant,  nous  commencerons  par  introduire, 
dans  la  loi  de  Glausius  donnée  par  la  formule  (8),  l'hypothèse  {x  =  o,  sans 
laquelle  nous  savons  qu'elle  serait  inacceptable.  La  formule  qui  exprime 
cette  loi  deviendra  alors 


(i3) 


1e  ds  ds'  dt  = ds  ds'  dt  -j-  (  y ) 
2                    dt\         r     ) 

21*  ,,  fd    vcos{v,ds')        d    v' co^iv',  ds)'\    ,     ,,   . 

-\ •  J   ^i ,  ,   — ds  ds  dt. 

2        \ds  r  ds  r  J 


Supposons  l'inducteur  fermé  et  uniforme,  l'induit  ferme,  et  cherchons 
dans  quelles  conditions  la  force  électromotrice  intégrale  d'induction  don- 
née par  les  formules  (2),  (3),  (5),  (6),  (i3)  aura  la  valeur 


(i4) 
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iidmisc  comme  certaine  depuis  les  travaux  de  M.  F.-E.  Neumann    et    de 
W.  Weber. 

1"  Loi  de  Clausius. 

Soit  P  un  point  où,  sur  l'induit,  existe  une  ligne  de  glissement.  En  ce 
point,  la  vitesse  v  varie  d'une  manière  discontinue;  la  grandeur  géomé- 
trique qui  la  représente  passe  brusquement  de  V\  di  v^\  l'angle  w  varie  de 
(tii  à  CD}.  En  ce  point  s'introduisent  des  éléments  nouveaux  A^j,  A^j.  On  a 

ô    vcos(v^cls'),        fj  cos^t'j,  fl^5') — Vicos{Vi,  ds') 
—  cls  =  j 


/â    ecosCi' 
as  7 


r 


,ds 
d-r- 


f  ^^  (y  'j2pi\  ds  =  J^  Jr  ':5pds-  fy'-^  -^ ds 


,,    I    /                 A5,  A5î\ 

I     -     I  COS(Ui   -; h  COSCO*    -=-   )• 

/•  \  ^  dt  '  dt  1 


Soit  de  même  P'  un  point  où  l'inducteur  présente  une  ligne  de  glisse- 
ment. Nous  aurons 


/ 


â    v'  cos {v\  ds)        __  f ',  cos (  v'^ ,  ds)  —  v\  cos(  v\ ,  ds  ) 

— -  lis  — 

ds  r  r 


et 

La  formule  (i3)  donne  donc 

cai  =  -^i(r  ff'-2î'^dsds-\ 

-^-  •»    /'rcosw/r/S5       dy\    ,     ,, 

+  ^s\fS^p  ds  -  Ss',_  f^^'^'^.  ds\ 

-H  ^  j'  [., dt  f  •;!!îU!ldfJ  ds_ ., d,  f  'J^li:^  ds] 
_  |!  j'  [.;  d.  f  îfUi^  ds  ^-  .;  dt  f  :2l(ïluln  ds] . 
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Ce  résultat  didère  notablement  de  celui  qui  nous  est  présenté  par  Vé- 
galilé  (i4)-  Pour  que  ces  résultats  concordent,  il  faut  et  il  suffit  : 

Que  Tinducteur  et  l'induit  ne  présentent  pas  de  lignes  de  glissement,  ce 
qui  fait  disparaître  les  trois  derniers  termes  du  second  membre; 

Que  rinductcuret  l'induit  soient  inextensibles,  ce  qui  fait  disparaître  le 
deuxième  terme  du  second  membre. 

Donc,  pour  que  la  loi  de  Clausius  concorde  avec  la  loi  de  Vinduc- 
tion  entre  courants  fer  mes  et  uniformes  j  il  faut  et  il  suffit  que  Vindnc- 
teur  et  l'induit  soient  formés  de  fils  inextensibles  et  dépourvus  de 
contacts  glissants. 

2*  Loi  de  Weber, 

Soient  dl  et  dl'  les  éléments  de  chemin  parcourus,  pendant  le  temps  di^ 
par  un  point  de  chacun  des  éléments  ds  et  ds'.  L'égalité  (2)  pourra  s'écrire 

.     ,  ,  ,        ^M  »   '^'*  <fr  dr 

e  Us  ds  dt  =  —  <  -  - — r-,  -r- 

2    (  r  as  as    dt 


[( 


'^^Ô7d~l~â7,  âîjdi 


/        d*/*        àr  Or\  dl  \   \    <>/*,,/     ,     ,  ,  , 

(  *^''  T-r-{T, TT  -rr»  )  -r     -ï  -r  J  :  ds  ds  dt. 

\      ds  ôl'       Os    01  /  dt  j  /•»  Os 


Nous  aurons  alors 


2     dt  J,  J.  r  Os  Os'     ^    ^ 

J.  J,-  '•^  \    t^s'Ol'       2  Os'  01' J  Os    dt 

Nous  allons  transformer  cette  expression. 

Nous  marquerons  la  position  d'un  point  sur  l'induit  non  par  l'arc  s  qui 
lui  correspond  à  l'instant  /,  mais  par  l'arc  a  qui  lui  correspondrait  à  un  in- 
stant arbitrairement  choisi  ^0;  nous  marquerons  de  même  la  position  d'un 
point  sur  l'inducteur  non  par  l'arc  s'  qui  lui  correspond  à  l'instant  tj  mais 
par  l'arc  7'  qui  lui  correspondrait  à  l'instant  /q* 

Soient  da,  da'  les  longueurs  des  éléments  ds,  ds'  à  l'instant  to.  Nous 
pourrons  écrire 

^«  dJ' 


l  2     dt  J^  J^.  r  Os  Os' 


.   Or   Or\  dl  Or   ,     .  , 

o<s'oi  —  i  ^œ'  ôî)  TTt  Ô~^ 


qi,P        r    r  '    f     '^^'^         '   ^'*   Or\dl'  àr     .     .  , 

iLy^yô7M'--.ô^'oi')dtT.'^''^'- 

•-  CT   •'  H  \  ' 
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Considérons  la  quantité 


Jn  Jn'  r 


I    d^r    àr  dl   ,     ,  , 


„^^r  âa'âl  â^  dt 

(T  ^  (f 


On  peut  l'écrire 

d  /i  dr  dr\  dl 


LLTiicri  £)  7t  '^^  ''"'-LL  %  ji  ij-  9  5i  '''*' 


D'ailleurs, 


On  a  donc 


d  /i  dr\  __\    d'/'  I    âr  ()r 

âl\r  di)  ~  7'  dudl  ""  r»  dâ  57  ' 

f   r  /i    d«r i_  dr   àr\  ^  ^^  ^    .  . 

nd    /i  dr  dr\  d/    ,   ^  , 

X  J<r   V'  à<J  01        2/-»  d<r  âl  )  dfj'  dt  ^"^       ' 


Considérons  maintenant  la  quantité 


JnX   ' 


i    d^r    âr  dl    ,    .  , 
;  -r  dddd . 


^  ^^  f  àcfâl  Ô7    dt 


On  peut  écrire 


I  âr  dr   dl  ^  d   /i  âr  âr  df\ 
'r  âî  â^  di  ~  âi\7'âi  â^'  dt ) 


/ 1     d*  r  1    âr  âr  \  âr  d! 

\r  dddar'  ~"  r*  dâ  d?/  d?  "dt 


I    dr  dr    d'/ 


r  â<3'  âl  âcfât 

La  quantité 

I  âr  âr  dl 

r  âî  â^'  di 


varie  d'une  manière  continue  le  long  du  circuit  s^  sauf  aux  points  où  ce 
conducteur  présente  des  contacts  glissants.  Supposons  qu'il  présente  en  P 

un   contact  glissant.   Les   quantités  jj  y  -n  y  passent  des  valeurs  l-rj)^ 

(-) 

\dtJo 


(^.)    aux  valeurs  (J)^.  (g)^^ 
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\ous  aurons  donc 

« 

r    r\    d^r   dr  dl    ,    ,  , 

""  [dijt  X  r  [ai),  57  ''^'^  \dt)o  X  r  (57)0  5?  ''"' 

^    C   C  (l  —'-  _  1  ^  ^^  ^  f^  d^dfT' 
XK  V'  <^^<^^'       r*  à(j  dfj'J  dl  dt 

al  dr  ôr    d^l     .     ., 


et 


c     dr  dr\  dr  dl 
^ .   ,  \  /•  fJar  dl        9. 


(«7) 


XX  V'  ànd^'       '>'r^  ^^  àrs'l  dl  dt 

r   r  \  dr  dr    d^l     .     ,  , 
''J.XrrTl^'d^t'^''^'' 

GoQsidérons  enfin  la  quanlité 


f  f- 


I     d^r    dr  dl    ,     ,  , 

-r  dl  dl  . 


r  d(3d<3'  dl  dt 

•^  fj  ^'  TT 

On  peut  écrire 
I     d^r    dr  dl 


r  du  du 
La  quantité 


àr  dl  _d^/i  àr  dr  dl\  ^  /\_    d^r  ^\_   dr^dr\dr  dl 
'  dl  dt  "  du'  \r  dh  dl  7t)'^  \r  dTdî  '^  7^  d?  dl )  du  dt 


I  dr  dr  dl 
r  du  dl   dt 


variant  d'une  manière  continue  ]e  long  du  contour  s\  ou  a 

ni    d»  r    dr  dl  ^    ,  , 

~     XJn  \^  à7dï~'^  d^'  dî)  di  di 


et 


(18) 


r  r  (l  ^'^ L  !^  ^\  'lu  ^  d  d  ' 

\  ___  r  c (i  à^f^  _  «  ^  ^\^  tu  d  d  ' 

\  "   X  X  V'*  ^^'^^    ^*  ^«^^  ^^  /  ^^  ^^      ' 
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Les  égalités  (i6).  (17),  (18)  donnent 

CCfi     d^r  I      dr  âr\àr  dl 

""JJ    \r  di'dl       2r«  di'  dljdi  dt  '^'''^'' 


Nous  avons  de  même 


C   C  (\    à^r  \    dr  dr\àr  dl'         ,  , 


XJaXr  dtsdl'        2rî  <^(T  (^/7  dfj'  dt  ' 

t 

i  r   r  (^     ^^f"  i     dr  dr\  dr  dl'    .     .  , 

■  ~~XX  Vr  5ïd?  ~  Ï7«  5?  5Ï';  W  dl  '''"^'- 

Soit  P'  un  point  où   l'inducteur  présente  un  contact   glissant.  En  ce 
dr       dl'  ,  .  /dr\  /dl'\  ,  fdr\ 

et  (  -T-  j  •  Si  donc  on  remarque  que 


(ly  bis) 


■"  d7  \r  d<j  dl'   di) 

/\    d^r         I    dr  dr\  dr  dl        1    dr  dr 
""  V7'  dTdT  '~r^d^  W)  di'dt'^rJi'dP 


i_   d^  ^^ 

r  Jôd?  Wdi  ^ 

I    dr  dr   d^l' 


d(s'df 
on  trouve  l'égalité 

C  Cd    ^^^ L  ^'  ^''  \  ^''   ^E  i    I  ' 


(18^15) 


/rf/'\      r\drfdr\    ^        /dl'\      ridr/dr\     , 

=  -'[-di)J^  r  57  (  J7'j/^-^UJoi  7.  os  [dF)/' 
r  r  \  dr  Or  d'-r   ^    , . 

"-/X/'^c^/^^/^'^''- 


t-'d^-'a 
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Les  égalités  (i6  6/s),  (ly  bis),  (iSbLs)  donnent 

r  r/i     â^r  ï      âr  dr\  dr  dV.    ,  , 
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(19  6«) 


/dr\      r\àr(ôr\     .        /dV\      riôr/ôr\    ^ 
^\di),X  7  ôs  U'j/^-UJoi  -r  Ts  \ôl)/' 


I  dr  âr    dW 


r  r  i   àr  dr 


dd'Ot 


ddd^'. 


Considérons  le  contact  glissant  P  de  Tlnduit  (^^.  42).  Il  est  en  P  à  Tin- 
stant  /.  A  rinstant  (/  -r  dt),  ce  contact  glissant  est  en  D.  Les  deux  points 

Fig.  42. 


du  conducteur  qui  étaient  en  contacta  l'instant  /  sont,  à  l'instant (^ 
en  Po  et  Pj.  On  a 

PPo  =  rf/o,         PPi  =  <i/,,         Pon  =  Aço,         nP,=  A5,. 


dt)y 


Exprimons  que  les  deux  contours  PPoTT,  PPiII  ont  nieme  projection  sur 
la  droite  r.  Nous  aurons 

-(S.(a--(^:).-'(l),(aO,-(£), 

et,  par  conséquent, 

^^^^       \di)o\àî)o''\di)Sàî),^['dI  V^/o"*"  dt   \à^)i\' 
De  môme 
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En  vertu  fies  égalités  (19),  (19 ôw),  (20),  (20  6m),  l'égalité  (i5  6m) devient 

,,Aîo    ri  (dr\    dr 

•^      • '.  X  ''  W*  ^^'  ^^'^'  "^  ^«'  ^'  <^^  ^</  ' 

Il  «»«J|   facile  de  voir  que  cette  égalité  peut  encore  s'écrire 


(21) 


\  '2       ./^  ^^.  r  Vd5  dl'  âs'Ot   ^  Os'  âl  Os  dt)    '    ^' 


De  cette  égalité,  il  résulte  que  la  loi  de  Weber  ne  concorde  pas,  en 
ènéraU   lorsque  l'inducteur  et  l'induit  sont  mobiles,  avec  la  loi  de 
F-E.  Neumann, 


A'»-' 


V*  Loi  de  F,-E.  Xeumann.  —  D'après  la  formule  (3)  on  a 

'  ■"  ~  'cUjJ  \-^r-  cosco-H  -— cosO  cosO'j  dsds'. 

D'après  l'égalité  (4) 

ï^  =  -^  (^cosOcosô'—coswj. 

Or  on  a  [Introduction,  Ghap.  I,  égalités  (5)  et  (7)] 

cosO  =—  ~,  cose'=  —, 

as  ds' 


cos 


—  —  /dr  dr  d*r  \ 

'^"       \dJ  d7'"^''d7d?/ 


COMPARAISON  DES  DIVERSES   LOIS   d'iNDL'CTION.  I91 

On  voit  donc  aisément  que  l'on  peut  écrire 

1 
I     d^r^ 

«  =  ^^'15757" 

ou  encore 

i        1 

Étudions  la  quantité 

qui  peut  encore  s'écrire 

(23 Am)  a^""   I     I     ^^,^  dr:d^'. 

On  a  identiquement 


dr^    d^r^         d  (  dr^  à  A  \        d 


dt    d<J  â<j'  ~~  OtJ  \  dt     dd'  )    '    dj'  \  dt     â<J  J       dt  \  dv    7}V 
Nous  avons  donc,  d'après  les  égalités  (aS)  et  (aS  bis) 


a^  0" 
Mais  on  a 


(25)         \ 

I     r  \  dr   /dr\     ,  , 
^hirôI'KdiJo'^' 


et 


(a5  bit) 


4./    r  ds  \dtji  iJs  r  ds  \dt  ,K 
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do  . 

Soit  r-l-  -y-  dt  la  distance  du  point  II  à  l'élément  ds'.  On  aura,  sur  Tin- 
at 

cluit 


do 
dt 


'dt^-i"^')   dl-^('S)   A., 


et  aussi 


Donc 


do    ,         / dr\     ,         /àr\    . 
-;-  dt  —^  i  -,    )   df  —  {  -     ]   A.V  . 
df  \dt)x  \osJi 


De  même,  sur  Finducteur 


dt 
dt 


l-mAO,^-->^{%K-:] 


Les  égalités  (25)  et  C25  bis)  deviennent  donc 


_    A.¥o     r  \_  Or  /Or\  ^h_    f  1  ^^''  f  ^\     I  ' 

~  f^dtj^.  r  ds  \às)o       "^  '(dtj^..  r  Os'  \0s  ) i        ' 

(26/.»!       •'c.C^''V'^^     0.J 

_   A5;     r^àr/Or^\  A^f',     f  ^  àr  f  âr^\ 

~  \dl  J.  ?  Os  \os'  ^     ""'  i///./.  /■  (^i-  V<^57,  *• 

En  vertu  des  égalités  (26)  et  (2G  6w  ),  l'égalité  (24)  devient 

.'..V     </'  Jt  [.',.',.<//'  /•  07  01-, I 

f  J^  r  as   \Os'/o  dt  J^  r  Os  \0s' J i       J 


\s 
dt 


A5 

dt 


»  •     • 


ce  qui  peut  encore  s  écrire 


En  vertu  de  cette  égalité  (27),  l'égalité  (22),  où  Ton  peut  donnera  X  une 
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valeur  arbitraire,  par  exemple  la  valeur  — i,  devient 


,,y|^cose^cos6'^^,Y 


__:^2   d  /      r  reosOcosô' 
•}.    dt 


La  loi  élémentaire  de  V induction  donnée  par  M,  F,-E.  Neumann 
conduit  donc  en  toutes  circonstances  à  la  loi  intégrale  de  l'induction 
entre  courants  fermés  et  uniformes  donnée  par  le  même  auteur  (^). 

4*  Loi  de  M.  Cari  Neumann.  —  D'après  l'égalité  (5),  la  loi  de  M.  Cari 
Neumann  donne 

c=-^^.§ffS2î^a,ds'-yffK^dsds- 


7 'iJM'^i) '•"•■• 


ou  bien,  en  vertu  de  la  formule  (27), 


(i8) 


2 


La  quantité 


(*(><;  0  dr 


r      dt 


varie  d'une  manière  continue  le  long  du  contour  s\  sauf  aux  points  où  ce 
contour  présente  des  contacts  glissants.  Supposons  que  le  coniour  s'  pré- 
sente en  P'un  contact  glissant  où  -j-  passe  de  la  valeur  (  ^  )    à  la  valeur 

(-=-)•  Nous  avons 
dtfx 

r  d    /cosO  dr\    ,,       c.os{)\fdr\         / dr\    1 

Xc:s'[—  di  )■'''  = -r[[di)o-[dï),\- 

Mais  nous  savons  que 


(•  )  C'est  cvideminent  par  erreur  (|iie  M.  C.  Neumann  {Die  elektrischen  Kràfte, 
p.  1^7)  énonce  cette  proposition  que  la  loi  élémentaire  de  M.  F.-E.  Neumnnn 
iir  concorde  avec  sa  loi  intégrale  que  dans  le  cas  où  rinduclcur  ne  présente 
aucun  contact  glissant. 

D.  —  lie.  i3 
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La  formule  (28)  devient  donc 

En  comparant  cette  formule  ù  la  formule  (M)^  on  arrive  au  résultai 
suivant  : 

Pour  que  la  loi  élémentaire  de  l'induction  donnée  par  M,  Cari 
Neumann  concorde  avec  la  loi  intégrale  de  l'induction  entre  courants 
fermés  et  uni/ormes  donnée  par  M.  F.-E.  Neumann,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'inducteur  ne  présente  aucun  contact  glissant  (*). 

5°  Loi  de  M.  Cari  Neumann,  m,odiJiée  par  M,  H.  von  Helmholtz.  — 
La  formule  (6)  donne 


îo) 


il'  n- X   d  /.,  r  TcosOcosô' — coso) 
7,       1      dt 


'  C   /'^^osOcosô' — COSO)  ,  ,  A 


Si  l'on  observe  que  l'on  a 

oosO  cos6' 


et  si  l'on  tient  compte  des  égalités  (28)  et  (29),  l'égalité  (3o)  donnera 

C^-!^^VyfJ^S21^dsds' 

__5i«    /A£i   rcoso^cosO        ^s\   rcosO;  cose         r  /^cosOcose'     5j<'\ 

"2       l^rf/  J^  r  ^'^  dt  ,1  r  '^JsJj'  r  ^'^   ' 

Cette  égalité,  comparée  à  légalité  (\\)y  montre  que, /?oar  que  la  loi 
de  M.  Cari  Neumann  modifiée  par  M,  H.  von  Helmholtz  concorde  avec 
la  loi  intégrale  de  l'induction  entre  courants  fermés  et  uniformes 
donnée  par  M.  F.-E.  Neumann,  il  faut  et  il  suffit  que  l'inducteur 
soit  formé  de  fils  inextensibles  sans  contact  glissant. 

(*)  M.  Cafl  Neumann  énonce  par  erreur  {Die  elektrischen  Kràfte,  p.  227) 
que  la  loi  élémentaire  de  rinduction  qu'il  propose  concorde,  en  toutes  circon- 
stances, avec  la  loi  intégrale  de  l'induction  entre  courants  fermés  et  uniformes 
donnée  par  M.  F.-E.  Neumann. 


*—* 


LIVRE  XIV. 

LES   FORCES  ÉLECTRODYNAMIQUES  ENTRE  COURANTS 

LINÉAIRES. 


CH4PITRE  PREMIER. 

ÉNERGIE  INTERNE  D'UN  SYSTÈME  DE  COURANTS  LINÉAIRES. 


§  1.  —  Théorèmes  fondamentaux  sur  l'énergie  interne  d'un  système 

de  courants  linéaires. 

Lorsqu'un  système  électrisé  ne  renferme  pas  de  courants, 
l'expression  de  l'énergie  interne  de  ce  système  est  connue.  Si  l'on 
désigne  cette  énergie  interne  par  U,  on  a 

(I)  EU  =  Er+W-f.2](®-Tg)y, 

r  étant  l'énergie  interne  du  système  à  l'état  neutre; 
W  le  potentiel  électrostatique  ; 
q  une  des  charges  électriques  que  porte  le  système; 
8  une  quantité  qui  dépend  de  la  nature  du  corps  où  se  trouve  la 
charge  q  et  de  sa  température; 

enfin  le  signe  \]  s'étendant  à  toutes  les  charges  électriques  du 

système. 

Cette  expression  n'est  plus  démontrée  pour  le  cas  où  le  système 
renferme  des  courants.  Nous  admettrons  toutefois  que  la  varia- 
tion d'énergie  interne  d'un  système  qui  renferme  des  cou- 
rants est  égale  à  la  variation  de  la  quantité  U  calculée  par  la 
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formule  précédente,  toutes  les  fois  que  les  conducteurs  tra- 
versés par  les  courants  demeurent  immobiles  et  que  le  flux 
électrique  qui  traverse  chaque  élément  de  ces  conducteurs 
demeure  invariable  de  grandeur  et  de  direction. 

Cette  hypothèse  forme  le  point  de  départ  de  l'étude  de  la  quan- 
tité de  chaleur  dégagée  par  un  courant  thermo-électrique  ou  hv- 
dro-électrique  (t.  I,  p.  552). 

Cette  hypothèse  entraîne  la  conséquence  suivante  : 
L'énergie  interne   d'un  système  qui    renferme  des  courants  u 
pour  expression 

(a)  EU  =EV-4- W  +2(e  -T^®)^  -Kl-, 

la  quantité  U'  demeurant  constante  si  les  divers  conducteurs  qui 
composent  le  système  demeurent  immobiles  et  si  les  divers  cou- 
rants qui  traversent  ces  conducteurs  demeurent  constants. 

Tout  d'abord,  la  manière  même  dont  est  introduite  la  quantité  L  ' 
montre  que  la  quantité  U'  doit  se  réduire  à  zéro  si  tous  les 
courants  que  renferme  le  système  viennent  à  s^évanouir. 

La  quantité  U',  comme  la  quantité  U,  doit  dépendre  exclusive- 
ment des  quantités  qu'il  est  nécessaire  et  sufHsant  de  connaître  à 
tout  instant  pour  que  l'état  du  système  soit  lui-même  connu  à 
tout  instant.  N'bus  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

La  quantité  U'  ne  dépend  pas  des  dérivées  par  rapport  au 
temps  de  coordonnées  des  divers  points  matériels  du  système, 
ni  des  dérivées  par  rapport  au  temps  des  intensités  des  cou- 
rants qui  traversent  le  système. 

Cette  proposition  entraîne  une  première  remarque  fondamen- 
tale sur  la  nature  de  la  quantité  U'. 

Parmi  les  paramètres  qui  définissent  le  système  se  trouvent  non 
seulement  la  forme  et  la  position  des  conducteurs  qui  le  com- 
posent, non  seulement  les  intensités  des  courants  qui  traversent 
ces  conducteurs,  mais  encore  l'état  physique  et  chimique  des  con- 
ducteurs et  les  charges  d'électricité  libre  qu'ils  portent.  Or  la 
proposition  précédente  entraîne  cette  conséquence  : 

La  quantité  U'  dépend  uniquement  de  la  forme  et  de  la  po- 
sition des  conducteurs  qui  composent  le  système  et  des  inten- 
sités des  courants  qui  les  traversent. 
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Soient  en  effet  a,  p,  . . .,  X  les  paramètres  qui,  joints  à  la  forme 
et  à  la  position  des  conducteurs,  aux  intensités  des  courants  qui 
les  traversent,  achèvent  de  déterminer  Tétat  du  système,  c'est- 
à-dire  ses  propriétés  physiques  et  chimiques  et  la  distribution 
qu'y  affecte  l'électricité  libre.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  de  la 
quantité  U',  cette  quantité  ne  doit  pas  varier  si  les  paramètres  a, 
Pj  . . .,  )w  varient  seuls,  en  sorte  que  l'on  doit  avoir 

quelles  que  soient  les  valeurs  des  variables  dont  dépend  l'état  du 
système,  et  quelles  que  soient  les  valeurs  de  </a,  </p,  . . .,  cCk, 

On  doit  donc  avoir,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  variables 
dont  dépend  l'état  du  système 

àU  d\}'  d\}' 

^=0,         -^=0,         ^=0, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Cette  démonstration  ne  serait  plus  valable  si  la  fonction  U'  dé- 
pendait des  dérivées  par  rapport  au  temps  des  coordonnées  et  des 
intensités;  on  ne  pourrait  plus  dire,  en  effet,  que  l'égalité 

a  lien  quelles  que  soient  les  valeurs  des  variables  dont  dépend 
l'état  du  système;  elle  aurait  seulement  lieu  dans  le  cas  où  les  dé- 
rivées par  rapport  au  temps  des  coordonnées  et  des  intensités  se- 
raient supposées  égales  à  o. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  l'énergie  interne  d'un  système 
électrisé  et  parcouru  par  des  courants  suffit  pour  assurer  la  légi- 
timité des  raisonnements  renfermés  dans  les  Chapitres  suivants. 
C'est  donc  à  titre  de  pure  curiosité  que  nous  allons  pousser 
plus  avant  l'étude  de  la  quantité  U^ 

§  2.  —  Dôtennination  plus  complète  de  la  quantité  U'. 

La  détermination  de  la  quantité  U'  ne  saurait  être  poussée  plus 
avant  si  l'on  n'invoquait  l'hypothèse  suivante  : 
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La  quantité  U'  est  de  la  forme 

ds  et  ds'  étant  deux  quelconques  des  éléments  qui  composent  le 
système,  et  çp  une  quantité  qui  dépend  de  la  position  mutuelle 
des  deux  éléments  ds  et  ds!  et  des  intensités  i  eti'  des  courants 
qui  circuler\t  dans  ces  deux  éléments. 

Le  signe  ^  indique  une  sommation  qui  s^ étend  à  toutes  les 

combinaisons  distinctes  que  Von  peut  former  en  prenant  deux 
à  deux  les  éléments  des  divers  conducteurs  du  système. 

La  première  proposition  que  nous  démontrerons  est  la  suivante  : 

La  quantité  ^  est  proportionnelle  au  produit  JJ'  des  inten- 
sités J  et  J'  des  courants  qui  traversent  les  éléments  ds  et  ds'. 

Soient  en  effet  J4  et  J2  deux  quantités  telles  que 

j  =  j,-i- j,. 

Regardons  l'élément  ds  soit  comme  un  élément  unique,  par- 
couru par  un  courant  d^ntensité  J,  soit  comme  Tensemble  de  deux 
éléments  juxtaposés,  l'un,  dst  parcouru  par  un  courant  d'inten- 
sité J|,  l'autre  ds2  parcouru  par  un  courant  d'intensité  J3.  La  va- 
leur de  U'  doit  évidemment  demeurer  la  même  dans  ces  deux 
manières  de  voir.  Or  la  substitution  de  la  seconde  manière  de 
voir  à  la  première  a  pour  effet  de  substituer  dans  U'  l'ensemble 
des  termes 

au  terme  unique 

On  doit  donc  avoir,  de  quelque  manière  que  soit  composé  le 
système 

Soient  C|  le  conducteur  dont  fait  partie  l'élément  ds;  C^,  •  •  v 
Ca  les  conducteurs  qui  forment  le  reste  du  sjstème.  On  aura 

y^(j,j')rf5'=  f  ^(J,J\)ds\-^  f  ^{j,y,)ds',^...-^  f  ^(hy,)ds'„, 

^^  «^c,  */c,  «^^c. 


(î) 
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L'égalité  précédente  devient  donc 

A?(Ji+Jt,j'.)-?(j.,j',)-?(Jt,j',)]rf»', 

«/G, 

-»-  A?(Ji+Ji,Ji)-?(j.,Ji)-?(Ji.Ji)i^i 


c. 


Supposons  qu'on  laisse  au  circuit  G^  sa  forme,  mais  que  les 
circuits  Cs,  . . . ,  C^  soient  infiniment  éloignés.  Le  premier  terme 
de  la  somme  précédente  conservera  sa  valeur.  Les  autres  devien- 
dront égaux  à  o.  L'égalité  précédente  devant  subsister,  on  aura 
sûrement 


(4) 


y  [?(Ji+J«,Jl;-?(Ji,Ji}-?(J-,Ji)]rf*'i  =  o. 


Ramenons  ensuite  le  circuit  C^  à  sa  position  primitive.  L'éga- 
lité (3)  nous  donnera 

r[cp(Ji  +  j„j;)-y(Ji,Ji)-(p(j„j;)]^,; 

-t-  /'iT(Ji+j„Ji)-<?(Ji,j;)-T(J„j;)]rf*i  =  o, 

ou  bien,  à  cause  de  l'égalité  (4), 

(5)  r[?(J.H-J.,Ji)-'p(Ji,Ji)-?(J.,j;)]A;  =  o. 

L'ensemble  des  égalités  (4)  et  (5)  démontre  la  proposition  sui- 
vante : 

Uintégrale 

y[?(  Ji + j»,  j')- ?(Ji,  j')- ?(  Ji,  j')]  ûfe', 

étendue  à  une  courbe  fermée  quelconque,  à  laquelle  appartient 
ou  n^ appartient  pas  Vêlement  ds^  est  égale  à  o. 

Cette  proposition  exige  que  l'on  ait 

(6)  ?(j,4-j„j')-<p(Ji,j')-?(j«,j')=^*(j',^',y,'5'), 
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x'^y^z'  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  rélémcnt  dsf  et  4» 
une  fonction  uniforme  de  J',  x'y  y^  -s';  cette  fonction  qui  peut 
aussi  dépendre  des  paramètres  relatifs  à  l'élément  ds. 
Mais  on  a 

Le  premier  membre  de  Tégalité  (6)  ne  dépendant  pas  de^,>  il 
doit  en  être  de  même  du  second.  On  a  donc 

4>  ne  dépend  pas  de  i'. 

Cela  étant,  considérons  dans  le  système  un  élément  ds'  par- 
couru par  un  courant  d'intensité  nulle.  On  doit  obtenir  pour  U' 
la  même  expression,  que  l'on  considère  cet  élément  comme  étant 
dans  le  système  ou  n'y  étant  pas.  Cela  entraîne  évidemment  cette 
conséquence  : 

L'intégrale 

<p(J,o)ûîs, 


/■ 


étendue  à  une  courbe  fermée  quelconque,  est  égale  à  o. 
On  en  déduit,  en  vertu  de  l'égalité  (6), 

ou  bien 

(7)  J^ix',y,z')ds  =  0, 

C  étant  une  quantité  indépendante  de  la  position  de  l'élément  ds!, 
C  peut  dépendre  de  la  forme  du  circuit  auquel  appartient  l'élé- 
ment ds. 

Posons 

C 


r     -^ 

et 

<f>j  r=  <(>  —  ' 

Nous  aurons 

(W>,         d^ 

ds'  ~'^s' 
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L^égalilé  (6)  pourra  s'écrire 

(66«)         o(J,  + J„J')~cp(J„J')~<p(J„J')=  '^'^'^y  ""^^ 

el  Ton  aura 

riulégration  s'étendant  à  un  contour  quelconque.  Cette  condition 
exige  que  Ton  ait 

j;,^,  z  étant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'élément  ds  et  W  une 
fonction  uniforme  de  J4,  J2,  Xjj^j  z. 
L'égalité  (6)  devient  alors 

?(Jl-4-J„J')~o(Ji,J')-?(Jî,J') 

_    â*^    cUi  d^W    dJj        d^^    dx         (?«V  dy        d»^    dz 

~~  dJids'   ds        dJ^ds'   ds        àxds'  dx        dyds'  ds        dzds'  ds 

Le  premier  membre  ne  dépendant  pas  de  -^>  -^j  il  doit  en  être 
de  même  du  second.  On  a  donc 


d^W  d^W 


dlxds'"^'         d^tàs'"^' 

ce  qui  nous  prouve  que  le  second  membre  de  l'égalité  (6)  est  in- 
dépendant de  J|  et  de  Jj. 
Cela  étant,  posons 

L'égalité  (6)  nous  donnera 

/(Ji-*-J«>J')  =  /(Ji,J'), 
quel  que  soit  J2;  par  conséquent,  la  quantité 

est  indépendante  de  J.  On  démontrerait  de  même  que 
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est  indépendant  de  J^,  ce  qui  donnerait 

(8)  <p(J,  J')=  AJJ'-f-  BJ  H-  GJ'-t-  D, 

A,  B,  C,  D  étant  quatre  quantités  indépendantes  de  J  et  de  J'. 
De  cette  égalité  (8),  nous  déduisons 

T(Ji  H-  Ji,  J')-  ?(Ji,  J')-  ?(Jti  J')  =  -(CJ'-t-  D). 

I^e  second  membre  de  Inégalité  (6)  étant,  comme  nous  TavoDs 
|)rouvé,  indépendant  de  J',  on  voit  que  Ton  a 

C  =  o. 

On  prouverait  de  même  que  Ton  a 

B=^o 
et,  par  conséquent, 

(9)  o(J,J;=AJJ'-f-D. 

lilnvisageons  un  élément  que  ne  parcourt  aucun  courant.  On  ne 
doit  pas  altérer  la  valeur  de  U',  soit  que  Ton  regarde  cet  élément 
comme  faisant  partie  du  système,  soil  qu'on  le  regarde  comme 
ne  lui  appartenant  pas.  Or  la  première  manière  de  voir  augmente 
la  valeur  de  U'  de 


On  doit  donc  avoir 


0  =  0 


e!,  par  conséquent, 

(lO)  *    cp(J,J')=:  AJJ'. 

C.   Q.  F.   D. 

Démontrons  ensuite  celte  seconde  proposition  : 

La  quantité  A  change  de  signe,  sans  changer  de  grandeur, 
lors ju! on  renverse  le  sens  de  parcours  de  Vun  des  éléments 
d.s\,  d^ , 

Supposons  que  Ton  renverse  le  sens  de  parcours  de  l'élément  ds. 
La  quantité  A  devient  A'.  La  quanlilé  J  se  change  en  — J.  La  va- 
leur de  U'  ne  .doit  pas  changer.  On  doit  donc  avoir 


2AJ'^*'  =  -y  A'J'f/5', 
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quelles  que  soient  les  positions  des   éléments  d^  et  les  intensi- 
tés J'.  Cela  ne  peut  avoir  lieu,  en  général,  que  si  l'on  a,  comme 

nous  Pavons  annoncé, 

A  =  — A'. 

Cette  proposition  démontrée,  imaginons  un  système  formé  de 
n  circuits  i,  2,  • . .,  /i.  Supposons  que,  dans  le  circuit  i,  Pinten- 
sîté  varie.  L'énergie  interne  du  système  subira  la  variation 

ûU  =  oU'=    ToJ,  dsx  Taj;  ds\  -H  fùi^dsi   Taj;  ds'^  -h  ... 


J'  3J|  dsi  I  AJ/2  ds'„. 


Cette  variation  doit  être  de  l'ordre  des  quantités  ôJi;  ces  quantités 
€*lant  des  fonctions  continues  quelconques  de  l'arc  s,  on  en  déduit 
facilement  la  proposition  suivante  : 


L'intégrale 


Çkï  ds\ 


eîtendue  à  un  circuit  quelconque,  auquel  appartient  ou  n'ap- 
partient pas  r élément  ds,  est  finie. 

Nous  admettrons  que  la  quantité  A  s'exprime  en  fonction  uni- 
forme de  /',  6,  6-,  (o  et,  par  conséquent,  de  r,  cosÔ',  cosô,  cosw; 
nous  pourrons  suivre  alors,  pour  déterminer  la  quantité 

A(r,  cosO,  cos6',  cosio), 

la  voie  qui  a  été  suivie,  aux  Chapitres  II  et  III  du  Livre  XIII,  pour 
déterminer  la  fonction  ç(r,  cos8,  cos8',  cosco). 

En  suivant  les  raisonnements  donnés  au  Chapitre  IlduLivreXUI, 
nous  établirons  que  l'on  a 

(11)  A  =/'(r)cosO  cosÔ'-f-^'(r)cos(D, 

ce  qui  nous  donnera,  pour  valeur  de  l'énergie  interne  d'un  sys- 
tème qui  renferme  des  courants  linéaires  quelconques, 

(12)  E  U  =  EV  +  W  -f-2  (^  ~  T  ^)  y 

-i-eV  JJ' [/'(/•) cos6cose'H-^'(r)  COSO)]  rfsûfe', 

/\r)  et  g^{r)  étant  deux  fonctions  inconnues  de  la  distance  r. 
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A  ce  résullal  nous  ajouterons  la  proposition  suivante  : 

On  peut  déterminer  la  forme  des  fonctions  f  {r)  et  g'{r)  en 
suivant  une  marche  analogue  à  celle  qui,  au  Chapitre  III  du 
Livre  JCIII,  nous  a  permis  de  déterminer  la  forme  des  fane- 
tions  f{r)  et  g{r). 

Reprenons,  en  effet,  notre  système  formé  des  circuits  1,2,  . . . ,  /i. 
Si  l'intepsité  varie  dans  le  circuit  i,  l'énergie  interne  du  système 
variera  de 

3u  =  Aji  dst  Ta j;  ds\  ■+■  ToJi  dsi  r Aj;  ^;  -h . . . 

Si  les  circuits  2,  .  ..,  n  sont  infiniment  éloignés  du  circuit  i, 
cette  variation  doit  se  réduire,  quelles  que  soient  les  quantités 
oJ|,  à 

/  oJi  dst  I  AJ',  ds\, 

ce  qui  exige  que  Ton  ait 

TaJi  dsi  f  fs.r^ds\  =0, 


/  SJ,  dsi  I  X3'„  ds'n  =  o, 

quelles  que  soient  les  quantités  ôj^ ,  pourvu  que  les  circuits 
2,  . . .,  n  soient  infiniment  éloignés  du  circuit  i.  Nous  déduisons 
aisément  de  là  que,  si  l'élément  ds^  s'éloigne  au  delà  de  toute 
limite,  les  quantités 

/  AJi  c?5j,     . ..,       /  \y„  ds'n 

doivent  tendre  vers  o,  quelles  que  soient  les  quantités  J!,,  . . .,  J^. 
Une  nouvelle   application   du  raisonnement   employé  au  dé- 
but du  Chapitre  III  du  Livre  Xlll  montrera  alors  que  les  deux 
fonctions  f'{r)  et  g'{r)  doivent  tendre  vers  o  lorsque  r  croit 

au  delà  de  toute  limite  et  devenir  infinies  comme  -  lorsque  r 

tend  vers  o. 
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A  ce  résultai,  ajoiilons  les  hypolhèses  suivantes  : 
Les  deux  fonctions  f'{r)  et  g'{r)  sont  de  la  forme 

J    \     f  ,.  p^  pm 

r*  ^    t         P  P^  Pi, 

et  des  raisonnements  analogues  à  ceux  que  nous  avons  employés 
an  Chapitre  III  du  Livre  Xlll  nous  donneront 

(13)  A=  B'/-^^^cosecosO'-hi±AcoswV 

\     '?.r  ir  I 

IV  et  )/  étant  deux  constantes  inconnues. 

L'expression  de  l'énergie  interne  d'un  système  renfermant  des 
conducteurs  linéaires  traversés  par  des  courants  sera 


/  -h  Eir  y  JJ'  (  -!-— ^  cosO  cosO'-T-  ^-^^  costo') 
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CHAPITRE  U. 

L4  LOI  I>E  JOULE  DANS  LES  COtRA>TS  DINTENSITÉ  VAIUABLE. 


La  loi  de  Joule  donne  le  dëgagemenl  de  chaleur  produit  par  le 
passage  d'un  courant  permanent  et  constant  dans  un  fil  homogène, 
dont  tous  les  points  sont  à  la  même  température,  qui  laisse  passer 
réiectricité  sans  subir  aucun  changement  d'état  physique  ou  chi- 
mique et  qui  est  immobile.  Sir  W.  Thomson  et  M.  H.  von 
Helmholtz  ont  complété  cette  loi  en  tenant  compte  l'un  du  cas  où 
le  fil  n'est  pas  homogène  et  ne  présente  pas  partout  la  même  tem- 
pérature, l'autre  du  cas  où  se  peuvent  présenter  des  changements 
d'état  (t.  I,  p.  553). 

La  loi  ainsi  complétée  est  la  suivante  : 

SI  un  élément  ds  du  fil  est  le  siège  dUine  Jorce  électromo- 
trice  C  ds,  et  s'il  est  traversé  par  un  courant  d'intensité  J,  // 
est,  pendant  le  temps  dt,  le  siège  d'un  dégagement  de  chaleur 
^/Q  tel  que  l'on  ait 

EdQ=  (c-T  ^~\  J  ds  dt. 

La  quantité  de  chaleur  d^dé gagée  par  le  système  pendant 
le  même  temps  a  pour  valeur 

la  sommation  s'étendant  à  tous  les  éléments  du  système. 

C'est  cette  loi  que  nous  allons  d'abord  étendre  à  un  systèmp 
(juelconque  de  conducteurs  immobiles  traversés  par  des  courants 
quelconques. 

Nous  allons  en  chercher  les  conséquences  en  supposant  que  la 
température  soit  la  même  en  tout  point.  Cette  hypothèse  a  seule- 
ment pour  but  d'abréger  les  calculs;  elle  n'est  pas  indispensable 
au  développement  de  la  théorie. 


U) 
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Cherchons  la  valeur  de 

C  ds  dt. 

L'élément  ds  renferme  une  force  électromolrice  hjdro-électrique 
Tj  ds.  Soient  6  et  B'  les  valeurs  de  la  fonction  6  en  ses  deux 
extrémités.  Soient  V  et  V  les  valeurs  de  la  fonction  potentielle 
aux  mêmes  points.  La  force  électromolrice  Hl  ds^  étrangère  à  l'in- 
duction, dont  l'élément  est  le  siège,  a  pour  valeur 

ré/5  =  7|^-h[(eVH-e)-(ÊV'-f-e'}]. 

La  force  électromotrice  d'induction,  dans  le  même  élément,  a 
pour  valeur  C"  ds^  et  l'on  a 

Cdsdt=lS{^y  dsds'), 

^  désignant  la  quantité 

/(r)  cos6  CCS 6' H-  ^(r)  cosco 

et  le  signe  ^^  s'étendant  à  tous  les  éléments  ûf^'du  système  autres 

que  ds. 

Les  conducteurs  étant  immobiles,  on  a 

8  y  (4>J'c/5rf«')  =  <//</*>' [/(r)cosecose'-+-^(r)cosa)]  -^  d$\ 
On  a  donc  finalement 

1  _._  _._  /7|' 

I  -4-c?^\^J  ds^^  [/(r)cos6cos0'-h^(r)cosa>]  -j-  d$\ 

D'autre  part,  comme  le  système  est  immobile,  les  forces  exté- 
rieures qui  lui   sont  appliquées   n'efiectuent  aucun   travail,  et 

l'on  a 

E^^  =  — E8U, 

U  étant  l'énergie  interne. 

Sur  cette  énergie  interne,  nous  supposerons  que  l'on  ne  con- 
naisse rien  que  ce  qu'exprime  l'égalité  [Chapitre  I,  égalité  (2)] 

EU  =  Er  -t-  W  H-^  ^e  -  T  ^^  g  4-  EU', 
U'  présentant  les  propriétés  définies  au  §  1  du  Chapitre  L 
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Les  changements  d'étal  qui  se  produisent  dans  le  système  font 
varier  la  quantité  O.  Soit 

3.2;(e-TS), 

la  variation  que  subirait  la  quantité 

par  suite  de  ces  changements  d'état,  si  toutes  les  charges  élec- 
triques demeuraient  immobiles  ;  soit 


^li'--%h 


la  variation  que  subirait  la  même  quantité  si  les  charges  électriques 
étaient  déplacées  sans  changement  d'état  des  conducteurs.  Nous 
aurons 


Nous  sommes  convenus  de  négliger  la  quantité 

C'est  moyennant  cette  approximation  (t.  I,  p.  628)  que  nous 
avons  établi  la  théorie  de  l'électrolyse  et  (t.  I,  p.  642)  la  proposi- 
tion qui  nous  sert  de  point  de  départ  dans  ce  Chapitre. 

Cela  posé,  la  théorie  des  courants  hydro-électriques  nous  ap- 
prend que 

Le  svstème  étant  immobile,  on  a 

^^  V  —  V 
z  dt2^     ^^      J  ds  =  —  o\V. 

On  a  évidemment 

*2[^-S(s-:^')l'*=-«.2:('--5)»- 

On  a  donc  finalement  l'égalilé  que  voici 
(3)      E8 U'  =-  e/r^  J  ds^  [/(r)  cosO  0036'+  g{r)  cosco]  ^  ds\ 
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Cette  égalité  nous  donne  l'expression  de  la  variation  que  subit 
la  quantité  U'  lorsque  les  intensités  varient  d'une  manière  quel- 
conque, les  conducteurs  demeurant  immobiles. 

Cette  égalité  (3)  peut  encore  s'écrire 

(4)  E  SU'  =  —  8  V[/(r)  cose  cosO'-t-  ^(r)  cosw]  JJ' ds  ds', 

le  signe  \]  s'étendant  à   toutes  les  combinaisons  des  divers  élé- 
ments du  système  deux  à  deux. 

Cette  égalité  (4)  suppose  les  conducteurs  immobiles.  Si  l'on 
observe  que  U'  ne  dépend  pas  des  vitesses  des  divers  points  du 
système,  on  voit  sans  peine  que  l'on  déduit  de  là 


EU 


'  =  —V  [/(r)  cose  cos6' H-  g(r)  cosco]  JJ'  ds  ds'-^  C, 


G  étant  une  quantité  indépendante  des  intensités  J  des  courants 
qui  traversent  le  système. 

Mais  la  quantité  U'  doit  s'annuler  lorsque  toutes  les  intensités 
des  courants  deviennent  égales  à  o.  On  a  donc 

G  =  o 
et,  par  conséquent, 

(5)  EU'=— V[/(r)cosOcos6'H-^(r)cosw]JJ'rf5rf5'. 

Ainsi,  pour  déterminer  la  quantité  U',  au  lieu  de  faire  directe- 
ment sur  cette  quantité  les  hypothèses  que  nous  avons  faites  au 
§  2  du  Chapitre  précédent,  on  peut  faire  usage  des  lois  de  l'in- 
duction jointes  à  la  loi  de  Joule.  On  obtient  alors,  comme  au 
Chapitre  précédent,  une  expression  de  la  forme 

U'  =  — V  [/'(r)  cosO  cosO'  -h  g\r)  cos  w]JJ'  ds  ds' \ 

mais  la  nouvelle  méthode  va  plus  loin  que  celle  qui  a  été  exposée 
au  Chapitre  précédent,  en  ce  qu'elle  montre  que  l'on  a 

/('•)- — g-»        ér(n- g-, 

et  qu'elle  ramène  ainsi  la  détermination  des  fonctions  de  la  dis- 
D.  —  III.  i4 


n 
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UDce  qui  figurent  dans  l'expression  de  Ténergie  interne  à  la  dé- 
termination des  fonctions  de  la  distance  qui  figurent  dans  la  loi 
de  rinduction. 

Si  Ton  admet  les  hypothèses  qui  nous  ont  servi  à  déterminer 
ces  dernières,  on  trouve 


(6) 


EU'=  —  y  (- -cos^cos^'-h^-^cosw)jydsds\ 
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! 
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CHAPITRE  m. 

LA  LOI  FONDAMENTALE  DE  L'ÉLECTRODYNAMIQUE. 


Nous  allons  étendre  maintenant  la  loi  de  Joule  aux  conducteurs 
linéaires  qui  se  déforment  et  se  déplacent. 

Nous  admettrons  que  Ton  a  encore  dans  ce  cas 

(!)  Ed^=dt'^(c-T^yds. 

Soit  rfS  le  travail  des  forces  extérieures.  On  a 

Erf^H-SV  —  =  — ESU-f-rfS. 
On  a  donc 

Calculons  d'abord 

Nous  avons,  comme  nous  Tavons  vu  au  Chapitre  précédent, 

=dc^ln-T^yds 

-^21  jy*  8|j'[/(r)cosecos6'-h  ^(r)cosa)   dsds'L 
D'autre  part,  calculons  E8U. 
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Nous  avons 

(  ElJ  =  Er-f-W-f-2^e-T^')Q 

I  — \^  JJ'l/('')  cos^^  cos6'-t-  g{r)  coso)]  cfe  ds\ 

La  variation  de  V  peut  se  partager  en  deux  parties 

8r  =  Dv  -f-  Ar, 

Dr  étant  la  variation  que  subirait  T  si  les  divers  conducteurs  qui 
constituent  le  système  se  déplaçaient  sans  changer  d'état,  et  AV 
la  partie  complémentaire  de  oV. 

La  variation  de  W  peut  s'écrire  aussi 

SW  =  DVV  -  dt^  îlX^lXl)  j  ds, 

DW  étant  la  variation  que  subirait  W  si  les  conducteurs  se  dé- 
plaçaient, chacun  d'eux  entraînant  les  charges  électriques  qu'il 
porte,  sans  qu'aucune  de  ces  charges  quitte  la  particule  maté- 
rielle sur  laquelle  elle  se  trouve. 

La  quantité  6  dépendant  de  la  disposition  des  particules  maté- 
rielles qui  entourent  la  charge  q,  on  a 

oe  =  De  -I-  Ae, 

D0  étant  la  variation  que  subirait  %  par  l'effet  du  déplacement 
des  particules  matérielles  si  aucune  de  celles-ci  ne  changeait  d'étal. 
On  a  donc 

On  est  convenu  de  négliger  le  terme 


2.(.- 


On  a  d'ailleurs,  d'après  la  théorie  des  courants  hjdro-électri- 
(|ueSy 


(5) 
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On  a  donc 

-.,2i[(.v.e,-,.v.,.,-T(«-«;)]l* 

H- E  Dr  ^  DW-f-^  A  ("e -T^l)  ^ 

—  8V  JJ'[/(r)cosO  cosb'-h  ff{r)cosîù]dsds'. 
L'ensemble  des  égalités  (2),  (3)  et  (5)  donne 

82^  =  ^G.-EDr_DW-2;D(e-T^)y 

(6)      I  -h  8  V  JJ'[/(r)  cos6  cosO'-+-  ^(r)  cosw]  ds  ds* 

—V  jV  0 1  J'[/(r)  cose  cos6'-+-  g{r)  coswj  ds  ds'\. 

Examinons  les  conséquences  de  cette  égalité  (6). 

D'après  un  ihéorème  connu  sur  les  déplacements  sans  change- 
ments d'état,  on  a 

—  E  Dr  =  û?Ç?/, 

d^i  étant  le  travail  des  forces  intérieures,  tant  données  que  de 
frottement,  dans  le  système  à  l'état  neutre. 

La  quantité  —  DW  représente  le  travail  des  forces  électrosta- 
tiques données  par  la  loi  de  Coulomb. 

La  quantité 

représente  le  travail  des  forces  qui  s'exercent  à  petite  distance 
entre  les  particules  matérielles  neutres  et  les  particules  nvaté- 
rielles  électrisées,  forces  dont  l'existence  est  conforme  à  l'hypo- 
thèse émise  par  Helmholtz  pour  expliquer  les  différences  de  ni- 
veau potentiel. 
La  somme 

cfSe  — EDr-DW-^D^e— T^^^ 

représente  donc  le  travail  de  toutes  les  forces  agissantes,  tant 
extérieures  qu'intérieures,  qui  seraient  appliquées  au  système  s'il 
ne  renfermait  aucun  courant  électrique. 


(8) 


«l4  LIVRE   XIV.  —   LES  FORCES  ÉLECTRODTNAMIQCES. 

L^égalitë  (6)  nous  apprend,  par  conséquent,  que  la  présence  des 
courants  électriques  a  pour  eflet  de  faire  naître  dans  le  système 
des  forces  dont  le  travail  élémentaire  a  pour  expression 

(  d-z—  SV  JJ'[/(r)cosecose'-+-^(r)cosw]</5rf5' 

(7)  ^    ^ 

(  — y  jy  8}j'[/(r)cosecos6'-*-^(r)cosa)]rf*r/5'j, 

car  c'est  à  cette  condition-là  seulement  que  le  second  membre  de 
l'égalité  (6)  représentera  le  travail  de  toutes  les  forces  agissantes 
dont  le  système  est  le  siège. 

Développons  l'expression  de  drz. 

Supposons  le  système  formé  de  n  éléments 

ds\ ,     d,S\  y      •  •  •  y     dsn. 
Nous  aurons 

2  JJ'L/C'')  cose  cosO'-t-  g(r)  cos(i>]  ds  ds' 

=       Ji       dsi      (Ji*iirf5j-+- Jg^ia^^sH-- .    -1- J/i*irt       dsn) 


-\-Jn-ldSa-i{  Jn'Pn-l,ndSn), 

en  posant,  pour  abréger, 

« 

*  =  [f(r)  cos6  cos6'-h  g{r)  cosuj]. 
On  déduit  de  là 

SV  JJ'[/(^)cosecose'-^^(^)cosa)]ef5rf5' 

=  ^{hdSi)  (Jj*H  û?St  -h  J3*13  ^/«3  -H...H- Ji,  *!;,  dsn  ) 
-f-8(J,rf5,)  (Ji«l>ji  rf5i  H-  Jj*î3  ^53  -f-...-+- J„  *,„  dSn  ) 
-f- 

-h^iJndSa)         (h^nldSi    -hJt^nidSt    -h  ...-¥- J  n-l  ^n,n-l  ds„-i) 

-H       Ji        dSi       (Jî^/Sj  8*i2H- J3  fl^53  0*13-H.  ..-h  Jn       dSn^^tn  ) 

H-      Ji       dsf      (                          J3  û?S3  0*î3 -»-... -4- J»      dsn^^m         ) 
-h 

-h       Jn-idSn-i(  Jn       dSn^^t^t.n)- 
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D'autre  part,  on  a,  pour  rélément  rf5|, 


ii5 


Ji  V8}j'[/(r)cosecose'-h^(r)cosa*]c^ie/5'j 
On  a  de  même,  pour  l'élément  ds2^ 


^inHindSn)] 
JndSn^^ln)' 


=      5i^ds2(5i^tidsi         -h     h^î^dSi     -+-... -h      ^a^mdsn) 
-h     J,  ^5,  [*,i  8(Jt  dsi)  -t-  *,3  5( J3  c?53)  -h . .  .-h  *,„  8( J„  é/5,,)] 

-+-       Jj^^î       (Ji  rf*!  0*51-1-     Jl  «/*S  Ô*23     -4-... -h      ^ndSn^^tn)' 

Les  éléments  ^.^3,  . . .,  dsn  fournissent  des  égalités  analogues. 
Si  Ton  observe  maintenant  que 

-h  3tdSi[^ii^{JidSi)   -h^i3  0{^idS3)  -h...-h  ^tn^i^ndSn)] 


^adSn[^„i  0(J,  dSi) 
0(Jj  ^2)(<l>si  Ji  dsi 


^13^3  ^^3 
^i3^:idSi      -h... 


*«,/l-l  S(Jn-i  6^5/,_i)] 
*lnJ/|û^ii) 
^tn^ndSa) 


0{JndSn){^nlhdSi  -h     *,iî  Jj  e/jj      -h  .  .  .  4-        *,»,«_i  J,,-,  rfs„_i  ), 

on  voit  sans  peine  que  Ton  pourra  écrire  l'égalité  suivante  : 

i    Vj  V8}j'[/(r)cosecosO'-h^(r)cos(o]rf5rfs'j 

^  =        ^{^idSi)(^itJ%dSi     -^*l3J8CfS3    -4-, ..-h  ^in^ndSn) 


(9)     ( 


^{indSn){^nlhdSi 
Jl8  ^5i(*isJt  dsi 

Ji^dSi{^fiJi  dsx 


^nidsi 
*i3Jj  ds^  -H... 

*S3  J3  ^*8 


^nn^ndSn) 
^inKdSu) 
^inKdSn) 


Jn^dSn{^niil  dSx 

Ji  dsi{Jfdsi  o4>i2 
Js  dSf{Jidsi  û<t>si 


136^538*13 

J3  dS3  8*13 


*n,rt-lJ«-lcfj/.-l) 

J„e/5„8*,„) 


^ndSnihdSi  8*«i -H  Jj  t/5j  8*rti-h...-f-Jrt_irf5n-|8*»^,j_l). 
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Les  égalités  (7),  (8)  et  (9)  donnent 


dz  = 


Ji  </5i(8*iî Jj  dst  H-  S*ij Jj  dsi 
JtdSi{  ^^iih  ds^ 


(10)     ( 


Jn-1  dSn^i  ( 

Ji  dsii^^i^Ji  dsf  ■+-  0*13 J3  dsz 
Js  j5s(o4>2iJi  dsi  -H  o^tiJz^s^ 


^^m^ndSn) 
O^tnKdSn) 


KdSn(^'Pnl^idsi 

3i^dsi(^i2Jt  dsi 
Js8  dsi(^u  Ji  dsx 


^"PnthdSf 

*ijJsrf*3 

*«Js<i53 


—       JrtO<3f*«(*/»iJi^^i  -+-  "^iiihàSi 


^^nnhidSa)' 


Mais  on  a 


Jl  dSi{J2  dSt  8*J2  -h  J3  rf*3  0*13 

Jj  dst(3i  dsi  8<ï>ji  -h  Jj  dsi  0*53 


J„c?s«8*î«) 


(") 


d») 


(i3) 


Jn  dsn(^i  dsi  o4>„i-+-  Jj  dsi  ô<l>rtj 
=  a[      Jl  rf5i(Jirf5j8*u  H- J3  rfjîs  8*13 
^i  dsi{  J^ds^o^ii 


Jii-l<3^««~l8*n,,»_l) 

5rté/*«8*irt> 


\ 


KdSni 


^n-ldSn-^^^n,n-\)]' 


On  a  aussi,  d'autre  part, 

Ji8e/5i(Js  <:i^^2^i2  -*- Js^*s*is 

J2  8cf^l(Jl  i?^i4>2i-H  J3^«3^23 


J„â^a4>i„) 


'^K^dSn(hdSi^nl-^hdSi^nl-^"-^hi-ldSn-i'Pn,n~i) 
=  Jl  [Jî*iî  ^(rf^i  dsi)  -+-  J3*is  8(^/.îi  rf^s)  -h. .  .-4-         Jn4>ii»  8(d:si  <^i»)] 

Jî[  J3*ïî8(rf5,  </53)H-...-i-  K^in^(dStdSn)] 


J«-l[ 

Moyennant  les  égalités  (10),  (11),  (12),  on  a 

rfT  =  —        Ji[J2  8(*i2</jlû?Sj)-h  J3  8(*,jCf5i<ij3)-4-.  .  . 

—     Jj[  h^(^t2dsids3)-î-,,. 


Jii*/*-i,i«8(rf*„_,  rfïa)]. 


^n^{^2ndStdSn)] 


-J/^l[ 


J«  8  (  *„._,^„  </*^_i  d*»)]. 


»Jl. 
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SI  donc  nous  désignons  par  D  une  diiTérentielle  prise  en  sup- 
posant conslantes  les  intensités  des  courants  qui  parcourent  les 
divers  éléments,  nous  aurons,  en  place  de  Tégaiité  (i3), 

dz— — D[  Ji<iji(4»ijJjû?5j-i- *iaJ3û?53-l-...-l-      ^\n^ndsn) 

(i4)    (  ^ 

=—  D  V  JJ'[/(r)  cosô  cosO'-h  ^(r)  cosw]  ds  ds'. 

Posons 
(i5)  n  =  V  JJ'f/(/')  cosO  cos6'-4-  g{r)  cosw]  ds  ds 

el  l'égalité  (i4)  nous  conduira  à  la  proposition  suivante  : 

Les  forces  qui  s^exercent  entre  des  conducteurs  linéaires 
quelconques,  traversés  par  des  courants  quelconques,  admet- 
tent  pour  potentiel  la  quantité  II,  c^ est-à-dire  que  le  travail 
accompli  par  ces  forces  dans  une  déformation  élémentaire 
quelconque  du  système  est  égal,  au  signe  près,  à  la  différen- 
tielle de  la  quantité  II,  prise  en  supposant  les  intensités  con- 
stantes. 

Telle  est  la  loi  fondamentale  de  TÉlectrodynamique,  déduite 
ainsi  de  la  loi  fondamentale  de  Tlnduction  jointe  à  la  loi  de  Joule 
généralisée.  H.  von  Helmholtz  et  Sir  W.  Thomson  avaient  indi- 
qué, sous  forme  d'aperçu,  que  le  premier  principe  de  la  Thermo- 
dynamique, joint  à  la  loi  de  Joule,  devait  former  le  lien  entre 
rËlectrodj^namique  et  les  lois  de  Tlnduction.  Ce  qui  précède  peut 
être  regardé  comme  étant  leur  idée  mise  sous  une  forme  précise. 

La  loi  de  l'Électrodynamique,  telle  que  nous  venons  de  l'é- 
noncer, a  été  donnée  d'abord  par  Gauss  (*),  dont  la  démonstra- 
tion n'a  été  publiée  que  longtemps  après  sa  mort,  puis  par 
M.  F.-E.  Neumann  (2). 

De  l'hypothèse  que  les  actions  mutuelles  des  courants  admet- 


(')  Gauss,  Werke,  Bd.  V,  p.  608. 

(')  F.-E.  Neumann,  Ueber  ein  cUlgemeines  Princip  der  matfiematischen 
Théorie  inducirter  elektrischer  Strome.  Lu  à  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin 
le  9  août  1849. 
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tent  un  potentiel,  on  peut  aisément,  en  suivant  une  marche  analogue 
à  celle  qui  nous  a  permis,  au  §  II  du  Chapitre  T,  d'établir  la  forme 
de  l'énergie  interne  d'un  système  de  courants,  trouver  la  forme  de 
ce  potentiel.  Nous  avons  indiqué  ailleurs  cette  démonstration  (•)- 


(*)  P.  DuHEM,  Applications  de  la  Thermodynamique  aux  actions  qui 
s'exercent  entre  les  courants  électriques  {Acta  Societatis  Scientiarum  Fen- 
nicœ,  t.  XXI;  1887). 
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CHAPITRE  IV. 


EXAMEN  DE  QUELQUES  PARADOXES. 


Nous  sommes  parvenu  à  la  loi  fondamentale  des  forces  électro- 
dynamiques exercées  par  des  courants  linéaires  :  Ces  forces  ad* 
mettent  pour  potentiel  le  potentiel  électrodynamique  du  sys- 
tème. 

Lorsqu'on  examine  de  prés  la  voie  que  nous  avons  suivie  pour 
relier,  par  la  Thermodynamique,  cette  loi  à  la  loi  fondamentale  de 
l'Induction,  on  rencontre  des  diffîcultés  étranges  et  paradoxales 
qu'il  importe  d'éclaircir  avant  de  pousser  plus  loin  l'étude  des 
forces  électrod^namiques. 

L'examen  de  ces  paradoxes  nous  conduira  à  mettre  en  lumière 
certaines  idées  fondamentales  qui  ne  nous  semblent  pas  avoir  été 
clairement  aperçues  jusqu'ici;  ce  sont  ces  idées  qui  expliquent  et 
justifient  Tordre  que  nous  avons  suivi  dans  l'étude  des  actions 
exercées  par  les  courants. 

La  formule  (i5)  du  Chapitre  précédent  nous  montre  que  nous 

avons 

n=— EU'. 

Soit  d^i  le  travail  de  toutes  les  forces  intérieures  au  système 
autres  que  les  forces  électrodynamiques.  Nous  avons 


df^i 


=  _EDr-DW-2yI>(»-T^) 


Désignons  par  DU  la  différentielle  de  l'énergie  interne,  prise 
en  regardant  comme  invariables  l'état  chimique  et  physique  des 
divers  corps,  les  charges  électriques  qu'ils  portent,  les  intensités 
des  courants  qui  les  traversent,  et  en  faisant  varier  seulement  les 
paramètres  qui  définissent  leur  forme  et  leur  position  mutuelle. 
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Lorsque  le  système  ne  renferme  pas  de  courants,  on  a 

EDU  =  -  rf(r/, 

ce  qui  exprime  ce  théorème  fondamental,  sur  lequel  repose  toute 
Tétude  de  TÉlectrostatique  et  du  Magnétisme  : 

Lorsque  les  divers  corps  qui  composent  un  système  se  dépla- 
cent sans  changer  d^ état,  l^ énergie  interne  du  système  éprouve 
une  variation  égale,  au  signe  près,  au  quotient  du  travail 
qu^  effectuent  les  forces  intérieures  au  système  par  ^équivalent 
mécanique  de  la  chaleur. 

Mais,  lorsque  le  système  renferme  des  courants,  on  a 

EDU=— rfG^4-EDU', 

ou  bien 

EDU=  — rf(^/-i-^T. 

La  variation  de  l'énergie  interne,  prise  en  regardant  comme 
seuls  variables  les  paramètres  qui  définissent  la  position  des  di- 
vers corps  du  système,  multipliée  par  l'équivalent  mécanique  de 
la  chaleur  et  changée  de  signe,  n'est  plus  égale  à  la  somme  des 
travaux  des  forces  intérieures  au  système.  Elle  est  égale  à  l'excès 
du  travail  des  forces  électrodynamiques  sur  le  travail  des 
autres  forces  intérieures  au  système. 

Le  théorème  sur  les  déplacements  sans  changement  d'état  ne 
s'applique  donc  plus  aux  courants  électriques. 

En  effet,  ce  théorème  résulte  de  l'application  du  premier  prin- 
cipe de  la  Thermodynamique  à  un  déplacement  sans  changement 
d'état.  La  première  condition  pour  que  ce  théorème  soit  valable 
est  donc  que  l'on  puisse  imposer  au  système  dont  il  s'agit,  sans 
contredire  à  sa  définition,  des  déplacements  sans  changement 
d'état,  c'est-à-dire  des  déplacements  durant  lesquels  on  laisse  in- 
variables : 

i**  L'état  physique  et  chimique  de  chacun  des  éléments  ; 

2"  La  distribution  des  charges  électriques  sur  chacun  d'eux; 

3®  L'intensité  du  courant  qui  traverse  chacun  d'eux. 

Or  il  résulte  de  la  loi  de  Faraday  que,  si  le  courant  traverse  un 
électrolyte,  cet  électrolyte  éprouve  un  changement  d'état  propor- 
tionnel, en  grandeur,  à  l'intensité  du  courant  et  au  temps  pendant 
lequel  on  étudie  le  système. 
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Donc,  on  ne  pourra  observer  de  déplacement  sans  changement 
d'état,  dans  un  svstème  renfermant  des  courants,  que  si  aucun  des 
conducteurs  du  système  n'est  électroly sable. 

Le  courant  amène  en  un  point  quelconque  de  l'élément  ds^ 
pendant  le  temps  rf^,  une  quantité  d'électricité 

aq  = —  dt, 

^  as 

La  distribution  électrique  ne  peut  donc  demeurer  invariable  sur 
les  divers  conducteurs  que  si  -r-  est  nul  en  tout  point,  c'est-à-dire 

si  les  courants  sont  uniformes. 

Nous  voilà  réduits  à  chercher  des  déplacements  sans  chan- 
gement d'état  parmi  les  seuls  courants  uniformes  traversant  des 
conducteurs  non  élcctrolysables.  Encore  ces  déplacements  ne  peu- 
vent-ils être  quelconques.  Ils  doivent  être  tels  que  les  forces  élec- 
tromotrices d'induction  engendrées  par  ces  déplacements  entre- 
tiennent dans  les  conducteurs  des  courants  uniformes  et  constants. 

Ainsi,  il  n'y  aura  pas  lieu  de  s'étonner  que  le  théorème  sur  les 
déplacements  sans  changement  d'état  ne  soit  pas  applicable  à  un 
système  renfermant  des  courants,  si  l'existence  d'un  déplacement 
sans  changement  d'état  dans  un  pareil  système  est  contradictoire. 
D'autre  part,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  énoncer  l'im- 
possibilité d'un  déplacement  sans  changement  d'état  dans  un  sys- 
tème renfermant  des  courants,  c'est  simplement  énoncer  l'impos- 
sibilité d'entretenir,  sans  force  électromotrice  thermo-électrique 
ou  hydro-électrique  ,  des  courants  constants  et  uniformes  au 
moyen  du  mouvement  d'un  tel  système.  La  proposition  d'appa- 
rence paradoxale  que  nous  avions  rencontrée  est  donc  équiva- 
lente à  cette  proposition,  nullement  surprenante  et  conforme  à 
l'expérience  :  //  est  impossiblCy  par  le  seul  mouvement  de  fils 
métalliques,  de  réaliser  un  appareil  engendrant  des  courants 
constants. 

Toutefois,  on  peut  regarder  certaines  modifîcations  d'un  sys- 
tème renfermant  des  courants  comme  ayant  pour  limite  un  dépla- 
cement sans  changement  d'état,  et  cela  de  la  manière  suivante  : 

On  peut  supposer  le  déplacement  que  doivent  éprouver  les  con- 
ducteurs eflectué  dans  un  temps  aussi  court  que  l'on  veut.  Dans 
ces  conditions,  les  changements  d'état  éprouvés  par  les  conduc- 
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leurs  électroljsables  et  les  changements  de  distribution  élec- 
trique, dus  à  la  non-uniformité  du  courant,  peuvent  être  rendus 
aussi  petits  que  Ton  veut.  En  sorte  qu'un  déplacement  très  rapide 
d'un  système  quelconque  pourra  être  regardé  comme  un  déplace- 
ment sans  changement  d'état,  à  la  seule  condition  que  les  intensi- 
tés demeurent  invariables. 

Examinons  donc  un  déplacement  infiniment  petit  d'un  système 
quelconque,  ce  déplacement  étant  censé  produit  dans  un  temps  dt 
inGniment  petit  du  second  ordre. 

Soit  d^i  le  travail  de  toutes  les  forces  intérieures  au  système. 
On  aura,  pour  un  tel  déplacement. 


î  » 


ce  qui  peut  encore  s  écrire 

£/G/  =  — EDr -f- DW— 2  y  ^  (^  - ''' Sï) 

-hJl  [Ji8(*iiC?Jirf5î)-i-J30(*,srf*,</5j)-+-...-hJn5(*ifl  dsi  ds^)\ 
+  Jj  [  Ja0(*j3</5j£f53)-h.  ..-4-Jrt8(*,„  dsx  dsn)] 
-t- 

Mais  cette  égalité  ne  doit  pas  avoir  lieu  pour  des  déplacements 
quelconques.  Elle  doit  avoir  lieu  seulement  pour  des  déplacements 
qui  laissent  à  J|,  J2,  .  . .,  J/i  les  valeurs  finies  que  ces  intensités 
possèdent  au  début  du  déplacement. 

Soit  Tji  rf^i  la  force  électromotrice  étrangère  à  Tinduction  que 
renferme  l'élément  ds^.  Soit  R4  ds\  la  résistance  de  cet  élément. 
On  a 

Ri Ji  dsi  dt  =  >!i  ds\  dt  ■+-  Jj  8(*tî  dsx  dsf) 

J,  8(*,3  dsi  dsi)-^, . . -♦-  J«  ù{^in dsi  dsn); 


Ji  doit  garder  une  valeur  finie;  tj,  a  une  valeur  finies  dt  est  infini- 
ment petit  d'ordre  supérieur.  On  doit  donc  avoir 

J2  0(*i2  dSi  rf^î)-*- ^3^(^18  dSi  dSi)-h...'\'Jn^{^lndSi  dSn)  =  0. 

D'ailleurs,  cette  condition  suffit  pour  que  J|  soit  invariable.  On 
aura,  en  effet,  si  elle  est  remplie, 

.  I       Vd(r^y_ds^)  g?(Rirfji)]  ^^ 

^^*=k75^L""^ï '      dt      \  ^'» 


U7) 


(i8) 
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et  le  second  membre  est  infiniment  petit  du  même  ordre  que  dt. 
DoncTégalité  (i6)  a  lieu,  non  pour  tout  déplacement  du  système, 
mais  pour  tout  déplacement  tel  que  Ton  ait 

Jt8(  4>u€/jl  rf5i)H- J8  0(*i3  C?Ji  </5,)-i-..  .-h  Jrt      o(*ii,        dsidsn)       =o, 
Jt5(4>ii  rfj2^l)H- J8  0(*S8  dSf  dSs)  -h,,,-}-Ja      3(*îrt        ds2  dsn)       =  o, 

)••; ' 

^i^^nldSndSi)-^h^{'^ntdSnds^)-h..    -^  ^  n-l^{,^n,n-ldSn  dSn-i)  =  O. 

Cela  étant,  il  doit  exister  n  coefficients  X| ,  Aa,  . . . ,  Xy,,  indé- 
pendants de  la  forme  qu'affectent  les  divers  conducteurs  du 
système,  tels  que  Von  ait,  pour  tout  déplacement  du  système, 

'  rfG,=-EDr-DW— ^yD^e-T^lj 

+  JlJt8(4>i2^fi£/«t)  +  Ji  138(^13^^1  ^^3)  +  .  •  .-î- Jl       Jn8(*i«        dSi       dSn) 

4-J2J3  8(*13<^^JÛ^*3)-|-.  •  .-HJi       JrtO(*l/i         dSi        dSn) 


-hJn-lhi^{^n-i,ndSa-ids„) 

-hXi  [Ji8(*u  dsi  c?5j)-*-J8  8(*is  dsi  ds^) -{-.,. -h Jn     ^{^in       dsi  dsn)] 
-t-Xj  fJi8(*2i  dsi  cf5i)-h  J3  0(*i3  dsf  rf^s) -4-...-+-Jrt     8(*i/t       ds^dsn)] 

-hln[h^(^nldSndSi)-^JiO{^nidSndst)-\--..-hJn-l^{'^n,n-ldSndSn-i)]' 

Cette  égalité  (18)  représente  tout  ce  qu'exige,  dans  le  cas  ac- 
tuel, l'application  du  premier  principe  de  la  Thermodynamique  à 
un  déplacement  sans  changement  d^état.  Cette  application  nous 
apprend  seulement  que  les  quantités  X|,  X27  •  •  •  ?  ^^/z  sont  indépen- 
dantes de  la  forme  des  conducteurs,  sans  nous  faire  connaître  la 
valeur  de  ces  quantités.  Si  nous  prenons 

(19)  Ai  =  —  Ji,         Xj  =  —  Jj,  ...,         X;»  =  —  J,|, 

Tégalité  deviendra 


rfS/  =  ~EDr-DW-2]^I^(^-Tg) 


(20) 


—  JlJj8(*u</5iC^l)  — JlJ8S(*i3£fj,€i>3)  — ...  — Ji       JnS(*in        dSi  dSn) 

—  Jî  J38(*,8<if,£f^8)— . . .— Jj     J«8(*s»     dsi  dSn) 


—  K-^^n^i^nyii-idSndSn^l). 

Cette  égalité  (20)  est  alors  pleinement  d'accord  avec  l'éga- 
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H  té  (i3)y  qui  donne  la  loi  fondamentale  de  TÉlectrodynamique. 
Ainsi  la  loi  fondamentale  de  rÉlectrodynamique  est  d'accord  avec 
les  propriétés  des  déplacements  sans  changements  d'état;  mais  ces 
dernières  propriétés  ne  suffisent  pas  à  déterminer  la  loi  de  l'Élec- 
trodynamique  ;  elles  seraient  compatibles  avec  une  infinité  d'au- 
tres lois,  car  on  pourrait  donner  aux  coefficients  )h>  ^2?  •••»  ^*« 
une  infinité  de  déterminations  autres  que  celles  qui  résultent  des 
égalités  (19). 

Un  nouveau  paradoxe  va  maintenant  solliciter  notre  attention. 

Essayons  d'appliquer  aux  systèmes  qui  renferment  des  courants 
les  théorèmes  qui  constituent  la  théorie  du  potentiel  thermodyna- 
mique. 

Le  potentiel  thermodynamique  interne  d'un  système  qui  ne  ren- 
ferme pas  de  courant  est,  en  conservant  les  notations  employées 
dans  les  précédents  Chapitres, 

ef  =E(r  — T2)-hW-i-2^y» 

2  étant  l'entropie  du  système  supposé  à  l'état  neutre. 

Le  potentiel  thermodynamique  interne  d'un  système  qui  ren- 
ferme des  courants  doit  être,  d'après  cela,  de  la  forme  que  voici  : 

(  21)  §  =  E(r  —  TS)  -h  W  -4-^6^  -h  t, 

J'  étant  une  fonction  des  paramètres  qui  définissent  l'étal  du  sys- 
tème, égale  à  o  lorsque  toutes  les  intensités  sont  égales  à  o. 

En  faisant  sur  J' les  raisonnements  et  les  hypothèses  que  nous 
avons  faits  sur  U'  au  Chapitre  I,  nous  verrons  que  ^'  est  de  la 
forme 

(  -X'i)  ff'  =  ir^JJ'  ri-Z_^'cose  cosO'-+-  i^  cosa>l  dsds\ 

B"  et  y?  étant  deux  constantes. 
La  formule  générale 


nous  donnera 

M'- 

B'2"'[i^'  cos6cos6'-4-  i^'cosJ  <&^'. 


EU  =  Er  +  \V  +  >;gr(e-T^) 

(23)        '  —      \  «71/ 
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En  comparant  avec  l'expression  de  EU  trouvée  au  Chapitre  J, 
nous  voyons  que  l'on  a 

B'  =  B',        X'  =  X'. 

Il  résulte  alors  de  la  loi  de  l'Induction  jointe  à  la  loi  de  Joule, 
comme  on  l'a  vu  au  Chapitre  II,  que  l'on  a 

B'-— ,         X'=X, 

2 

ce  qui  donne 

i  ef  =  E(r-T2)-h  W-r-2^<7 

/  ~. >  JJ'    —  —  cosBcosO'h coso)  idsds', 

\  2  .^d        t    'ir  '2r  J 


(23) 


Imaginons  un  système  de  conducteurs  fermés,  immobiles,  non 
électrolysables,  traversés  par  des  courants  uniformes;  dans  ces 
conditions,  on  peut  poser 

E(r  -Ts)-hvv-t-ye(7--c, 

C  étant  une  constante. 

Si  Ci,  Ca,  . . .,  c„  sont  les  n  conducteurs  fermés  et  si  l'on  pose, 
suivant  une  notation  que  nous  avons  souvent  employée, 

(c/,  cj)  =  I     / cos6|-  cosôy ~-  cosa*    rf*/  dsj, 


on  aura 

/ 


,f  =3  C-4-  —     ^(Ct,Ci)Jî-+-     (ci,c,)J,J,-+-.  ..-^-     (c,,c«)JiJ/i 


{^i){ 


^--(Cj,  Cj)J}       -H... H-      (C|,Crt)JîJ» 


^(c,i,c„)JJ     1. 


Cette  égalité  (24),  jointe  aux  raisonnements  donnés  au  LivreXIII, 
Chapitre  IV,  nous  apprend  que  le  second  terme  de  l'expression 
de  ^f  est  toujours  négatif,  à  moins  que  les  intensités  de  tous  les  cou- 
rants ne  soient  égales  à  o.  Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  : 

Dans  un  système  de  conducteurs  fermés,   immobiles,   non 
D.  —  III.  i5 
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électroly sables,  traversés  par  des  courants  uniformes,  le  pch- 
tentiel  thermodynamique  interne  est  maximum  lorsque  les 
intensités  de  tous  les  courants  sont  égales  à  o. 

D'autre  part,  nous  avons  vu  au  Chapitre  IV,  Livre  XIII  que, 
dans  un  tel  système,  Vétatok  toutes  les  intensités  sont  égales  ào 
est  un  état  d^ équilibre  stable. 

Nous  arrivons  donc  à  cette  conséquence  : 

Un  système  de  conducteurs  fermés,  immobiles,  non  électro- 
lysables,  traversés  par  des  courants  uniformes,  est  en  équilibre 
stable  lorsque  son  potentiel  thermodynamique  est  maximum. 

Cette  proposition  est  en  contradiction  avec  ce  principe  fonda- 
mental de  la  théorie  du  potentiel  thermodynamique  : 

Les  états  d^ équilibre  stable  d'un  système  immobile  sont  ceux 
qui  rendent  minimum  son  potentiel  thermodynamique  interne. 

On  peut  encore  mettre  en  évidence  d'une  manière  un  peu  diffé- 
rente la  contradiction  qui  existe  entre  la  loi  de  ITnductioa  et  la 
théorie  du  potentiel  thermodynamique. 

Dans  un  système  de  conducteurs  fermés,  immobiles,  non  élec- 
trolysables,  traversés  par  des  courants  uniformes,  le  potentiel  ther- 
modynamique interne  éprouve,  pendant  le  temps  dt,  une  variation 
Orf  qui  a  pour  valeur,  d'après  l'égalité  (24)> 

8rf  --  —        -^[{c,,c,)J,-i-(ci,c,)Jî-^...H-(c,,c„)J|»] 


■+- 


-^[(Cn,  Ci)Ji-f-  (C„,  C,)J,-f-.  .  .-+-(c„,  C,t)Ji»]. 


Soient  R|,R2,  ...,  R,,  les  résistances  de /i  circuits  C|,  Ca,  ...,C//- 
ÎNous  aurons 

/   u    ï        ^*  ïr          x^Ji       /          x^Jî               /          ^d3„'\ 
•• ■ ■ • • ••» 
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En  comparant  les  égalités  (aS)  et  (26),  on  trouve 

ou  bien,  en  désignant  par  d-z  le  travail  non  compensé  accompli  dans 
le  système  pendant  le  temps  rf/, 

On  arrive  donc  à  cette  conclusion  : 

Dans  un  système  de  conducteurs  fermés,  uniformes,  immo- 
biles, non  électroly sables,  il  se  produit  à  chaque  instant  un 
travail  non  compensé  négatif. 

Cette  proposition  est  en  contradiction  avec  le  principe  de  Carnot- 
Clausius,  d'après  lequel  tout  travail  non  compensé  est  essentiel- 
lement positif. 

D'où  proviennent  ces  diverses  contradictions  entre  les  lois  de 
rÉIeclrodjnamique  et  de  l'Induction  d'une  part  et  les  conséquences 
du  principe  de  Carnot  d'autre  part? 

Les  théorèmes  qui  forment  les  conséquences  du  principe  de 
Carnot  reposent  sur  le  postulalum  de  Clausius  et  sur  le  postulatum 
de  SirW.  Thomson,  dont  la  généralité  n'est  plus  contestée  par 
personne.  Mais  ces  deux  postulats  ne  suffisent  pas  à  la  démonstra- 
tion des  théorèmes  dont  il  s'agit.  La  démonstration  de  ces  théo- 
rèmes emploie,  en  outre,  certaines  notions,  telles  que  la  notion  de 
transformation  réversible,  et  ces  notions  n'ont  de  sens  que  pour 
les  systèmes  vérifiant  la  condition  suivante  : 

Etant  donné  le  système,  on  peut  toujours  trouver  une  en- 
ceinte et  une  seule,  d^une  température  déterminée,  telle  que,  le 
système  étant  placé  dans  cette  enceinte,  on  puisse  déterminer  un 
système  de  forces  qui  le  maintienne  en  équilibre,  cest-à-dire 
qui  maintienne  indéfiniment  des  valeurs  invariables  aux  pa- 
ramètres qui  définissent  l'état  du  système. 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  cette  condition  n'est  jamais  réalisée  par 
un  svstème  que  traversent  des  courants. 

Les  paramètres  qui  définissent  un  tel  système  sont: 

I**  Ceux  qui  déterminent  la  forme  et  la  position  des  divers  con- 
ducteurs ; 

2°  Ceux  qui  déterminent  la  distribution  électrique; 
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3'*  (^UT  qui  délermioent  Tétat  physique  et  chimique  de  chaque 
élément; 

4"  Les  iotensités  des  courants. 

Peut-on  maintenir  invariables  tous  ces  paramètres  dans  une  en- 
ceinte de  température  uniforme? 

Pour  maintenir  les  premiers  invariables,  il  faut  supposer  les 
conducteurs  immobiles. 

Pour  maintenir  les  seconds  invariables,  il  faut  supposer  les  cou- 
rants uniformes. 

Pour  maintenir  les  troisièmes  invariables,  il  faut  supposer  les 
conducteurs  non  électroiysables. 

Nous  nous  trouvons  alors  en  présence  d'un  système  de  circuits 
fermés,  immobiles,  non  électroiysables,  situés  dans  une  enceinte 
de  température  uniforme  et  parcourus  par  des  courants  uniformes. 
Les  lois  de  Tlnduclion  nous  apprennent  que  les  intensités  de  ces 
courants  varient  avec  le  temps  suivant  les  lois  établies  au  Livre  XIII, 
Chapitre  I\  .Les  paramètres  de  la  quatrième  classe  ne  peuvent  donc 
être  invariables  lorsque  les  paramètres  des  trois  premières  classes 
le  sont. 

Ainsi,  les  conséquences  du  principe  de  Carnot  ne  sont  pas  ap* 
plicables  aux  systèmes  qui  renferment  des  courants  électriques. 
I^s  notions  d*entropie,  de  travail  non  compensé,  de  potentiel 
thermodynamique,  n'ont  plus  de  sens  pour  de  semblables  systèmes. 

Ce  qui  précède  montre  combien  de  précautions  doivent  être 
prises  avant  d'appliquer  un  théorème  de  Thermodynamique  aux 
systèmes  qui  renferment  des  courants. 


CHAP.   V.  —    DU   PLAN  DE  CE   VOLUME.  229 


CHAPITRE  V. 

RAISONS  QUI  ONT  FAIT  ADOPTER  L'ORDRE  SUIVI  DANS  CE  VOLUME. 


L'ordre  suivi  dans  le  présent  volume  diffère  notablement  de 
l'ordre  suivant  lequel  est  exposée  TÉlectrodynamique  dans  la  plu- 
part des  livres  qui  traitent  de  celte  Science  (*). 

Ce  dernier,  en  effet,  se  rapproche  plus  ou  moins  de  Tordre  his- 
torique; or,  les  lois  des  forces  exercées  par  les  courants  élec- 
triques ont  été  découvertes,  sinon  dans  leur  entière  généralité,  au 
moins  dans  le  cas  des  courants  fermés  et  uniformes,  bien  longtemps 
avant  les  lois  de  Tlnduction. 

Les  lois  de  TÉlectrodynamique,  restreintes  aux  courants  fermés 
et  uniformes,  étaient  définitivement  constituées  en  1826,  au  mo- 
ment où  Ampère  publia  son  grand  Mémoire  intitulé  :  Théorie 
des  phénomènes  électrodynamiques,  uniquement  déduite  de 
Inexpérience,  Mémoire  qui  renfermait  les  résultats  des  recherches 
effectuées  durant  cinq  années. 

Les  phénomènes  d'induction  ne  furent  découverts  par  Faraday 
qu'en  i83i  (*^).  En  i834,  Lenz  (')  énonça  la  loi  qui  lie  le  sens  de 
l'induction  exercée  par  le  mouvement  des  conducteurs  au  sens  de 
l'action  électrodjnamique  qu'ils  exercent.  Mais  c'est  seulement 
à  partir  de  i845  que  la  théorie  des  phénomènes  d'induction  com- 
mença à  être  formulée  d'une  manière  précise,  au  moins  pour  les 
courants  fermés  et  uniformes. 

C'est,  en  effet,  le  27  octobre  t845  que  M.  F.-E.  Neumann  lut 


(•)  Voir  l'Appendice  au  Livre  XIV. 

(»)  Faraday,  Expérimental  Researches  in  Electricity,  série  I. 
(•)  Lenz,  Ueber  die  Besiimmung  der  Bichtung  der  durch  electrodynamische 
Vertheilung  erregten  Strôme  {^Poggendorff^s  Annalen^  t.  XX\I,  p.  483;  i834). 
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à  i^Âcadémie  des  Sciences  de  Berlin  son  important  Mémoire  : 
Die  mathematischen  Gesetze  der  inducirten  elektrischen 
S  trame,  où,  en  s'aidant  des  recherches  d'Ampère  sur  l'Électro- 
dynamique  et  en  étendant  la  loi  de  Lenz  au  mojen  d'une  série 
d'hypothèses,  il  parvenait  à  l'énoncé  précis  de  la  loi  de  l'Induction 
par  seul  mouvement  des  conducteurs. 

Le  9  août  1847,  M.F.-E.  Neumann  lisait  à  l'Académie  de  Berlin 
un  nouveau  Mémoire  intitulé  :  Veber  ein  allgemeines  Prina'p 
der  mathematischen  Théorie  inducirter  elektrischer  Strôme, 
dans  lequel,  en  transformant  par  l'introduction  du  potentiel  élec- 
rrodynamique  les  résultats  obtenus  dans  le  Mémoire  précédent,  il 
parvenait  enfin  à  l'énoncé  général  de  la  loi  de  l'Induction  entre 
courants  fermés  et  uniformes. 

Dans  l'inlervalle,  en  1846,  W.  Weber  publiait,  dans  les  Mé- 
moires de  la  Société  Leibnizienne  de  Gœttinguey  la  première 
Partie  de  ses  E lectrody namische  Maasbestimmungen ;  il  y  ex- 
posait sa  théorie  sur  la  réduction  des  forces  électrodjnamiques 
à  des  actions  qui  s'exerceraient  entre  particules  électriques  et  dé- 
pendraient de  leur  mouvement;  cette  théorie  lui  donnait,  elle 
aussi,  la  loi  de  l'induction  électrodynamique  entre  courants  fermés 
et  uniformes. 

Le  '^3  juillet  1847,  ^'  Helmholtz  lisait  à  la  Société  de  Physique 
(le  Berlin  son  Mémoire  célèbre  :  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft, 

Dans  ce  Mémoire,  il  développait  cette  idée  que  la  loi  de  Joule, 
jointe  au  principe  de  la  conservation  de  l'énergie,  permettait  de 
déduire  la  loi  de  l'Induction  de  la  loi  de  l'LIectrodynamique. 

En  1848,  W.  Thomson  publiait  une  idée  analogue  dans  les 
Philosophical  Transactions . 

Beaucoup  d'auteurs,  ayant  à  exposer  la  théorie  des  courants 
électriques,  commencent  par  établir  les  lois  de  l'Électrodyna- 
mique;  puis,  conformément  à  l'idée  de  M.  Helmholtz,  ils  font 
usage  de  la  loi  de  Joule  et  du  principe  de  la  conservation  de  l'éner- 
gie pour  en  tirer  la  loi  de  l'Induction. 

Nous  avons  suivi  l'ordre  inverse;  ce  que  nous  avons  dit  au  Cha- 
pitre précédent  va  nous  permettre  de  prouver  que  ce  renversement 
dans  la  marche  reçue  nous  était  imposé,  non  par  le  vain  désir 
d'innover,  mais  par  d'importantes  raisons  théoriques. 

A  la  vérité,  les  lois  de  l'Électrodynamique  n'ont  jamais  été  éta- 
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blies  directement  que  dans  le  cas  des  courants  uniformes;  imagi- 
nons toutefois  que  Ton  soit  parvenu  directement,  d'une  manière 
quelconque,  à  la  loi  fondamentale  de  rËlectrodynamique,  qui  est 
la  suivante  : 

Les  forces  électrodynamiqiies  admettent  pour  potentiel  la 
quantité 


(i) 


n  = >  JJ'  ( cosw  -. cos6  cos6'  )  ds  ds\ 


et  proposons-nous,  suivant  la  voie  ordinairement  adoptée,  de  fon- 
der sur  celte  proposition  la  théorie  des  courants  électriques. 

Le  premier  point  que  nous  aurons  à  examiner  sera  alors  le  sui- 
vant : 

Quelle  est  V énergie  interne  d^ un  système  de  conducteurs 
linéaires  traversés  par  des  courants  électriques? 

En  raisonnant  comme  au  Chapitre  I,  nous  pourrons  toujours 
établir  que  cette  énergie  interne  U  est  donnée  par  Tégalité 

(2)  EU    --EV  ,-W   u^^e-T^^y-^EU', 

avec 


(3) 


B'  et  V  étant  deux  constantes. 

Mais,  pour  pouvoir  pousser  plus  loin,  il  faut  nécessairement 
connaître  les  relations  qui  lient  les  constantes  B' et  ^- d'une  part, 
et  les  constantes  X  et  X'  d'autre  part.  Or,  c'est  ici  que  de  graves 
difficultés  se  présentent. 

La  première  idée  qui  s'offre  à  l'esprit  est  d'appliquer  le  théo- 
rème des  déplacements  sans  changement  d'état,  qui,  dans  les 
autres  branches  de  l'Électricité  et  du  Magnétisme,  relie  l'énergie 
interne  au  potentiel  des  forces  intérieures.  On  est  donc  porté  à 
admettre  que  le  travail  effectué  par  les  actions  mécaniques  inté- 
rieures au  système  est  égal  à  la  variation  changée  de  signe  de  la 
quantité  EU',  cette  variation  étant  prise  en  regardant  J  et  J'  comme 
des  constantes. 
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Ce  point  de  départ  donne  immédialement 

n  =-  EU', 
ou  bien 

(4)  ^'=-"rË'     ^'^^• 

Ces  résultats  obtenus,  faisons  usage  de  la  loi  de  Joule,  qui  nous 
donnera,  en  désignant  par  Tj  ds  la  force  électromotrice  étrangère 
à  l'induction  et  par  Cds  la  force  électromotrice  d'induction  que 
renferme  l'élément  rf^ 


(O 


^[r,--'l^ldsdt-r-^Udsdt-^l^^^-Y.m-^dJ(se. 


d^e  représentant  le  travail  des  forces  extérieures. 

Soit  û^S^.  le  travail  des  forces  intérieures  non  électrodjnaniiques; 
soit  d^]  le  travail  des  forces  intérieures  électrodynamiques.  Nous 
aurons 

(G)  ^  2  V*  ""  "^'^  ^^''  ~^  '^^'' 

D'ailleurs,  les  théories  antérieures  à  l'Electrodjnamique  donnent 

Nous  aurons  donc,  en  vertu  des  égalités  (2),  (5),  (6),  (7), 
(8  )  ^Udsdt^~E  oU'—  d^'i. 

Or,  d'après  les  égalités  (ii)  et  (4), 

(    -  E  aU'rr:  ^  ^  JJ'  8  \{^~^  COSCO  -+-   ^^  COsO  COSÔ')  ds  ds'\ 

\  5i«    v^,  ,  v^/i-^x  î  — X     ^     ^\dy,, 

f  H dt  y  à  as  >( costo  H cosOcosO  \—r-d$* 

\  2        Jmd         Jmd\    ir  %r  J  dt 


D'autre  part,  d'après  l'égalité  (i), 

(lo)     -  rfSf  =  --  ^'  y  JJ'8  r(-J^-  cosci)  -4-  -^cose  cosO' j  ds  ds\ 
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D'après  les  égalités  (9)  et  (10),  l'égalité  (8)  devient 

(il)      ^^ —  \^(— ^— ^costo -i- --— -— cos6  cos6' )  -^ds'\  Jds  ^r^  o. 

Cette  égalité  (i  i)  est  absolument  incompatible  avec  Tégalité 

(1-2)     Cds— j-dsy  l cosw -4-  cos6  cos6')  rfJ' £/«' 

^     ^  1    dt       Jmd\   ir  ir  } 

qui  exprime,  nous  le  savons,  la  véritable  loi  de  Tlnduction. 

On  n'aperçoit  qu'une  seule  manière  de  satisfaire  à  Tégalité  (11), 
c'est  de  poser 

(i3)        Cds-=  —  dsj  (—    —  cosa)-4--       -  cos6cos6' ) -j- <^s'. 
'  1        J^\   ir  xr  I  dt 

D'après  cette  formule  (i3)  : 

i"  //  ny  aurait  pas  d^ Induction  par  seul  mouvement  des 
conducteurs, 

2°  La  force  électromotrice  d* induction  par  variation  d^ in- 
tensité aurait  la  grandeur  donnée  par  la  théorie  de  Neu- 
mann,  mais  un  signe  contraire,  en  sorte  que  r équilibre 
électrique  sur  des  conducteurs  linéaires  immobiles  serait  un 
équilibre  instable. 

Telles  sont  les  conséquences  auxquelles  on  parviendrait  natu- 
rellement en  suivant  la  voie  que  nous  avons  indiquée;  auxquelles 
par  exemple,  M.  H.  von  Helmholtz  aurait  dû  parvenir,  si,  con- 
formément à  l'analogie  complète  qu'il  admet  entre  le  potentiel 
électromagnétique  et  le  potentiel  magnétique  (*),  il  avait  établi 
entre  le  potentiel  électromagnétique  et  l'énergie  interne  électro- 
magnétique la  relation  qui  existe  entre  le  potentiel  magnétique  et 
l'énergie  interne  magnétique. 

Mais  les  physiciens  ont  naturellement  laissé  de  côté  celte  voie 
qui  les  eût  menés  à  des  résultats  absurdes.  La  modification  qu'ils 
y  ont  apportée  consiste  à  supposer,  peu  explicitement  d'ailleurs, 
que  les  relations  (4),  conformes  au  théorème  des  déplacements 
sans  changements  d'état,  doivent  être   remplacées  par  les  rela- 


(*)  Helmholtz^  Ueber  die  Erlialtung  der  Kraft,  p.  G^. 
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tîons,  que  nous  savons  maintenant  être  exactes, 

(I4)  B'r:.^,  X'-X, 

OU,  en  d'autres  termes,  que  Ton  doit  avoir 

(i5)  EAU  ^  -d^'i-^-dtoiy 

AU  représentant  la  variation  que  subit  U,  lorsqu'on  y  fait  varier 
seulement  les  paramètres  qui  fixent  la  forme  géométrique  du  sys- 
tème. 

Cette  égalité  établit  une  différence  profonde  entre  la  relation  qui 
lie  l'énergie  interne  au  travail  des  actions  électrodynamiques  et  la 
relation  qui  lie  celte  même  énergie  interne  au  travail  des  actions 
de  gravitation,  capillaires,  électrostatiques,  magnétiques,  etc. 

Lorsqu'on  suit  la  théorie  que  nous  venons  d'exposer  dans  les 
précédents  Chapitres,  cette  égalité  se  présente  comme  la  consé- 
quence finale  d'une  suite  d'hypothèses  très  naturelles  et  de  dé-- 
ductions  très  claires,  en  sorte  qu'elle  ne  constitue  plus  qu'un 
paradoxe,  facile,  d'ailleurs,  à  expliquer  dans  l'état  actuel  de  la 
Thermodynamique. 

Prise,  au  contraire  comme  point  de  départ  d'une  théorie,  elle 
paraît  fort  invraisemblable,  et  devait  surtout  le  paraître  à  une 
époque  où  l'obscurité  qui  entourait  les  principes  de  la  Thermo- 
dynamique en  rendait  l'explication  presque  impossible.  Aussi 
M.  Helmholtz,  Sir  W.  Thomson,  les  physiciens  qui,  après  eux, 
ont  suivi  la  même  voie,  ont-ils  dissimulé  l'invraisemblance  du 
point  de  départ  sous  la  brièveté  et  l'obscurité  de  l'exposé;  mé- 
thode à  ce  point  dangereuse  que  certains  physiciens,  en  voulant 
reproduire  leur  raisonnement,  obtiennent  une  valeur  de  la  force 
électromolrice  d'induction  précisément  de  signe  contraire  à  la  vé- 
ritable valeur  de  cette  force  donnée  par  la  loi  de  Neumann. 

Il  y  a  donc  grand  inconvénient  au  point  de  vue  logique,  à  ad- 
mettre, a  ptiorij  et  à  prendie  comme  point  de  départ  la  proposi- 
tion paradoxale  exprimée  par  l'égalité  (i5),  proposition  dont  la 
Thermodynamique  montre  la  possibilité,  mais  dont  elle  ne  prouve 
pas  la  nécessité. 

Admettons  néanmoins  cette  proposition. 

La  loi  de  Joule  nous  donnera  encore  l'égalité  (5);  pour  trans- 
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former  celle-ci,  nous  pourrons  continuer  de  faire  usage  des  éga- 
illes (6)  et  (7),  qui  nous  donneront  de  nouveau  l'égalité 

Mais,  tandis  que,  dans  cette  égalité  (8),  —  diB]  conservera  la 
valeur  donnée  par  l'égalité  (lo),  l'égalité  (9)  devra,  en  vertu  des 
égalités  (i4)»  être  remplacée  par  l'égalité 


J  _  51*  ,  V^  .  .  V^ /I-+-X  I    -X     ^_^,\dy 


i  E8U'=-  —  y  JJ'Sr/"— -  cosw-i-  -  ^^-cosecos6'^rf5t/5'1 

y  J  dsy^^  I cosoj  H-         -cos8cos8'j  —irds. 

En  vertu  des  égalités  (10)  et  (16),  l'égalité  (8)  devient 
(17)     y^^Cdsdt-^^^  r^sV  (-^  cosfD  -^  -~  ~  cos6  cosO'^  VdA  l  J  ---.  o 

Il  est  bien  clair  que  cette  égalité  (17)  est  vérifiée  si  Ton  rem- 
place C  dsdt  par 

—   -  8  \dsy  (—'-^  cosco-^  î     -  cosôcose'")  r  ds' 
a       L     ^^  \    ar  ir  j 

qui  en  représente  la  véritable  valeur;  mais  il  n'est  pas  parfaite- 
ment clair  que  ce  soit  là  la  seule  manière  de  vérifier  l'égalité  (17). 
en  sorte  que  cette  égalité  ne  suffit  pas,  à  elle  seule,  pour  détermi- 
ner complètement  la  loi  de  l'induction  électrodynamîque;  en  par- 
ticulier, si,  dans  un  élément  ou  dans  un  groupe  d'éléments,  on  a 
J  ^^  o,  on  peut,  en  chaque  point  de  cet  élément  ou  de  ce  groupe 
donner  à  C  une  valeur  arbitraire. 

Ainsi,  lorsqu'on  veut,  conformément  à  l'ordre  reçu,  passer  de  la 
loi  de  l'Électrodj^namique  à  la  loi  de  l'Induction,  en  employant 
comme  voies  de  passage  la  loi  de  Joule  et  le  principe  de  la  conser- 
vation de  l'énergie,  on  se  heurte  à  deux  difficultés,  dont  la  pre- 
mière est  particulièrement  grave  : 

I®  On  est  obligé  d'accepter,  à  titre  de  principe  fondamental, 
une  relation  dans  laquelle  les  actions  électrodynamiques  se  com- 
portent, à  l'égard  de  Ténergie  interne  d'un  système,  d'une  ma- 
nière précisément  inverse  des  autres  actions  étudiées  dans  les 
diverses  parties  de  la  Physique;  en  sorte  que  cette  relation  est 
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exactement  de  sens  contraire  à  celle  dont  on  serait  naturellement 
porté,  par  voie  d^analogie,  à  admettre  Pexistence.  La  Thermody- 
namique peut  bien  montrer  la  possibilité  de  la  relation  qui  doit 
ainsi  être  admise,  mais  non  point  en  prouver  la  nécessité,  ni 
même  établir  Timpossibilité  de  la  relation  inverse;  celle-ci,  ce- 
pendant, doit  être  rejetée  malgré  les  raisons  d'analogie.  Les  ré- 
sultats ainsi  fournis  par  la  Thermodynamique  satisfont  Tesprit 
lorsque  la  relation  en  question  se  présente  comme  conséquence 
d'une  théorie  logique  et  qu'il  s'agit  seulement  d'expliquer  ce 
qu'elle  présente  de  paradoxal  ;  ils  ne  le  satisfont  plus  si  la  relation 
en  question  doit  devenir  le  fondement  même  de  la  théorie. 

2°  On  obtient,  entre  les  forces  électromotrices  d'induction  qui 
agissent  dans  les  divers  éléments  du  système  une  seule  relation, 
qui  ne  suffît  pas  pour  déterminer  isolément  la  valeur  de  chacune 
de  ces  forces. 

Telles  sont  les  raisons  qui  doivent  faire  abandonner  l'ordre 
suivi  par  M.  von  Helmholtz  et  suivre  l'ordre  inverse.  De  la  théorie 
de  M.  von  Helmholtz  il  reste  néanmoins  l'idée  capitale  :  à  savoir 
la  possibilité  de  relier  la  loi  de  l'Induction,  la  loi  de  l'Électrodyna- 
mique  et  la  loi  de  Joule  par  le  principe  de  l'équivalence  de  la 
chaleur  et  du  travail. 


CHAP.   V.   —  LOIS   DE  NEUMANN  ET  DE  LENZ. 


a37 


CHAPITRE  Yl 


RELATIONS  ENTRE  LA  LOI  DE   L'ÉLECTRO DYNAMIQUE  ET  LA  LOI 
DE  L'INDUCTION.  LOI  DE  NEUMANN.   LOI  DE  LENZ. 


Imaginons  que  l'on  ait  un  sj^stènie  de  courants  1,2,  . . . ,  n  et  que 
Ton  déplace  et  déforme  l'un  d'eux,  le  conducteur  1  par  exemple. 
Si  le  conducteur  I  est  ouvert  à  ses  deux  extrémités,  l'intensité  est 
égale  ào  à  ses  deux  extrémités;  s'il  est  feriné,  elle  varie  d'une  ma- 
nière continue  d'un  point  à  un  autre.  Il  est  facile  de  voir  que  tous 
les  déplacements  et  toutes  les  déformations  possibles  du  conduc- 
teur 1  pourront  être  ramenées  comme  cas  particulier  au  type  sui- 
vant : 

Supposons  qu'on  déplace  un  segment  quelconque  AMB  appar- 

Fig.  43. 


tenant  à  un  circuit  quelconque  PAMBP  {fig^  43).  Supposons  que 


1 


238  LIVRE   XIV.     -   LES  FORCES  ÊLECTRODYNAIIIQUES. 

les  extrémités  du  segment  considéré  ne  demeurent  pas  fixes,  mais 
glissent  sur  les  parties  immobiles  du  circuit.  Supposons  en  outre 
que  cette  partie  mobile  du  circuit  renferme  des  lignes  de  glisse- 
ment,  une  par  exemple,  çn  M. 

Imaginons  que  Ton  amène  ce  segment  AMB  dans  une  position 
infiniment  voisine  A'M'B'  et  cherchons  à  déterminer  le  travail  des 
actions  électrodynamiques  durant  ce  déplacement. 

Désignons  par 

(C,  C) 

le  potentiel  électrodjnamique  mutuel  de  deux  conducteurs  ou  de 
deux  segments  de  conducteur,  C  et  C,  traversés  par  certains  cou- 
rants déterminés. 

Le  travail  des  actions  électrodynamiques  est  déterminé  par  la 
loi  générale  suivante  : 

Lorsqu'on  déplace  les  uns  par  rapport  aux  autres  les  di\?ers 
conducteurs  qui  forment  un  système  quelconque  de  courants^ 
les  actions  électrodynamiques  que  ces  divers  conducteurs  exer- 
cent les  uns  sur  les  autres  ejj'ectuent  un  travail  dx  tel  que  l'on 
ait 

(i)  di=z  -^d\  JJ'[/(/')  cosO  cose'-+-  ^(r)  cosw]  ds  (ls\ 

le  symbole  D  indiquant  une  différentielle  prise  en  regardant 
les  intensités  J,  J'  comme  des  constantes. 

Appliquons  cette  loi  au  cas  qui  nous  occupe.  Imaginons  que, 
durant  le  mouvement,  on  maintienne  invariables  les  intensités  en 
chaque  point  des  conducteurs  immobiles  ou  du  conducteur  déplacé. 
Nous  aurons 

D  N  JJ'[A'')  cosôcos6'-4-^(r)coscu]  ds  ds' 

-=      (PA'M'B'P,  PA'M'B'P)  — (PAMBP,  PAMBP) 
^(PA'M'B'P,  a) -(PAMBP,  a) 


(PA'M'B'P,  n)      I  PAMBP,  n\ 
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ce  qui  peut  encore  s'écrire 

D  V  JJ'[/(r)  cosô  cose'-+-  ^(r)  costo]  ds  ds' 

=      (BPA,  AA')h-(BPA,  A'M'B')~-(BPA,  B'B)-^BPA,  AMB) 
-h(       a,  AA')-i-(       2,  A'M'B')-f-(       2,  B'B)   -(       a,  AMB) 

-4- 

-h(       n,  AA';-h(       n,X'M'B')-h(       /i,  B'B)  — (       n,  AMB) 
H-'(AA'M'B'B,  AA'M'B'B)-(AMB,  AMB). 

Supposons  qu'en  tout  point  du  conducteur  AMB  on  renverse 
l'intensité  du  courant  sans  en  changer  la  grandeur. 

Désignons  par  le  symbole  BMA  ce  nouvel  état  du  conducteur 
AMB.  Nous  aurons,  d'une  manière  générale, 

(C,  BMA)=    -(G,  AMB). 

Il  est  facile  de  voir  aussi  que 

(C,  AA')  -^  (C,  A'M'B)  -h  (G,  B'B)  --  (G,  BMA)  ----  (G,  AA'M'B'BMA). 

On  aura  donc 

D  V  JJ'[/(r)  cosO  cos6'-i-  ^(r)  coscd]  ds  ds' 

=      (AMBPA,  AA'M'B'BMA) 
(  2,  AA'M'B'BMA) 


-h(  n,  AA'M'B'BMA) 

-h  (AA'M'B'BMA,  AA'M'B'BMA). 


Mais,  tandis  que  les  n  premiers  termes  sont  des  infiniment  petits 
du  premier  ordre,  le  dernier,  potentiel  électrodjnamique  du  cir- 
cuit AA'M'B'BA  sur  lui-même,  est  un  inOniment  petit  du  second 
ordre. 

Si  donc  on  désigne  par  S  l'ensemble  des  courants  1,2,  . . . ,  /i, 
dans  leur  état  initial,  on  aura 

D  y^JJ'[/(r)cosecos 6' -+-^(r)cos(D]  £/*£&' 

=      (S,  AA'M'B'BMA) 

=  -(S,  AMBB'M'A'A), 

et  l'égalité  (i)  deviendra 

(2)  dz  =  (S,  AMBB'M'A'A). 
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Le  travail  effectué  par  les  actions  électrodynamiques  inté- 
rieures à  un  système  lorsqu'on  déforme  ou  déplace  d^une  ma- 
nière quelconque  un  segment  AMB  de  conducteur  appartenant 
à  ce  système  est  égal  au  potentiel  électrodynamique  du  sys- 
tème dans  son  état  primitif  {y  compris  le  conducteur  soumis 
au  déplacement)^  sur  un  courant  fermé  formé  de  la  manière 
suivante  : 

1°  Le  segment  AMB  dans  sa  position  initiale,  parcouru  par 
le  courant  qui  le  parcourt  initialement  ; 

2°  Le  chemin  BB'  du  point  V^,  parcouru  de  là  en  ^'  par  un 
courant  dont  U intensité  égale  celle  du  courant  qui  arrive  en 
B  par  AMB  ; 

3"  Le  segment  B'W  A' parcouru  par  un  courant  dont  l'inten- 
sité a,  en  chaque  point,  la  même  valeur  quau  point  correspon- 
dant de  BMA,  mais  un  signe  contraire; 

4**  Le  chemin  renversé  SI  k.  du  point  A,  parcouru  de  A'  en  A 
par  un  courant  dont  V  intensité  égale  celle  du  courant  qui  part 
de  A  pour  se  rendre  dans  AMB. 

Celle  proposillon  fondamentale  a   élé   donnée  par  F.-E.  Neu- 

mann  (*)  pour  le  cas  des  courants  uniformes. 

L'égalité  (2)  va  pouvoir  se  mettre  sous  une  autre  forme. 

Divisons  le  segment  AM  en  n  éléments  {fig-  44) 

» 

Divisons  le  segment  MB  en  y?  éléments 

Dans  le  mouvement  du  conducteur  AM, 

Le  point  A  vient  en  A'j, 
»         ai         »  a'j, 

»         «î         »  a'j, 


5 
.1 


»>      M      »      m;. 


(•)  F.-E.  NEUMANN,Z>ie  mathematischen  Gesetze  der  inducirten  eleklrischen 
Strôme  (Mémoires  de  rAcadémie  de  Berlin,  i845). 
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Dans  le  mouvement  du  conducteur  MB, 

Le  point  M  vient  en  N'j. 

»  ps  »)  p5, 


341 


Posons 


Soient 
D.  —  III, 


B 

Fig.  4i. 


Pp-i. 


85 


D5 


AA', 

A'A\, 
A ,  a  1 , 


2 j  Sj) 


</(t'.  = 


-m;  Pi, 


^5'  -- 


'« 


As      = 


M\  M', 


oa 


=  b;  b', 

=  B'B. 


M)       lî»       •••>       I/i>       ^l»      "*>»       •••1      Jp 


16 
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les  valeurs  des  intensités  dans  les  éléments 

dsif     ds^,     ...,     dSfij    d^ij     d^i,     ...,     d^p. 

Soit  enfin 

[ds] 

le  potentiel  électrodjnamique  du  système  primitif  sur  l'élément  ds 
parcouru,  dans  le  sens  positif,  par  un  courant  égal  à  Tunité.  Nous 
verrons  sans  peine  que  Ton  a 

(S,  AMBB'M'A'A) 

=      ^i[dSi]-i-U[dsi]-^  ...-h  Irt[<is«]-H  Ji[âf(iil-4- J2[</eT,]-h....-+- J;,[û?(Tp] 
~-Jp[o^]-~Jp[D<j]      Jp[d<j'p]-...~-J^[d<j'^]—Ji[d^\]-Ji[ii<i] 
-ln[^s]-l„[ds'„]    ....~^l^[ds',]-h[ds\]-U[Dsy-h[hl 

Si  l'on  remarque  que 

l'égalité  (2)  pourra  s'écrire 

ox^~h\\ds\]-[ds,]\-J,^^[d^\]^[d^^]\ 
-U\[ds',]^[ds,]\--3r\[d^',]-[d^,]\ 

^^^  '  ~h\[ds:,]-[dSn]\  ~  ip\[dr,^p]-[d^p]\ 

--I,î[D5]  +  [  aH|--J;,î[Dcr]  +  [8T]j 

-J,}[A5]-|-[A(Tj|. 

Cette  égalité  met  en  évidence  certaines  relations  remarquables 
entre  la  loi  des  actions  électrodynamiques  et  la  loi  de  l'induction. 

Si  le  système  subit  le  déplacement  que  nous  venons  d'imaginer, 
toutes  les  intensités  demeurant  constantes,  le  circuit  1  va  être  le 
siège  de  certaines  forces  électromotrices  d*induction  qui  seront  : 

Dans  l'élément  ds\ e,  ds\  =  -^-  j [ds\]  —  [dsi]  j , 


ds'n ^'^ds'^^^^\\ds\,-\~\dSn\\, 


» 


u 


> 
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^ans  rélément  d^'p ^p^^'p^  'j^\[d^p]  —  [d^p] \ , 

»  D5 EDf  =  ^  [D5], 

D  8s Cts    = -^  f  05  1, 

dt  '       ^ 

»  A* HA5  =  -^[A5], 

»  D(T E'D(i=^[D(j], 

»  Oa C    OŒ  — :    — -  [  ÔCT  ], 

»  A(J H'Aj=  ^  [  Ad], 

On  a  donc,  pour  tout  le  circuit  1, 

dtjcds^     |[^*;]-[^*i]j-H{[«ra;]-[é/a|]j 

(4,         ;                       -^\\ds\-\^\ds,\\^\ld^\\^ld^^-\\ 
\  -4- 

[D*]H-[85]-f-[A5]-h[Dj]H-[Sa]-+-[AçT]. 

Comparons  les  égalités  (3)  et  (4).  Si  le  circuit  déformé  était 
traversé  par  un  courant  d'intensité  égale  àTunité,  les  actions  éiec- 
trodynamiques  exercées  sur  ce  circuit  par  le  svstème  pris  tout  en- 
tier, dans  son  état  primitif,  y  compris  le  conducteur  soumis  au 
mouvement,  effectueraient  un  travail  ûf3  dont  la  valeur  peut  se 
déduire  de  Tégaliié  (3);  il  est  facile  de  voir  que 

(5)  dt  fcds  =  -d^. 

On  arrive  donc  ainsi  à  cette  proposition,  énoncée  en  1847  P^'' 
F.-E.  Neumann  pour  le  cas  des  courants  uniformes  : 

Si,  dans  un  système  formé  par  des  conducteurs  que  tra- 
versent des  courants  quelconques,  on  dé/orme  et  déplace  un  de 
ces  conducteurs  en  laissant  les  autres  immobiles  et  en  mainte- 
nant invariable  l'intensité  du  courant  qui  traverse  chaque 
élément,  le  conducteur  déplacé  est  le  siège  de  forces  électro- 
motrices  d'induction.  Considérons  celles  de  ces  forces  qui  sont 
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dues  au  seul  mouvement  du  conducteur,  La  somme  de  ces  forces 
s^ obtient  en  divisant  par  la  durée  du  déplacement  le  travail 
qu^ effectueraient  les  actions  électrodynamiques  exercées  par 
tout  le  système,  pris  dans  son  état  actuel  {y  compris  l* induit) j 
sur  un  conducteur  identique  à  l'induit  traversé  par  un  cou- 
rant égal  à  l'unité,  et  en  changeant  le  signe  du  quotient. 

Celle  proposilion  fournil  une  première  relation  entre  les  actions 
électrodynamiques  et  l'induction.  Elle  ramène  à  un  problème 
d'Électrodynamique  le  calcul  de  la  force  électromolrice  intégrale 
d'induction  engendrée  dans  un  conducteur  parle  seul  mouvement 
de  ce  conducteur. 

On  peut  en  déduire  une  seconde  relation. 

Supposons  que  les  forces  électromotrices  d'induction  que  nous 
venons  d'étudier  soient  employées  à  produire  un  courant  uniforme 
dans  le  circuit  induit;  elles  y  engendreraient  un  courant  d'in- 
tensité 

i  =  Ljcds, 

R  étant  la  résistance  de. l'induit. 
D'après  l'égalité  (5),  on  a 

J  -  — -L  ^ 
R  ^" 

D'autre  part,  les  actions  exercées  par  loul  le  système,  y  com- 
pris l'induit,  sur  un  conducteur  identique  à  l'induit  traversé  par 
un  courant  d'intensité  J,  efTec tueraient,  si  l'on  imposait  la  défor- 
mation considérée  a  ce  conducteur,  un  travail  qui,  d'après  l'éga- 
lité (3),  aurait  pour  valeur 

(ie  =  J  ûQ. 

On  aurait  donc 

^^^  -R  ST' 

égalité  qui  prouve  que  rf8  est  essentiellement  négatif  et  permet 
d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si,  dans  un  système  formé  par  des  conducteurs  que  tra- 
versent des  courants  quelconques,  on  déforme  et  déplace  un 
des  conducteurs  que  nous  nommerons  /'induit,  en  laissant 
immobiles  les  autres  conducteurs  et  en  laissant  invariable  Cin- 
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tensité  du  courant  qui  traverse  chaque  élément,  V induit  est  le 
siège  de  certaines  forces  électromotrices  d^ induction.  Si  ces 
forces  agissaient  seules  dans  V induit  pour  y  engendrer  un 
courant  uniforme,  ce  courant  aurait  une  certaine  intensité  J. 
Les  forces  exercées  par  tout  le  système  [y  compris  l'induit) 
sur  un  conducteur  identique  à  l'induit  traversé  par  un  cou- 
rant  uniforme  d'intensité  J  effectueraient  un  travail  négatif 
dans  la  déformation  considérée  du  système,  et,  par  consé- 
quent,  tendraient  à  s'opposer  à  cette  déformation. 

C'est  la  loi  de  Lenz  (*),  donl  F.-E.  Neumann  a  fait  le  fonde- 
ment de  ses  travaux  sur  la  théorie  de  l'Induction. 


(*)  Lenz,  Ueber  die  Bestimmung  der  Ricfitung  der  durch  electrodyna- 
mische  Vertheilung  erregten  Strome  {Poggendorff's  Annalen,  t.  XXI,  p.  4^3; 
18.34  ). 
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CHAPITRE  VIL 

DÉFINITION  DE  L'ACTION  EXERCÉE  SUR  UN  ÉLÉMENT  COURANT. 


Nous  avons  vu  que  la  loi  fondamentale  de  TÉlectrodynamique 
était  la  suivante  : 

Lorsqu'on  déplace  les  uns  par  rapport  aux  autres  les  divers 
conducteurs  qui  forment  un  système  quelconque  de  courants, 
les  actions  électrodynamiques  que  ces  divers  conducteurs 
exercent  les  uns  sur  les  autres  effectuent  un  travail  dx  tel 
que  Von  ait 

(i)  (11=—  D  V  JJ'[/(r)  cose  cose'-4-  g{ r)  cosw]  ds  ds', 

le  symbole  D  indiquant  une  différentielle  prise  en  regardant 
les  intensités  J,  J'  comme  des  constantes. 

Cette  loi  définit  le  travail  effectué  par  les  actions  électrodjna- 
mîques  dans  une  déformation  quelconque  du  système,  et,  par 
conséquent,  elle  détermine  les  actions  électrodynamiques  aussi 
complètement  qu'il  peut  être  nécessaire,  car,  dans  une  question 
quelconque,  les  actions  électrodynamiques  ne  s'introduisent  ja- 
mais que  par  leur  travail  élémentaire,  réel  ou  virtuel. 

Un  élément  de  courant  ne  peut  jamais  se  mouvoir  isolément;  il 
doit  toujours,  dans  son  mouvement,  faire  partie  d'un  courant 
réalisable  le  long  duquel  l'intensité  varie  d'une  manière  continue. 
L'expression  àe' force  appliquée  à  un  élément  de  courant  n'a 
donc,  par  elle-même,  aucun  sens  ;  elle  doit  être  l'objet  d'une  dé- 
finition qui  peut  se  donner  de  la  manière  suivante  : 

Soit  AB  =  ds  {fi g*  4^)  un  élément  de  courant,  traversé  de  A 

en  B  par  un  courant,  d'intensité  (  J T^^i  ^^  point  A  et  d'in- 

JH —  zr  ^^)  ^"  po'ï^t  fi-  Dans  une  déformation  infini- 
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ment  petite  quelconque  du  système,  cet  élément  vient  en  A'B'. 
Son  extrémité  A  décrit  le  chemin  AA'  et  son  extrémité  B  le 
chemin  BB'. 

Supposons  que  l'on  puisse  appliquer  à  l'élément  AB  ^=  ds  un 
système  de  forces  F  jouissant  de  la  propriété  que  voici  : 


Dans  tout  déplacement  de  Vêlement  AB,  les  forces  F  effec- 
tuent un  travail  égal  au  potentiel  électrodynamique  du  sys- 
tème donné,  à  r instant  t,  sur  un  circuit  fermé  infiniment  petit 
composé  de  la  manière  suivante  : 

i**  Vêlement  PiR^  parcouru  de  A  en  ^i par  un  courant  d'in- 

tensité  J  au  milieu  M  de  cet  élément,  d'intensité  IS  —  -  -j-  ds 

au  point  A  et  d'intensité  ii-\ —  zr  ^^)  ctu point  B; 

2"*  Le  chemin  BB'  du  point  B,  parcouru  de  B  en  B'  par  un 
courant  d'intensité  (  J  -f-  -  -^-  ds\] 

3"  L'élément  B'A',  parcouru  de  B'  en  A'  par  un  courant 
d'intensité  (  J  H —  "TT  ^^)  ^"  point  B',  d' intensité  J  au  milieu 

W  de  l'élément,  d' intensité  (  J  —  -  -j-ds)  au  point  A'; 

4°  Le  chemin  renversé  A' A  du  point  A,  parcouru  de  A'  en  A 
par  un  courant  d'intensité  (  J -j-ds\. 

Nous  verrons,  à  la  fin  du  présent  Chapitre,  qu'il  existe  un  tel 
système  de  forces  F  et  nous  apprendrons,  au  prochain  Chapitre,  à 
le  déterminer. 

Nous  dirons  que  V ensemble  des  forces  F  représente  l'action 
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électrodynamique  exercée,  sur  l* élément  AB  =  ds^  par  tout  le 
système. 

Celle  définition  n'est  pas  entièrement  arbitraire.  Elle  trouve  sa 
justification  dans  les  considérations  suivantes  : 

1^  Imaginons  que,  par  les  points  A  et  B,  on  ait  fait  passer  deux 
segments  de  fils  conducteurs  aa'  et  [3^'  {fif^-  4^);  imaginons  que 
Télément  AB  ne  soit  pas  invariablement  lié  par  ses  extrémités  A 
et  B  aux  parties  voisines  AP  et  BQ  du  fil  conducteur  auquel  il 


appartient,  mais  que  ces  extrémités  A  et  B  puissent  librement 
glisser,  l'une  sur  aa'  et  l'autre  sur  p^'.  Le  phénomène  n'est  évi- 
demment pas  incompatible  avec  les  propriétés  des  courants. 
Lorsque  l'élément  AB  vient  en  A'B',  on   peut  concevoir  que  le 

courant,  au  lieu  d'arriver  en  A  avec  l'intensité   (  J -p  ds\  de 

passer^n  M  avec  l'intensité  J  et  enfin  de  sortir  en  B  avec  l'intensité 
(  J  H —  -7-  ds\ ,  suive  le  chemin  AA  avec  l'intensité  J  —  (  ~  ^  ^•^)  i 
puis  entre  dans  l'élément  A'B',  passe  en  M'  avec  l'intensité  J,  et. 
enfin  marche  de  B'  en  B  avec  l'intensité  (j  H-  -  -r-  rf^j .  L'inten- 
sité demeure  continue  le  long  du  circuit  auquel  appartient  l'élé- 
ment AB  et  la  transformation  considérée  peut  être  conçue  comme 
réalisable. 

Or,  si  l'on  se  reporte  au  théorème  démontré  au  début  du  Cha- 
pitre précédent,  on  verra  sans  peine  que  le  travail  effectué  dans  la 
modification  considérée  par  les  actions  électrodvnamiques  est 
précisément  égal  au  travail  effectué  par  ce  que  nous  avons  appelé 
les  forces  appliquées  à  l^ élément  AB. 
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Ainsi,  lorsqu^on  déplace  d^une  manière  réalisable  quel- 
conque un  seul  élément  d^un  conducteur,  le  travail  accompli 
par  les  actions  électrodynamiques  se  réduit  au  travail  des 
forces  appliquées  à  l'élément, 

'-à'*  Supposons  maintenant  qu'on  déplace  de  la  même  manière 
un  segment  fini  quelconque  AMB  (y?^.  4;)  appartenant  à  un  cir- 

Fig.  47. 


cuit  quelconque  PAMBP.  D'après  l'égalité  (3)  du  Chapitre  pré- 
cédent, le  travail  effectué  par  les  actions  électrodjnamiques  a 
pour  valeur 


-I«j[^*i]~[^^«]|-J«|[^^i]~[^^î] 


(I) 


•    • 

H*;]- 

lds,]\- 

•      •      • 

[d^'p]  - 

[rf'i 

"1! 

I. 

;[D*]  + 

[8î   ]  - 

-ip 

j[D<rJ- 

-[8» 

Jl 

Jl 

{[A.    ]-. 

[A'  ]  . 
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Or.  le   travail  des  actions   appliquées  à  Télément  dsi   a  pour 
valeur 

rf5.  =  i.[rf,.i-(i.-g;^)[AA;]-i.[rf.'.]-(i.-t-gi^)K,;]. 

Le   travail  des  actions  appliquées  à  Télément  ds^  a  pour  va- 
leur 

de,  =  i,[.f5,]-(i.-  g  ^')t,.a',]-i,[^i]-(i,-^g  ^)k«.1, 


Le  travail  des  actions  appliquées  à  Télément  ds^  a  pour  va- 
leur 


Mais  on  a 


-i„[*;.]-(i„^g-»^-)[MM'.]. 


dix  dsi  dit  dst 

asi    7.  asi    1 


et  aussi 


fa'iaj]-f-[a,a;j=o, 


On  a  donc 


/  rfGi -f- û?G2 -f- . . . 4-  dEn  =  —  Il  \[ds\ ]  —  [dsi  ]  \ 

-U\[ds',]-[dsi\\ 


(^)  \  -K][ds'„]-[dsn]\ 

Si  Ton  désigne  par  rf8|,  rfBa»  •••!  ^^/i  le  travail  des  actions 
électrodjnamiques  appliquées  à  chacun  des  élémentsrfo-i,  rf^a,.---» 
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dvp,  on  aura  de  même 

/  de,  -+-  de,  -(-. .  .-f-  rfe^  =  —  Ji  { [d<s\  ]  —  [rf»,  ] 

-J,    [d<T;]-[rfcr,] 


(3)  \  -ip\[d'''p]-[d'>p\[ 

Négligeons  les  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre 


d(7,     a    ^"'^•J' 
^^[BB'J; 

remarquons  en  outre  que 

I«  =  Ji 

et  les  égalités  (i),  (2)  et  (3)  nous  donneront 

d'z  —  (  rfGi  -H  diôi  H- ...  -h  dÏDn  -4-  â?6i  -+-  cTOi  -f- . . .  -H  <i0/,  ) 
=      I,j[AA;]-[85]-[D5]j~J^|[BB;]^[8a]--[Da]| 

-HJi{[MN;j-[MM;]-[A.]-[Acr][; 

ce  qui  peut  encore  s'écrire,  en  reprenant  les  notations  du  Chapitre 
précédent, 

d'z  —  { d(Bi  H-  d<s±  -h ...  -H  d^n  -t-  ^^i  -+-  dSi  -h . . .  -r-  dBp  ) 

=  —  1,(8,  AA'A'iA)  — j/,(S,  bb;b'B)-Ji(S,  mm;m'n;m). 

Or  les  trois  quantités 

(S,  AA'A'jA),    (S,  BB;B'B),    (S,  mm^  m'n;  M), 

qui  sont  les  valeurs  du  potentiel  électrodynamiqiie  du  système  sur 
trois  circuits  fermés  infiniment  petits,  sont  des  infîniment  petits 
du  second  ordre,  ce  qui  permet  d'écrire 

(  4  )  rfx  =  dGi  •+■  d^t  H- ...  -h  d^n  H-  d%i  4-  rfO,  -h ...  H-  d^p. 
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Cette  égalité  (4)  conduit  à  Ténoncé  suivant  : 

Le  travail  des  actions  électrodynamiques,  dans  un  déplace- 
ment quelconque  d'un  conducteur,  est  égal  à  la  somme  des 
travaux  effectués  par  les  forces  électrodynamiques  appliquées 
aux  divers  éléments  du  conducteur, 

La  définition  des  forces  électrodjnamiques  appliquées  à  un  élé- 
ment de  courant  est  ainsi  justifiée. 

Il  faut  maintenant  montrer  qu'il  existe  des  forces  répondant  à 
cette  définition  et  indiquer  comment  on  peut  les  calculer. 

Toute  modification  d'un  élément  AB— ^  ds  de  courant  peut  être 
décomposée  : 

1°  En  une  dilatation  ùds  de  l'élément,  dilatation  durant  la- 
quelle la  direction  et  le  milieu  de  l'élément  demeurent  fixes; 

2°  En  trois  rotations  SX,  ô[ji,  3v,  autour  de  trois  axes  rectangu- 
laires Mx,  M^,  M-G,  menés  par  le  milieu  M  de  l'élément; 

3"  En  trois  translations  ôj?,  8^,  03,  parallèles  à  ces  trois  axes. 

Chacune  de  ces  modifications  élémentaires  définit  un  petit  con- 
tour analogue  au  contour  ABB'A'A  de  la  Jig,  45  qui  a  servi  à  la 
définition  des  forces  F  appliquées  à  l'élément. 

Soit  TZds  le  potentiel  électrodvnamique  du  système  sur  le  petit 
contour  ABB'A'A  correspondant  à  la  dilatation. 

Soient  LoÂ,  Moa,  N  Sv  les  potentiels  électrodynamiques  du 
système  sur  les  petits  contours  ABB'A'A  correspondant  à  cha- 
cune des  rotations. 

Soient  enfin  X  3.r,  Yôj',  Z  05  les  potentiels  électrodynamiques 
<lu  système  sur  les  petits  contours  ABB'A'A  correspondant  à  cha- 
cune des  translations. 

Nous  allons  prouver  : 

1"  Quon  obtiendra  un  système  de  forces  possédant  les  pro- 
priétés que  nous  avons  attribuées  aux  forces  F,  si  l'on  prend: 

Deux  tensions  égales  à  T  appliquées  aux  deux  extrémités 
de  l'élément; 

Un  couple  dont  l'axe  ait  pour  composante  L,  M,  N; 

Une  force,  appliquée  au  milieu  de  l'élément,  ayant  pour 
composantes  X,  Y,  Z. 

2"  Qu'il  est  impossible  d'obtenir  aucun  autre  système  pos- 
sédant les  propriétés  des  forces  F. 
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La  démonstration  de  cette  proposition  repose  sur  le  lemme  sui- 
vant : 

Soient  AB,  A'B',  A''B''  ^fig-  48)  trois  positions  d'un  élément 
de  courant,  telles  que  Ton  puisse  passer  de  Tune  à  l'autre  par  des 

Fig.  48. 


A'^     -, 


translations  infiniment  petites,  des  rotations  infiniment  petites,  et 
des  dilatations  infiniment  petites  par  rapport  à  ds.  On  aura 

(S,  ABB'A'A)-f-(S,  A^D'E^A-'Ai-r-CS,  A''B'BAA')  =  o. 

Il  est  facile,  en  effet,  de  voir  que  la  somme  qui  forme  le  premier 
membre  de  cette  égalité  se  réduit  à  la  différence  de  deux  poten- 
tiels électrodynamiques  ; 

1°  Le  potentiel  électrodynamique  du  système  sur  le  petit  cir- 

J  -h  ;7 "  )  » 

2"  Le  potentiel  électrodynamique  du  système  sur  le  petit  cir- 
cuit A  A' A"  A  parcouru  par  un  courant  d'intensité  f  J  —  ~r  -^  ]• 

Or,  en  premier  lieu,  chacun  de  ces  deux  potentiels  est  un  infi- 
niment petit  du  second  ordre  par  rapport  à  ds. 

En  second  lieu,  la  différence  qu'ils  ont  entre  eux  doit  être  infi- 
niment petite  par  rapport  à  la  valeur  de  chacun  d'eux. 

En  effet,  le  circuit  BB'B"B  s'obtient  par  les  opérations  sui- 
vantes : 

1**  On  fait  varier  les  divers  éléments  du  circuit  A  A' A"  A  de 
quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  leur  valeur  ; 

a"  On  fait  varier  infiniment  peu  l'intensité  du  courant  qui  tra- 
verse le  circuit  A  A' A"' A; 

3"  On  impose  à  ce  circuit  un  déplacement  infiniment  petit. 

Cette  différence  est  donc  infiniment  petite  du  troisième  ordre. 
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Chacune  des  trois  quantités 

(S,  ABB'A'A),     (S,  A'B'B'A'A'),    (S,  A'B'BAA') 

étant  infiniment  petite  du  second  ordre,  on  voit  que  Ton  peut  écrire 
(S,  ABB'A'A)  ^(S,  A'B'B'A'A')^  (S,  A' B'B  A  A')  r^  o. 

Cette  proposition  s'étend  évidemment  au  cas  où  Ton  considé- 
rerait un  nombre  fini  quelconque  de  positions  infiniment  voisines 
de  l'élément  AB. 

Imaginons  maintenant,  une  fois  cette  proposition  établie,  que 
Ton  fasse  passer  l'élément  AB  à  une  position  infiniment  voisine 
quelconque  A'B'.  Proposons-nous  de  déterminer  la  valeur  de 

(S,  ABB'VA). 

D'après  le  lemme  précédent,  cette  quantité  est  la  somme  des 
quantités  analogues  relatives  aux.  modifications  simples  en  les> 
quelles  la  modification  considérée  peut  être  censée  décomposée. 
On  doit  donc  avoir 

(S,  A  B  B' A  A' A)  -=  T  8^5  -t-  L  SX  -    M  8|ji  -:-  N  8v  -*-  X  car  ^   Y87  ^  Z os. 

Cette  égalité  nous  montre  alors  : 

i"  Que  les  forces  définies  par  les  quantités  T,  L,  M,  N,  X,  Y, 
Z  effectuent,  dans  tout  déplacement  de  l'élément  AB,  un  travail 
égal  à  la  quantité  (S,  ABB'A'A); 

2°  Que  ces  forces  sont  les  seules  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété (*). 

Les  forces  en  question  sont  donc  des  actions  électrodjnamiques 
appliquées  à  l'élément  de  courant  AB^^ds.  Leur  définition  est 
maintenant  complète.  Il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  la  valeur  des 

sept  quantités 

T, 
•  L,     M,     N, 
X,    Y,     Z. 

Ce  sera  l'objet  du  Chapitre  suivant. 


(*)  En  ne  regardant  pas  comme  distinct  de  ce  système  de  forces  un  autre  sys- 
tème que  Ton  obtiendrait  en  composant  les  premières  forces  suivant  les  règles 
connues  de  la  statique  des  solides. 
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CHAPITRE  Vin. 

CALCUL  DES  ACTIONS  ÉLECTRODYNAMIQUES   EXERCÉES 
SUR  UN   ÉLÉMENT  DE  COURANT. 


Nous  allons  maintenant  nous  proposer  de  calculer  la  tension 
éleclrodynamique  T,  le  couple  électrodynamique  (L,  M,  N)  et  la 
force  électrodynamique  (X,  Y,  Z). 

i"   Tension. 

Imaginons  que  l'élément  AB  =  ds^  sans  changer  de  position, 
s'allonge  d'une  quantité  8  ds^  de  manière  que  ses  extrémités  vien- 
nent en  A'B'  {fig*  49)j  son  milieu  O  demeurant  immobile.  Le 


contour  AA'B'BA  est  formé  ici  de  deux  lignes  confondues,  par- 
courues en  sens  contraire  par  des  courants  dont  l'intensité  au 
même  point  ne  diffère  que  de  quantités  infiniment  petites  du  se- 
cond ordre.  Il  est  facile  de  voir  que  le  potentiel  électrodyna- 
mique Pdu  système  sur  ce  circuit  est  un  infiniment  petit  au  moins 
du  troisième  ordre.  Gomme  on  a  d'ailleurs 

et  que  ùds  est  seulement  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  on 
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T^O. 


Il  fi  existe  pas  de  tension  électrodynamique  dans  un  Jil  par- 
couru par  un  courant, 

2°  Couple. 

Soit  AB  =  ds  (Ji g,  5o)  Télément  sur  lequel  s'exerce  raction. 
Soit  Q  son  milieu.  Soit  J  Tintensité  au  point  û  du  courant  qui  le 

Fi  g.  5o. 


b; 


•  B 


1     / 


w 


/ 


4 


parcourt  de  A  vers  B.  Au  point  A,  ce  courant  a  pour  intensité 

(J -r  dsy,  au  point  B,  il  a    pour  intensité  ( J -f- -  -rds\. 

Supposons  cet  élément  rapporté  à  un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  OX,  OY,  OZ,  et  désignons  par  L,  M,  N  les  com- 
posantes suivant  OX,  OY,  OZ  de  Taxe  du  couple  qui  sollicite 
cet  élément,  la  réduction  des  forces  étant  faite,  comme  nous  l'a- 
vons supposé,  au  point  Q. 

Par  le  point  û  menons  une  parallèle  QZ,  à  OZ.  Faisons  tour- 
ner l'élément  AB  d'un  angle  rfa  autour  de  ÛZ,,  de  manière  à  l'a- 
mener en  A'B'.  Les  actions  exercées  sur  l'élément  AB  effectuent, 
dans  ces  conditions,  un  travail  Nrfa.  Ce  travail  est  égal  au  signe 
près  au  potentiel  électrodynamique  du  courant  considéré  sur  un 
circuit  fictif  composé  de  la  manière  suivante  : 

i"  L'élément    A'  B'  parcouru  de   A'  en    B'   par    un    courant 


F 
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ayant  pour  intensité  (J T  ^^}   *"  point  A',  J  au  point  Û, 

f  J  -h  -  ^  ds\  au  point  B'; 

.   2**  L'élémenl  B'I3  parcouru  de  B'  en  B  par  un  courant  d'inten- 

3®  L'élémentBA  parcouru  de  B  en  A  par  un  courant  ayant  pour 
intensité  { J  -}-  -  rr  ds\  au  point  B,  J  au  point  Û,  f  J -j-  ds\ 

au  point  A; 

4**  L'élément  AA'  parcouru  de  A  en  A'  par  un  courant  d'inten- 
sité li dT  ^^r 

Désignons  par  o)  Tangle  de  AB  avec  Télément  agissant  ds\  et 

par  r  la  distance  de  Û  au  milieu  de  ds^. 

Nous  avons 

*  =  /(r)  cos6  cos6'-+-  ^  (/')  cosw 

avec 


cos6  cos6'=  cosw  —  r 


dsds' 
Soit  une  fonction  M  (r)  définie  par  l'équation 


r   rfM(r)1  ..   , 


dr 


(2) 

et  posons 

(3)  N(r)  =  ^(r)--  — ^• 

Nous  aurons 

(^^  *  =  ^^  +  N(r)cosa.. 

Le  troisième  élément  BA  fournira  au  potentiel  que  nous  vou- 
lons calculer  un  terme 

-  2/ [^' -"<'•)-»] '■"'■■ 

l'intégration  s'étendant  à  l'un  des  courants  continus  qui  consti- 
tuent le  système  et  la  sommation  à  tous  ces  courants. 
Pour  l'élément  A'  B',  N  (r)  cos  w  doit  élre  remplacé  par 

N  (r)  cosw  H-  -r-  [N(r)  cosw]  da  ; 
D.  —  III.  17 
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.   . ,    doit  être  remplacé  par 

ds  ds'         da  \    ds  ds'    J 

L'élément  A.'  B'  fournit  alors  au  potentiel  que  nous  voulons  cal- 
culer un  terme  dont  la  valeur  est 

La  somme  des  deux  termes  fournis  au  potentiel  par  les  éléments 
A'  B'  et  BA  a  alors  pour  valeur 

Calculons  les  quantités 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  milieu  û  de  Vêlement  ds^  et 
^,  y^  z'  les  coordonnées  du  milieu  de  l'élément  d^. 
Nous  avons 

àr  _  or  —  t'  dx       y  —  y'  dy       z  —  z'  dz 
ds  "^       r        ds  r       ds  r       ds 

et 


dM 


(r)  _  d  M  (r)  àr  _  dM{r)  Vx  —  x'  dx      y— y'  dy      z  —  z'  dzl 


ds  dr      ds  dr 


[X  —  x'  dx      y  — y'  dy      z  —  z'  dzl 
r       ds  r        ds  r      ds] 


dz 
La  quantité  ^  représente  le  cosinus  de  l'angle  que  AB  fail 

avec  Taxe  des  z;  dans  la  rotation  considérée,  cet  angle  ne  varie 
pas.  Il  en  est  de  même  de  r,  x^  y^  5,  x\  y ,  z'.  On  a  donc 

dx 

d_  dM{r)  _  rfM(r)  \  x  — 
doL       ds  dr 

et,  par  conséquent, 


à—  d^l 

dz  r         da  J 


^  dM{r)  x  —  x'  ^dx       ^  dM(r)  y— y'  ^  dy 
d   d^M(r)  dr  r  ds  dr  r  ds 

da     dsd^  ds'  da  ds'  dx  ' 
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La  quanlilé  r  ne  variant  pas,  on  a 

~  N(r)costu  =  N(r)  — - — • 

La  projection  du  circuil  fermé  AA'B'B  sur  la  direction  de  l'é- 
lément ds'  doit  être  égale  à  o.  Or  les  éléments  AA'  et  B'B,  qui 
sont  parallèle»  et  de  même  sens,  font  avec  l'élément  ds'  un  cer- 
tain angle  cof.  Si  nous  désignons  par  dfr  la  longueur  de  l'un  quel- 
conque de  ces  deux  éléments,  la  somme  de  leurs  projections  sur 

ds'  aura  pour  valeur 

2  cos  wi  dfj. 

D'ailleurs  la  somme  des  projections  sur  l'élément  ds'  des  deux 
éléments  A'B'  et  BA  est 

()cOS(i>     ,       , 

— ^ —  a%as. 

OCL 

On  a  donc 

d  ros  w  (h 


=  —  1  COStUi 


doL  doL  ds 

Mais  di  est  l'arc  qui  correspond  à  l'angle  au  centre  rfa  dans  un 

ds 
cercle  qui  a  pour  rayon  —  s\ïi{ds^  z).  On  a  donc 

di  =  -  ds dcL  %\n(ds.  z  ) 

et 

— r =  —  COS wi  sin (ds,  z). 

07, 

De  tous  ces  calculs,  il  résulte  que  les  deux  éléments  A'  B'  et  BA 
fournissent  au  potentiel  que  nous  voulons  évaluer  le  terme 


idsdx 


(5) 


2 


\         dr  r  ds 

L  dp  dT 

.  dM( r^    V  —  v'    ,  dy 

à  — — —  '• '—  d  -4- 


''        '     "^^ ,z)\yds' 


— , ^  — N(r)cosw,sin(rf5, 


Calculons  maintenant  les  termes  fournis  au  même  potentiel  par 
les  éléments  AA'  et  B'B. 
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L^éléiuenl  AA'  a  pour  longueur 


da  =  -  ds  d%  sinids.  z). 
1 


La  distance  du  point  A  au  milieu  de  Félément  ds!  est 

I  dr    - 
p  =z  r -r-  ds, 

^  2   os 

La  distance  du  milieu  de  Télément  AA'  au  milieu  de  Télément  ds 

a  pour  valeur 

_.  \   dr   j         ^   àr    , 

R  =  r —  ds  -\ —  d(j, 

2.  Os  2  dj 

L'élément  AA'  fait  avec  l'élément  rf^Tangle  ci)|.  Il  est  traversé  de  A 

J  —  -  y  rf;y).  Il  fournit  donc  au 
potentiel  le  terme  suivant 

î  (^  "  -^  S  ''*)  '^  *''  ''°  (''*'  -)  2l/[^^^  +  N  (  R )  cos a,,  ]  yjs. 


Si  l'on  pose  de  même 


-,  i   àr    ,         I    âr    , 

R  =  r  -f-  -  —  rt5  H-  -  -r-  ^<r» 

1   os  2    0<J 


l'élément  B'B  fournira  un  terme 


La  somme  de  ces  deux  termes,  réduite  aux  infiniment  petits  prin 
cipaux,  a  pour  valeur 

J  dsdasiïi{dSyZ)y    1     —        , — h  N(r)  cosa)i    J't/s'. 

La  quantité         , ,     peut  être  remplacée  par         .  ',    » 
Soient  $,  r,,  Ç  les  coordonnées  du  point  A.  Nous  aurons 


â^M(o)  _   f)   VdM(o)  ç— J-'l  dl         à    \dM(p)  r  -  y'I  dr, 
~  "  5?  Idp  p~J  di'^  ds'l      dp  p      J  ds 

Os'  \_      dp  p     J  di 


0<j  ds 

4- 


CHAP.   TIll.  —  CALCUL   DE   L*ACT10N   EXERCÉE   SLR   L'N   ÉLÉMENT.  9.6l 

D'ailleurs  nous  avons 

t  ^  X j-  as, 

1   as 

i    ds    , 

L'élément  B'B  étant  perpendiculaire  à  l'axe  des  2,  nous  avons 

Les  formules  précédentes  donnent 

d\  _       \    d   dx  doL 

d<j  ~~       •!  dx  ds    d(s      ' 

dr^  _        là    dy  doL    . 
dfs  "       1  doL  ds   d<3 

Si  Ton  remarque  enGn  que 

I 


d<T  =  ~  s{n{ds,  z)ds  da^ 


2 


on  trouve  sans  peine  que  Fon  a,  aux  infiniment  petits  du  troisième 
ordre  près, 

sin  (ds,  z) —7-^  aoL  as 

___\  ±  rdMjr)  x  —  x'l   d^  dx ^  d_  rdM(r)  y—yl  ±^)  ^  ^ 
~~       \  ds'  [^     dr  r      \  Oz  ds    '    Os'  \_     dr  /*      J  àT.  ds  ) 

Les  deux  éléments  AA',  BB'  fournissent  donc  au  potentiel  que 
nous  voulons  calculer  le  terme 


'-•""2/!  i[^''-^] 


à   [dM(r)x  —  rr'"!  à   dx 

âa  ds 


...  ,  _^  à   rdM(r)y-,r-\  à  dy 

<-^>  '  +57  [—d7 7~\  ai  Ts 

—  N(r)coswi  sin(rf5,  z)  |  }'  ds\ 

Ce  terme  (6)  est  égal  en  valeur  absolue  au  terme  (5),  mais  de 
signe  contraire.  La  somme  de  ces  deux  termes  devant  être  égale 
ù  —  Nrfa,  on  voit  que  l'on  a 

N  =  o. 
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Un  raisonnement  analogue  donnerait 

L  =  o, 
M  =  o. 

Le  couple  électrodynamique  est  nuL  Uaction  d* un  système 
de  courants  quelconques  sur  un  élément  de  courant  quelconque 
se  réduit  à  une  force  unique,  appliquée  au  milieu  de  r élé- 
ment, 

C^est  celte  force  dont  nous  allons  maintenant  calculer  les  com- 
posantes. 

3°  Force. 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  qui  agit  sur  l'élé- 
ment ds  =  AB  (  fig.  5i)  et  qui  est  appliquée  en  son  milieu  û.  Si 

Fig.  ni. 


a 


y 


/ 


nous  déplaçons  l'élément  AB  de  telle  façon  que  chacun  de  ses 
points  décrive  un  chemin  de  longueur  dx^  parallèle  à  l'axe  des  a:, 
le  travail  virtuel  des  actions  électrodynamiques  aura  pour  va- 
leur Xrfx.  Ce  travail  est  égal  au  signe  près  au  potentiel  électro- 
dynamique  du  système  agissant  sur  un  circuit  fermé  composé  de 
la  manière  suivante  : 

I**  L'élément  A'B',  parcouru  de  A'  en  B'  par  un  courant  dont 

l'intensité  est  J  au  milieu  û'  de  A'B',  (J —  \  -p  dsj  au  point  A' 
et  N  H —  -T  ds)  au  point  B'^ 
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a**  lé  élément  B'B,  parcouru  de  B'  en  B  par  un  courant  d'inten- 

3**  L'élément  BA,  parcouru  de  B  en  A  par  un  courant  dont  l'in- 
tensité est  J  au  milieu  Û  de  AB,  (  J  -1-  -  -j-  rf^  j  en  B  et  (  J ^  dsj 

en  A; 

4*^  L'élément  A' A,  parcouru  de  A'  en  A  par  un  courant  d'inten- 
sité (j —  -  ^  dsj. 

Soit  r  la  distance  du  point  ù  au  milieu  de  l'élément  ds']  soitci) 
l'angle  de  l'élément  AB  avec  l'élément  ds'. 

Le  troisième  élément,  l'élément  BA,  fournit  au  potentiel  cher- 
cbé  un  terme  qui  a  pour  valeur 

De  même,  le  premier  élément,  A'  B',  fournit  le  terme 
,    .    V   ri^*M(r)         d^     rdM{r)  àr    .1       ^,    , 

'\-^[N(r)cosiù]dxl  rds'. 

Si  l'on  remarque  que  l'angle  o>  ne  varie  pas  lorsque  l'élément 
AB  vient  en  A'B',  la  somme  de  ces  deux  termes  aura  pour  va- 
leur 

L'élément  AA'  a  pour  longueur  dx.  Il  est  traversé  par  un  cou- 
rant d'intensité  (J -j-  ds\.  Désignons  par  p  la  distance  du  mi- 
lieu de  AA'  au  milieu  de  ds'\  par  o>|  l'angle  que  AA'  fait  avec  ds'. 
L'élément  AA'  fournit  au  potentiel  cherché  le  terme 

La  distance  du  milieu  de  l'élément  B'B  au  milieu  de  l'élément 
ds!  est  i?-^  -^  d,s\.  Cet  élément  fait  avec  l'élément  ds'  un  angle 
supplémentaire  de  l'angle  ci)|.  Il  est  traversé  de  B' en  B  par  un 
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courant  d'intensité  (J-+-  "  ^  ^^)-  H  fournit  au  potentiel  cherché 
le  terme 

.   dN(p)  dr  ,   ).,,, 

^ ^Lj.        coscui  as}  j  as  , 

dp       os  \ 

La  somme  des  termes  fournis  au  potentiel  par  les  deux  éléments 
A\',  B'B  est,  en  se  limitant  aux  infiniment  petits  principaux, 

La  somme  des  quantités  (7)  et  (8)  donne  le  potentiel  que  Ton 
veut  calculer. 

Sj  l'on  remarque  que 

ds  ds'  L      dr       ôx\  ~  as  ôs'  dx    ^''^  ~  dx  ds'  [      dr       dsy 
on  voit  que  ce  potentiel  se  réduit  à 

idsdx^j  |^cosa>-^----cosu„^^~Jjrf, 

Remarquons  maintenant  que  nous  avons 

dx' 
cosco,  =  ^^, 

et  nous  aurons,  pour  valeur  de  notre  potentiel, 

Cette  quantité  doit  être  égale  à 

—  X  dx. 
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On  a  donc  la  première  des  trois  égalités  suivantes  : 
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^-m 


Ox  as' 


N(r)g:]jV/, 


(9) 


'-'■^s/^HI-fs)''-'' 


ds 


ds 


m 


â^M(r) 
àyàs' 


N(.)g']j'^'. 


t  ij     V    /'<'N(/-)/  dr       dz'dr\    ,, 

■^di'^'Zjl-iFdr^'^^'-^dFl^'^- 


Les  deux  autres  s'établissent  d'une  manière  analogue.  Ces  for- 
mules déterminent  l'action   électrodjnamique  d'un   système   de 
courants  quelconques  sur  un  élément  de  courant  quelconque. 
Supposons  maintenant  que  l'on  ait 


5l«  i-X 

/(  r)  = > 


L'égalité  (2)  sera  vérifiée  si  l'on  prend 


5l«  I  — X 

M(r)  = r, 


et  l'égalité  (3)  donnera 


N(r)=-  — 


Si  l'on  remarque  alors  que 


r 


â^r    _^       I  dx'       .  '  \  _i 

d^s'-~"r  'ds'  '^  ^"^  "  ""  ^  ds' 


nos  formules  (9)  deviendront 


X  = 


5l« 


J  ^5 


2 


t.- 


/*        dx      V 
cos(o  r :7-,  -r-  /  J'  ^*' 


(10) 


?ë-2/['^<-''4'-^ 


X   rfi' 


y  ds', 


Y  = 
Z  = 
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CHAPITRE  IX. 


COMPARAISON  DES  LOIS  PRÉCÉDENTES  AVEC  LES  LOIS 
DE  L'ÉLECTRODYNAMIQUE  PROPOSÉES  PAR  D'AUTRES  AUTEURS. 


g  1.  —  Loi  de  Grassmann. 

L'action  d'un  couranl  quelconque  sur  un  élément  de  courant  se 
réduit  à  une  force  appliquée  au  milieu  de  l'élément,  et  dont  les 
composantes  sont  données  par  les  formules  [Chap.  VIII,  égali- 
tés (lo)]  : 


coso) 


r 
ôx 


as     os  J 


%*  di    , 

=-  as 

1    as 


/[^^'-'4-i^l]'-. 


(1) 


r 


i-X 


z  =      — 


2 


1 


J  ds       /     j  cos 

?^  ^ds    I       — 

1    ds     ^  J      L     •-* 


à'- 

r 

'dz 


('»-'»')-T7 


Supposons,  en  premier  lieu,  que  le  courant  qui  traverse  l'élé- 
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meol  ds  soit  uniforme.  Ces  formules  se  réduiront  à 


(a) 


Z,= 


—  â  as   f    \  coso)- 


cosoj- 

r 
sa)-; 


ds'    ds 


y  ds'. 


Ces  actions  sont  les  mêmes  que  si  tout  élément  ds^  du  circuit 
agissant  exerçait  sur  l'élément  ds  une  iovcQ  fictive  appliquée  au 
milieu  de  l'élément  ds,  et  ayant  pour  composantes 


51»  ( 

=  —  \  i 


5lM  ^-r 

cosio  — 


(3) 


'l  =  — 


Ç  = 


^-^  -S  nydsds', 

ds    us   ^ 


âz        ds'    as  / 


-,   -~     W  dsds\ 


11  faut  bien  remarquer  ici  que  cette  expression  :  action  de  l'é- 
lément dsf  sur  l'élément  ds  a  un  sens  purement  conventionnel. 
L'élément  rf,ç'  ne  peut  être  conçu  isolément;  on  ne  peut  donc  par- 
ler, au  sens  propre,  d'une  action  exercée  par  cet  élément.  L'ex- 
pression dont  il  s'agit  désigne  simplement  un  des  termes  dont  la 
résultante,  donnée  par  une  intégrale  qui  s'étend  à  tous  les  éléments 
du  courant  agissant,  représente  la  valeur  de  l'action  exercée  par 
ce  courant  sur  l'élément  ds^  ce  dernier  mot  ayant  le  sens  précisé 
au  Chapitre  VIL 

L'action  exercée  par  l'élément  ds^  sur  l'élément  ds  représentant 
une  pure  expression  algébrique,  on  ne  devra  pas  s'étonner  si  l'on 
peut  donner  plusieurs  valeurs  différentes  pour  chacune  des  com- 
posantes de  cette  action;  la  somme  de  ces  valeurs,  prise  pour  un 
courant  réalisable,  représente  seule  une  réalité  physique  soustraite 
à  toute  arbitraire. 
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Quelles  sont  la  grandeur  et  la  direction  de  la  force  représentée 
par  les  formules  (3)? 

dx 

Multiplions  la  première  des  égalités  (3)  par  -v-;  la  seconde,  par 

-~\  la  troisième,  par  -^  »  et  ajoutons  membre  à  membre  les  résul- 
tats obtenus;  nous  trouvons 

^dx  dy  dz 

^di'^^'^dJ'^^ds 

""        2  \ox  ds'         dy    ds'         dz   ds' 

^%^  /dxdx'       dy  dy        ^^  ^^'\  _î 

1  \ds    ds         ds  ds'        ds   ds'  )  as 

Mais  nous  avons  aussi 

dx  dx'       dy  dy'        dz  dz^ 


ds    ds'        ds  ds     '    ds   ds' 

>*     _     1^  dx  r  dy  r  dz 

ds  dx   ds         dy   ds         dz   ds 

Nous  trouvons  donc 

^  dx  dy       „  dz 

ce  qui  montre  que  la  force  en  question  est  normale  à  rél/'- 
ment  ds  sur  lequel  elle  agit. 

Soient  X,  jX,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  formé 
par  la  droite  r  et  l'élément  ds'.  On  aura 

^  dx;'  dy'  dz' 

•       ^d7      -^^W       ^"di      ="• 

^  x'  —  X  y'  —  y         z'  —  z 

A h  [x  ^ ^  -f-  V =  o. 

r  r  r 

Or  les  égalités  (3)  donnent 

..              ^     ^            ^'^^dsrds'           f^x  —  x*  y— y         z-z' 

aÇ  -+-  R  -+-  vï  =  -  —  y^ cosw  [1  — h  |A  -^—^  -^  V  — -- 

d'- 


5l«       .   _,  ,,     r     /.  dx'  dy  dz'\ 

-JdsJ'ds'-     (X-,       -^^^         -f-v^j 
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On  a  donc 

X^  -h  {JL7J  -H  vÇ  =  O. 

La  force  en  question  est  située  dans  le  plan  de  la  droite  r  et 
de  ^élément  ds!. 

La  direction  de  la  force  (ç,  tj,  Ç)  nous  est  dès  lors  connue;  elle 
est  située  dans  le  plan  de  la  droite  r  et  de  l'élément  ds\  et  nor- 
male à  la  projection  dv  de  l'élément  ds  sur  ce  plan. 

Cherchons  maintenant  la  grandeur  F  de  cette  force.  Nous  la 
compterons  positivement  lorsque  la  condition  suivante  sera  réa- 
lisée : 

Une  force  F',  de  même  sens  que  la  force  F,  appliquée  à  l'extré- 
mité de  ûfo",  forme  avec  la  droite  My,  normale  à  r  et  à  rfo-,  un  sys- 
tème à  rotation  négative,  le  trièdre  (r,  Mj',  rfo-)  étant  lui-même 
supposé  à  rotation  négative  {Jig'  52). 


Fig.  52. 


r 


Supposons  que  ^  représente,  en  grandeur  et  en  signe,  la  pro- 
jection de  F  sur  MM'.  Nous  avons 

*  =  Fsin(<ij,  r). 

Mais,  dans  le  trièdre  {ih^  rfo",  r),  rectangle  suivant  rfo-,   nous 

avons 

sin(^j,  r)  =  ^\n{dsy  dfs)  sin(<i(i,  r). 

Désignons  par  a  l'angle  (rf5,  c/t)  que  fait  l'élément  ds  avec  le 
plan  de  r  et  de  ds'^  cet  angle  étant  compté  positivement  lorsque 
l'élément  ds  est  du  même  côté  du  plan  (r,  ds)  que  la  normale  y, 
et  négativement  dans  le  cas  contraire.  L'égalité  précédente  de- 
viendra 

sinO 
sin(aj,  r)  =  — —  • 
sin{JL 
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Nous  avons  ainsi 

siuO 

Pour  calculer  ^,  supposons  Ox  dirigé  suivant  MM',  el  faisons 
usage  de  la  première  des  formules  (a).  Nous  aurons 


*  =  S, 


et  aussi 


r  __    \  dx   _  Or 

dx  ~~  r*  ds'  ~~  ds' 


ce  qui  donnera 


^       5l«  J//5JV//  dr  dr\       Si^Jdsrds'    .    ^    .    ^, 

*  = (  COSto>  -+-   -—  — y  )  = SII16  sine   COSE 

2  r*        \  os  os  /        2  r* 


et 


(4)  F= : si.iO  siuucoss. 


'2 


Telle  est  la  grandeur  de  la  force  dont  les  formules  (3)  rcpréscD- 
tent  les  composantes. 

La  force  dont  les  composantes  sont  données  parles  égalités  (2), 
et  qui  représente  l'action  d'un  courant  réalisable  quelconque  sur 
un  élément  de  courant  uni/orme  ds^  peut  donc  être  regardée 
comme  la  résultante  d'actions  que  tout  élément  dsf  du  courant 
agissant  exercerait  sur  l'élément  ds^  chacune  de  ces  forces  étaut,  en 
grandeur,  représentée  parla  formule  (4),  et  en  direction  donnée 
par  les  règles  que  nous  avons  indiquées. 

Dès  1825,  Ampère  (*)  avait  donné  ces  formules  comme  équi- 
valentes, pour  les  actions  d'un  courant  fermé  et  uniforme,  sur  un 
élément  de  courant  aux  formules  qui  représentent  la  loi  dite 
d^  Ampère, 

Dans  les  papiers  posthumes  de  Gauss  (*'^),  on  trouve  les  for- 
mules (3)  comme  représentant  l'action  mutuelle  de  deux  élé- 
ments de  courant. 


(  *  )  Ampère,  Mémoire  sur  la  théorie  mathématique  des  phénomènes  électro- 
dynamiques  uniquement  déduite  de  l'expérience  {Mémoires  de  l* Académie 
des  Sciences,  l.  VI,  p.  175.  —  Collection  de  Mémoires  publiés  par  la  Société 
française  de  Physique^  l.  111,  p.  laS). 

(«)  Gauss,  Werke,  Bd.  V,  p.  60^. 
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En  1843,  Hermann  Grassmann  (^)  avait,  à  son  lour,  indiqué 
que  raclion  d'un  courant  fermé  et  uniforme  sur  un  élément  de 
courant  uniforme  pouvait  se  décomposer  en  actions  élémentaires 
telles  que  celle  que  nous  venons  de  définir. 

En  1870,  M.  Reynard  (^)  a  reproduit  ces  formules  qu'il  croyait 
nouvelles. 

Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  peut  donc  s'énoncer  ainsi  ; 

La  loi  de  Grassmann  représente  exactement  l'action  d'un 
courant  quelconque  sur  un  élément  de  courant  uniforme* 

Supposons  maintenant  que  l'élément  de  courant  ds  sur  lequel 
le  circuit  agit  ne  soit  pas  uniforme,  et  vojons  si  la  loi  de  Grass- 
mann demeure  applicable. 

Pour  que  la  loi  de  Grassmann  soit  applicable,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  force  (X,  Y,  Z),  donnée  par  les  égalités  (i),  se  réduise  à  la 
force  (Xi,  Yi,Z|),  donnée  par  les  égalités  (2);  que  l'on  ait,  par 
conséquent, 

Or  on  a 

—  d- 

ds'  d   f X  —  t'\        .  ,^     r 

On  a  donc 

=  1^  fy^^^^Zflds'^   I    {x-x')^rds'. 
•2     J      ds        r  ^/      ^  ds 

(»)  H.  Grassmann,  Neue  Théorie  der  Elektrodynamik  {Poggendorfjfs  An- 
nalen,  t.  LXIV,  p.  17;  i845). 
(•)  Reynard,  Ann,  de  Chimie  et  de  Physique,  4*  série,  t.  XIX,  p.  272;  1870. 
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Supposons,  en  premier  lieu,  le  courant  agissant  fermé  et  uni- 
forme. Nous  aurons  alors 

et,  par  conséquent, 

Ainsi,  pour  que  la  loi  de  Grassmann  fût  applicable  à  l'action 
(l'un  courant  fermé  et  uniforme  quelconque  sur  un  élément  de 
courant  non  uniforme,  il  faudrait  que  Tintégrale 


d' 


/(^  -  X-)  ^  ds', 

étendue  à  une  courbe  fermée  quelconque,  fût  égale  à  o,  ce  qui  ne 
peut  pas  être,  car  la  quantité  sous  le  signe  /  n'est  pas  de  la  forme 

OS 

La  loi  de  Grassmann  ni! est  pas  applicable  à  Vaciion  d'un 
courant  fermé  et  uniforme  sur  un  élément  de  courant  non 
uniforme;  a  fortiori,  est- elle  inapplicable  à  V action  d^un 
courant  quelconque  sur  un  élément  de  courant  non  uniforme. 

L'égalité 
peut  se  transformer.  Une  intégration  par  parties  donne 
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Ou  bien  le  courant  agissant  est  fermé,  ou  bien,  s^l  est  ouvert, 
l'intensité  est  égale  à  o  à  ses  deux  extrémités.  On  a  donc,  en  toutes 
circonstances, 

('■'-^)>°' 

et 

Cl  I  dr  .,       3  —  X  dl'\  x—t', 

En  reportant  ce  résultat  dans  la  première  des  égalités  (i),  on 
trouve  la  première  des  égalités 

a    ds     J  \r  ds  'i      as  /        r  ' 

(5)        ,   Y  =  Y.-^-^rf.j(..-,J--— ^j.—-^., 

\  1    as     J  \r  ds  2       as  /       r 


X  ^J'\  z—z', 

as . 


Nous  allons,  dans  un  instant,  voir  l'intérêt  que  présentent  ces 
nouvelles  formules. 


§  2.  —  Loi  d'Ampère. 


Reprenons  l'expression  de  X|. 
On  a 


57  =  ,-^  (^'-  ^)- 


On  a  donc 


r        d.r'     r   \      |    co 
dx        ds'    ôs 


D.  —  III.  18 
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el 


T'^'fi[-—>^y''''- 


Une  intégralion  par  parties  donne 


fé[<'-'4]''^'W-'>  fl.-/-;:-  '£  f  *• 


Mais 


On  a  donc 


(6) 


2          ^       /•*      ds  ds' 
Yi  ~ I         Z|  = 

Ces  égaillés  vont  nous  conduire  à  de  nombreuses  conclusions. 
Considérons  en  premier  lieu  les  formules 

^        51*  (   co9(i)  r    \  3p'  —  x  ...   ,    ,, 

^        51*  I   cos(o  r     \  z^  z'  ..,   .    ,  , 

Elles  représentent  les  composantes  à'' une  force  appliquée  à  Vêle- 
ment dsj  dirigée  de  Vêlement  ds'  vers  l'élément  ds  suivant  l(f 
droite  qui  Joint  les  milieux  de  ces  deux  éléments,  et  ayant 
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pour  grandeur  * 

^  9-    \    r*  dsds  / 

Cette  force  est  éi^idemment  soumise  au  principe  de  l'égalité 
entre  Vaction  et  la  réaction.  C^est  celle  qui  a  été  proposée 
par  Ampère  pour  représenter  Vaction  mutuelle  de  deux  clé- 
ments de  courant  (*). 

Les  égalités  (6)  conduisent  alors  au  résultat  suivant  : 

La  loi  d^ Ampère  et  la  loi  de  Grassmann  sont  équivalentes 
•pour  représenter  l'action  dUin  courant  uniforme  sur  un  élé- 
ment de  courant  quelconque. 

Si  nous  comparons  ce  théorème  à  celui  que  nous  avons  précé- 
demment obtenu,  nous  arriverons  au  résultat  suivant  : 

La  loi  d'Ampère  représente  toujours  exactement  Vaction 
dUin  courant  uniforme  sur  un  élément  de  courant  uniforme. 

En  général,  elle  ne  peut  représenter  exactement  Vaction 
d'un  courant  uniforme  sur  un  élément  de  courant  quelconque, 
ni,  a  fortiori,  Vaction  d'un  courant  quelconque  sur  un  élément 
de  courant  quelconque. 

Les  égalités  (5)  et  (6)  nous  conduisent  à  un  nouveau  résultat 
important. 

Considérons  les  quantités 

^U_2L^_^/pL)'Ùzliydsds- 

2     \    r*  as  Os  J       r 

.  3f^  \  dr  x'—x.d}'        ,,        %^\  dr  x'—x^,di    ,     ,, 

(q)  (  3 J~f-rdsds-\ T7 y~rdsds 

^^^  \  1    r  os       r        as  i  r  os        r  as 

5l«(3  — X)  x'~  xdJ  d}'       _,, 

-j-  -.-dsds', 

4  r      as  as 

Elles  représentent  les  composantes  d'une  force  appliquée  à  Té- 


(*)  Pour  les  travaux  d'Ampère,  consulter  la  Collection  de  Mémoires  relatifs 
à  la  Physique,  publiée  par  la  Société  française  de  Physique,  t.  II  et  III,  Voir 
aussi  V Appendice  au  Livre  XIV. 
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lémeDt  ds^  dirigée  de  l'élément  dd  vers  l'élément  ds  suivant  la 
droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  éléments  et  ajant  pour  gran- 
deur 


I  ^ 


Os  os 


^     '  i  H -j- i -j-,  ds  ds' :r-^  y -y- ds  ds' 

*  2    r  os     as  '1    r  os      ds 

51^3  — X)  rfJ  d}'       ^, 

4 S5?^'^*- 

Il  est  donc  toujours  possible  de  ramener  les  actions  entre 
courants  quelconques  à  des  forces  élémentaires  dont  chacune 
est  dirigée  suivant  la  ligne  de  jonction  des  éléments  entre  les- 
quels elle  s^ exerce  et  vérité  la  règle  de  Inégalité  entre  Inaction 
et  la  réaction. 

Si  la  constante  d'IIelmholtz  est.  égale  à  3,  et  seulement  dans 
ce  cas,  l'expression  de  cette  Jorce  ne  renferme  pas  de  terme 
indépendant  de  la  distance. 

Si  les  deux  éléments  agissants  sont  traversés  par  des  cou- 
rants uniformes  y  cette  force  se  réduit,  quel  que  soit  \  à  la 
force  donnée  par  la  loi  d'Ampère. 

Les  formules  (9)  et  (10)  nous  montrent  que,  dans  le  cas  général 
où  chacun  des  deux  éléments  appartient  à  un  courant  non  uni- 
forme, l'expression  de  leur  action  mutuelle  renferme  un  terme 
indépendant  de  la  distance  des  deux  éléments 

^i('\  —  \)  d}  d}'       ^, 

4 5J57^'^'- 

C'est  là  un  résultat  paradoxal  qui  a  son  correspondant  dans  la 
théorie  des  actions  électrodynamiques  proposée  par  M.  H.  von 
Helraholtz.  Ce  paradoxe  deviendrait  une  absurdité  si  l'action  mu- 
tuelle de  deux  éléments  de  courant  devait  être  regardée  comme 
une  réalité  physique  ;  mais  l'action  mutuelle  de  deux  éléments  de 
courant  doit  être  considérée  comme  une  pure  abstraction.  Il  n'esl 
clone  nullement  étonnant  que  les  formules  par  lesquelles  il  sérail 
possible  de  représenter  l'action  mutuelle  de  deux  éléments  de 
courant  portent  la  trace  de  l'impossibilité  physique  impliquée 
dans  la  notion  même  de  cetl^  action. 
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La  seule  action  qui  ait  un  sens,  au  point  de  vue  physique,  est 
Inaction  exercée  sur  un  élément  de  courant  quelconque  par  un  cou- 
rant dont  rintensité  varie  d'une  manière  continue  d'un  point  à 
Tautre  du  conducteur,  et  s'annule  aux  deux  extrémités  de  ce  dernier 
dans  le  cas  où  il  est  ouvert.  Par  conséquent,  il  faut  et  il  suffit,  pour 
que  le  paradoxe  présenté  par  l'action  élémentaire  indépendante  de 
la  distance  ne  constitue  pas  une  absurdité,  que  l'action  d'un  cou- 
rant réalisable  sur  un  élément  de  courant  ne  renferme  plus  que 
des  termes  qui  tendent  vers  o  lorsque  la  distance  du  courant  à 
Télément  croît  au  delà  de  toute  limite.  Or  les  formules  (i)  met- 
tent ce  fait  en  évidence. 


§  3.  —  Théorème  de  Gauss. 

Nous  avons  vu  que  les  actions  électrodynamiques  pouvaient 
toujours  se  ramener  à  des  actions  élémentaires  telles  que  chacune 
d'elles  soit  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  les  deux  éléments 
et  vérifie  la  loi  de  l'égalité  entre  l'aclion  et  la  réaction.  Mais  nous 
avons  vu  qu'en  général  cette  action  renferme  un  terme  indépen- 
dant de  la  distance  des  deux  éléments. 

II  n'y  a,  a  prioriy  aucune  espèce  de  raison  pour  rejeter  une 
semblable  forme  de  l'action  élémentaire.  Néanmoins,  il  pourrait 
être  plus  commode  et  plus  conforme  aux  habitudes  d'esprit  prises 
dans  les  autres  parties  de  la  Physique  de  ramener  les  actions 
électrodynamiques  à  une  action  élémentaire  vérifiant  la  loi  de 
l'égalité  entre  l'action  et  la  réaction  et  s'évanouissant  lorsque  les 
deux  éléments  s'écartent  infiniment.  On  est  donc  amené  à  se  de- 
mander s'il  existe  une  semblable  loi  de  force;  étant  donné  le 
résultat  précédemment  obtenu,  le  problème  auquel  on  se  trouve 
conduit  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Sachant  que  V action  dUin  courant  quelconque  sur  un  élé- 
ment de  courant  quelconque  peut  se  décomposer  en  forces  dont 
chacune  provient  d*un  élément  du  circuit  agissant  et  est  diri- 
gée suivant  la  droite  qui  joint  le  milieu  de  cet  élément  au  mi- 
lieu de  Vêlement  soumis  à  V action^  peut-on  trouver  pour  cette 
force  plus  d^une  expression? 
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Gauss  (*)  a  déjà  répondu  à  celte  question  par  la  négative;  la 
réponse  de  Gauss  peut  se  justifier  par  la  démonstration  sui- 
vante {')  : 

Soient 

(iV-  ds  ds\        ^  ds  ds'j        %  ds  ds' 

les  composantes  de  l'action  exercée  par  Télément  ds'  sur  l'élément 

ds  dans  une  première  loi  de  force. 

Soient 

A?- 1  ds  ds\        3"!  ds  ds'j        ic  ids  ds 

les  composantes  de  la  même  action  si  l'on  adopte  une  seconde  loi 
de  force. 

Soit  /  la  longueur  du  courant  agissant  que  nous  supposerons 
fermé.  Nous  devons  avoir 


f     x^ds'=  f      ^:^^ds\ 


/  rj  ds'=  ^,ds\ 

\        ^ds'=  /         !^ids\ 

égalités  qui  expriment  que  les  deux  lois  conduisent  au  même  ré- 
sultat lorsqu'on  les  emploie  au  calcul  d'un  courant  fermé  sur  un 
élément  de  courant.  La  théorie  des  intégrales  curvilignes  montre 
que  ces  égalités  sont  équivalentes  aux  suivantes 

IXds'  =X-'ids' -^dS (x\y,  z',}'), 
^ds'  =  ^,ds'-^dq{x\y\z',y), 
%  ds'  ==%,ds' -^d5{x\ y , z'j'), 

ff,  Ç,  5  étant  trois  fonctions  uniformes,  finies  et  continues  des  va- 
riables J',  x'^y^  z'^  et  le  symbole  d  désignant  une  différentielle 
totale  par  rapport  à  ces  quatre  variables. 

Si,  dans  Tune  comme  dans  l'autre  loi,  l'action  de  l'élément  ds' 
sur  l'élément  ds  est  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  ces  deux  élé- 


î  (  '  )  Gauss,  Werke,  Bd.  V,  p.  628. 


(')  P.  DuuEM,  Sur  la  loi  d'Ampère  {Journal  de  Physique,  2'  sér.,  t.  V  ;  1886). 
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ments,  on  aura 

(/-7)^-(^'-^)3'=--o, 

(5'  —  z)^  —  {x'  —  0;)%  =  o, 

et 

{z'  —  z)  Xi  —  {x'  —  a?)2ci  =  o, 
{x'~  r)??-!  -(y  _^),Xi  -  o; 

on  aura,  par  conséquent,  en  vertu  des  égalités  (a), 

(y-'r)d5iy,:r\y,z')-{z'-z)dcj{y,x\y,z')  =  o, 
{z'~  z)  dS{y,  x\  y,  z')  -  {x'  -  x)dij  (j',  x',y,z')  =  o, 
(x'^x)  rfy  (J',  x',  y,  z')  -  cr'  -y)  di  (j',  x',y,  z')  -  o. 

Posons 

F(j',  x%  y,  V)  -(y~j.)5(j',  x\y,  z')-{z' -z)q{}\x\y,  ^'h 
G(j',  or',  y,  V)  =  (y-  ^)  J( J',  :r',  y,  V)  -  (^'- ar)5(j',  x\ y,  ^'), 

H(J',:r',y,z')  =  (^'-^)g(J',:r',y,  ^';-(y-y.f(J',:r',y,3'). 
Les  égalités  précédentes  pourront  sVcrire 

(?)       ê{y,x',y,z')dz'^^{i\x',y,z')dx'=dG{y,x\y,z'), 
\  cjir,T',y,z')dx'-.i(y,x',y,z')dy=dU{y,x\y,z'}. 

Examinons  la  première  de  ces  égalités.  Le  premier  membre  ne 
renferme  ni  terme  en  dx'y  ni  terme  dJ',  La  fonction  F  ne  dépend 
donc  ni  de  J',  ni  de  x'.  Comme,  d'ailleurs,  cette  égalité  peut  être 
remplacée  par  les  suivantes 

»       ^F  ^  â¥ 

on  voit  que  les  fonctions  CJ  et  ^  ne  dépendent  non  plus  ni  de  x'j 
ni  de  J'.  En  raisonnant  de  même  sur  les  autres  égalités,  on  arrive 
aux  résultats  suivants  : 

rf  est  une  fonction  de  la  seule  variable  j:', 

CJ  est  une  fonction  de  la  seule  variable  jv^, 

^  est  une  fonction  de  la  seule  variable  :;'. 

Écrivons  maintenant  les   conditions  nécessaires  et  suffisantes 
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pour  que  les  premiers  membres  des  égalités  (P)  soient  des  différen- 
tielles totales.  Nous  aurons 


((ui  donnent 


«^5 

àz' 

-+- 

0, 

àx' 

-h 

dz'  - 

0, 

oy 

-H 

dx 

:0, 

dx' 

=  0, 

=  0, 

à!) 
dz' 

—  0. 

On  voit  alors  que  les  quantités  rf ,  (J,  5  sont  des  quantités  con- 
stantes, et,  si  l'on  se  reporte  aux  égalités  (a),  on  trouve 

.7  =  7i. 

Ainsi,  il  n'existe  qu'une  manière  de  ramener  l'action  exer- 
cée par  un  courant  réalisable  quelconque  sur  un  élément  de 
courant  quelconque  à  des  actions  dont  chacune  s'exerce  entre 
deux  éléments  de  courant  et  soit  dirigée  suivant  la  droite  qui 
joint  ces  deux  éléments.  Ce  mode  de  réduction  unique  est  alors 
nécessairement  représenté  par  l'égalité  (19). 

§  4.  —  Théorème  de  M.  Le  Cordier. 

Voici  une  autre  question,  analogue  à  la  précédente,  et  qui  peut 
se  résoudre  d'une  manière  semblable. 

Nous  avons  vu  que  les  actions  mutuelles  de  deux  courants  pou- 
vaient être  remplacées  par  des  forces  appliquées  au  milieu  de 
chaque  élément  de  courant,  et  que,  si  les  courants  étaient  défor- 
mables  d'une  manière  absolument  quelconque,  ces  forces  étaient 
complètement  déterminées.  Mais,  si,  au  lieu  de  supposer  les  cou- 
rants déformables  d'une  manière  quelconque,  on  les  suppose  ri- 
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gides,  il  est  permis  de  croire  que  l'on  pourrait,  d'une  autre 
manière,  décomposer  les  forces  qui  s'exercent  entre  ces  courants 
en  forces  appliquées  au  milieu  de  chaque  élément.  A  cette  ques- 
tion on  peut,  avec  M.  Le  Cordier  (*),  faire  la  réponse  suivante  : 

Si  Von  se  donne  deux  courants,  même  supposés  rigides^  il 
n^ existe,  en  général,  pas  plus  d\ine  manière  de  décomposer 
faction  d*un  courant  sur  Vautre  en  forces  appliquées  au  milieu 
de  chacun  des  éléments  de  ce  dernier. 

Supposons  (^),  en  effet,  que  l'action  du  courant  s!  sur  le  cou- 
rant s  puisse,  de  deux  manières  différentes,  se  décomposer  en 
forces  appliquées  au  milieu  de  chaque  élément  ds.  L'une  des  dé- 
terminations de  la  force  appliquée  au  milieu  de  l'élément  ds  se  dé- 
duira de  l'autre  par  l'application  à  l'élément  considéré  ds  d'une 
force  dont  les  composantes  auraient  pour  valeur 

X  dsy     Y  ds,     Z  ds. 

Envisageons  toutes  les  forces  de  cette  espèce  appliquées  au  cou- 
rant auquel  appartient  l'élément  ds.  Elles  se  font  équilibre  d'elles- 
mêmes  sur  le  conducteur  supposé  rigide  que  traverse  ce  courant. 
Supposons  ce  conducteur  fermé  et  désignons  par  /  sa  longueur. 
Ndus  devons  avoir 

i         X  ds  =  o,  I         \  ds  —  o,  j        Zds  =  Oj 


iyZ  '-  z\)ds  —  o, 

=  0 


/■ 

Jf         {z\  —  x'L)ds  —  o, 

I 


j-0 

X     .1 

{x\  —  y\)ds—  o. 


(')  Paul  Lb  Cordier,  Théorie  des  actions  électrodynamiques  les  plus  géné- 
rales qui  puissent  être  observées  {Journal  de  Liouville,  3»  série,  t.  X,  p.  96; 

1884 ). 

(■)  P.  DuHBM,  Applications  de  la  Thermodynamique  aux  actions  qui 
s*exercent  entre  les  courants  électriques  {Acta  Societatis  Scientiarum  Fenni- 
cœ,  t.  XVr,  1887). 
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J  varie  d'une  manière  continue  avec  s  et  reprend  la  même  va- 
leur pour  5  =  0,  s=L  Les  égalités  précédentes  n^auront  donc 
lieu,  en  général,  quel  que  soit  le  courant  sur  lequel  s'exerce  l'ac- 
tion, que  si  l'on  a 

(Y)  I  \ds=^d(.^{S,x,y,z\ 

\  Zds  =  d;){i,x,y,z) 

et 

i(yZ—  z\)dsz^d^    (J,r.^,c), 

(8)  I  {zX'-xZ)dsr^dD\i(5,x,y,z), 

{  {x\  —y\)ds^dy:.{},x,y,z). 

En  tenant  compte  des  égalités  (y),  les  égalités  (o)  deviennent 

yd^){},x,y,z)~zdq{},x,y,z)=d^  {},x,y,z), 
z  drf{i,  ^,yy  ^)—  xdf)(Jj  x,yj  z)—  û?D1l(J,  x^y^z), 
a^  d  (J  (J ,  X,  y,  z)-~  y  d  ri  (J ,  X,  y,  z)=  d  1^  (},x,y,z), 

OU  bien,  en  posant 

F(J,  x,y,  5)  =  ^f)(J,  x,y,  z)—  z  Ç(J,  ^,r,  -)—  -C  (J»  ^rj.  «)' 
G(J,a7,^,^)=  zi{l,x,y,z)  —  x^{},  r,7,  ^)  — 01L(J,ar,jK,  5), 
H(J,  x,y,  z)  =  ar(j(J,  Xyy,  z)—yff  (J,  x,y,  5)—  01!;.  (J,  x,y,  z\ 

Sdy^(Jdz=dF, 
^dz—l)dx  =  dG, 
gdx^ridy  =  d\\. 

Ces  égalités  sont  les  égalités  (j3).  Nous  avons  vu  qu'elles  entraî- 
naient 

ef  =  const.,         (J  =  const.,        [y  =  const., 

et,  par  conséquent,  en  vertu  des  égalités  (y), 

X  =  o,         Y  =  o,         Z  =  o, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

m 

§  5.  —  Théorème  de  M.  H.  von  Helmholtz. 

Un  dernier  problème  peut  être  traité  par  les  mêmes  méthodes. 
Le  potentiel  électrodynamique  de  deux  courants  est  donné  par 
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lu  formule 

/   /  JJ'i ^coswH '  cos^  cosb']  ds  ds'. 

^  J  J       \  îi''  '^'^  / 

Si  les  deux  courants  sont  uniformes,  cas  auquel  les  deux  intensi- 
tés J  et  J'  doivent  être  traitées  comme  des  constantes  dans  l'inté- 
gration, on  sait  que  l'on  peut  choisir  la  quantité  X arbitrairement, 
ce  qui  permet  de  donner  une  infinité  de  formes  différentes  à  lu 

quantité  sous  le  signe   /  /  •  Mais  il  se  peut  que  les  déterminations 

ainsi  obtenues  pour  cette  quantité  ne  soient  pas  toutes  les  déter- 
minations dont  elle  est  susceptible.  Nous  allons  nous  proposer  de 
trouver  toutes  ces  déterminations. 
Soit 

JJ'   /  /  cp(r,  cosO,  cos6',  cosw)  û^srfs' 

une  des  formes  du  potentiel  électrodynamique.  Toute  autre  forme 
sera  figurée  par  la  formule 

JJ'   /   /  [o(r,  cos6,  cosÔ',  cosai)-T- <Kr,  cos6,  cosô',  coso))]  é/sûf5', 

avec  cette  condition  que  l'on  ait,  pour  deux  circuits  fermés  quel- 
conques, 

(s)  /   /  ^ (Fj  cos^y  cos^'f  cos<ii)  ds  ds'  =  o, 

Considérons  l'intégrale  /  ^{r^  cos9,  cosO',  cosw)  ds  étendue  an 

circuit  5.  Cette  intégrale  doit  être  finie.  Par  le  circuit  5,  faisons 
passer  une  surface  à  deux  côtés  et,  par  deux  systèmes  de  lignes, 
découpons  Taire  de  celte  surface  en  aires  infiniment  petites.  L'in- 
tégrale précédente  sera  la  somme  des  intégrales  analogues  éten- 
dues aux  contours  de  ces  aires  infiniment  petites,  suivant  une  dé- 
monstration souvent  indiquée.  L'intégrale  précédente  doit  donc 
être  un  infiniment  petit  du  second  ordre  lorsque  le  contour  auquel 
elle  s'étend  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Dès  lors, 
d'après  le  théorème  de  M.  Bertrand,  la  fonction  ^  doit  être  li- 

néaire  en  -r- >  -7^  >  -j- •  On  démontrerait  de  même  qu'elle  doit  être 
ds     ds    ds  * 

i.    ,   .  dx'    dy'    dz' 

linéaire  en  -j-7  >  ~ ,  -77  • 
ds     ds      ds 
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il  faut  donc  que  l'on  ait 

I  /  A         A»  V  .      dx  dx'        .      dx  dy'        .      dx  dz' 

-},(/•,  cose,cosO,cos«o)=      A„  ^  ^  -»-A..  —  —  +  X,,  — —, 

.      dy  dx'        .      dy  dy'        .      dy  ds' 
dz  dx'  dz  dy'       .      dz  dz' 

-^^''di  dî-^^'^dldi'  ^^''ds  57' 

les  quantités  A/y  étant  des  fonctions  des  .r,  j^,  5,  x\y,  z'.  Il  est  fa- 
cile d'en  déduire,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été 
donné  à  la  fin  du  Chapitre  II  (Livre  XIII),  que  vj,  doit  être  de  la 
forme  suivante 

4^(r,  cos6,  cos6',  cosco) 

=  F(r)  cos6  cos6'-+-  G(r)  cosco 

"-^^''^[ds  ds'  "^  ds   ds'  '^  ds  ds' ) 

.<[(.«_.)gV(y-^)g;:H-u'-.)^]. 


On  doit  donc  avoir,    pour  deux  courants   fermés   quelconques, 
Tégalité  suivante 

J  J   V    ^\ds   ds'         ds   ds'        ds    ds'  ) 
Cela  exige  que  l'on  ait 

J  K^'-)^  -^^^''^^^--^^[^^-^^dF^^^-^^-i^^^^^ 

J  \  ^^'^  57  -^^^'^^^  -'^>  r  ~"^57  -^(^  -•^^57-^(^-^)5.')  1^'  -  ~^r" 
./  K^'-)./?  ^^('')(^-^)r-")57-^(^-^)^-^(^--')57jr =--V^ 

T!)(x,  y,  <3)  étant  une  fonction  finie,  uniforme  et  continue  des  va- 
riables X,  y^  z. 

Ecrivons  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  de 
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semblables  égab'tés  puissent  exister.  Nous  trouverons,  toute  ré- 
duction faite, 

/[;^-^£-'-H[<--')f-<-=)i>'=«. 

Ces  égalités  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  le  courant  fermé  5',  on 
doit  avoir 

[J  ^^ -<?(/•)]  [{y-y)dx'-(x'-x)dy]=dH(i',x;y,z'). 

Ces  égalités  sont  de  la  forme  (^).  On  a  donc 

Fi  '-^Lf}  _  ^(r)J  {y -y)  =  consl., 

'r  ^^~^^''^]  ^  ■»'--»)=  «°»*^- 
Pour  que  ces  égalités  aient  lieu,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ail 

Telle  est  la  considération  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Téga- 
lité  (e)  ait  lieu. 

Si  l'on  observe  que  l'on  a 

dr  _       /x' — X  dx        y'  —  y  dy        z* — z  dz\ 
d$^      \      r       ds  r     ,  ds  r       ds  )^ 

dr  __      /x'—x  dx'        y'— y  dy'       z' — z  dz'\ 
5?"^      ["T"  dp  '^       r       ^"^"7~'5?/' 
d^r   ^       i  f  dx  dx'       dy  dy'       dz  dz'\ 
as  as'  "~       r\ds  ds'        ds    ds'        ds  ds'  / 
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on  verra  sans  peine  que  l'on  peut  écrire 

•H'-,  cose,cose',costo)  =  -r/(r)  £  S  —[/(r)^  riff(r)]  -^, 

ou,  enfin,  en  posant, 

^(7-)  =  -r/(r), 

^(r,  cos8,  cos6  ,  cos(d)=      ^    .  ,    • 
^  ^  d$ds 

Ainsi,  ayant  une  forme  du  potentiel  électrodynamique  de 
deux  courants  fermés  et  uniformes,  on  obtiendra  toutes  les 
autres  en  ajoutant  à  la  première  une  quantité  de  la  forme 

«'A.(r)  étant  une  fonction  uniforme,  finie  et  continue  quelconque 
de  r. 

Ce  théorème  a  été  énoncé  par  M.  H.  von  Helmholtz  (*). 


(•)  U.  VON  Helmholtz,  C/e^er  die  Bewegungsgleichungen  der  ElektricUât 
fur  ruhende  leitende  KÔrper  {Borchardt's  Journal  y  Bd.  LXXII,  p.  74;  1870. 
—  Helmholtz,  Abhandlungen y  t.  I,  p.  565). 
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CHAPITRE  X. 

FORCES  QUE  LES  COURANTS  FERMÉS  ET  UNIFORMES  EXERCENT 

LES  UNS  SUR  LES  AUTRES. 


§  1.  —  Théorèmes  généraux. 

Nous  sommes  arrivés,  au  Chapitre  III,  à  cette  conséquence  fon- 
damentale : 

l^s  forces  électrodynamiques  qui  s' exercent  dans  un  système 
de  courants  linéaires  quelconques  admettent  pour  potentiel  la 
quantité 

(1)  n  —  y]jJ'[/(/-)  cos6  cosô'-i-  g{r)  cosojjûfj  ds\ 

les  intensités  J  et  J' devant  être  laissées  constantes  dans  la  dif- 
férentiation  de  cette  quantité 

Si  l'on  fait  sur  les  fonctions  /(r)  et  g{r)  les  hypothèses  que 

nous  avons  faites  au  Livre  XIII,  Chapitre  III,  hypothèses  d'où  l'on 

déduit  que 

...  A»  I  — X 

A»    IH-X 

on  déduit  aisément  de  la  loi  précédente  la  proposition  que  voici  : 

Les  actions  mutuelles  de  deux  courants  quelconques  C  et  C 
admettent  pour  potentiel  la  quantité 

X*^C' 


(2)   n(C,  G')=-^    C  fn'(^-^cos^cosb'-^^-^cosJ\dsds'. 


Lorsque  les  courants  C  et  C  sont  fermés  et  uniformes,  on  sait 
([ue  l'on  peut  prendre  arbitrairement  la  valeur  de  la  constante  X. 
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On  peul,  en  particulier,  faire  X  =  i  ou  bien  \  =  — i.  On  arrive 
ainsi  à  la  conséquence  suivante  : 

Les  actions  mutuelles  de  deux  courants  fermés  et  uniformes 
C  et  C  admettent  un  potentiel  pour  lequel  on  peut  prendre 
arbitrairement  l'une  des  deux  formes 

(3)  {  '\        '    ''         '^ 

n(C,G')=-— JJ'  r  f^^^dsds'. 

La  première  de  ces  deux  formes  est  celle  qui  a  été  employée 
par  W.  Weber;  la  seconde  a  été  constamment  employée  par 
M.  F.-E.  Neumann. 

La  loi  des  actions  mutuelles  des  courants  fermés  et  uniformes 
peut  encore  s'énoncer  d'une  autre  manière.  Nous  avons  vu  au  Cha- 
pitre IX  [égalité  (8)]  que  les  actions  mutuelles  de  deux  cou- 
rant s  fermés  et  uniformes  étaient  les  mêmes  que  si  deux  élé- 
ments de  courant  quelconques  exerçaient  l'un  sur  l'autre  une 
répulsion  ayant  pour  grandeur 

Cette  force  R  peut  être  mise  sous  plusieurs  formes  différentes. 
Nous  avons  [Introduction,  Cliap.  1,  égalités  (6)  et  (7)], 

cos  w  —  cos  0  cos  0'  =  —  -7 — -,  j 

os  as 


costo 


(âr'  dr  d^r  \ 

Us   J?'^'^  dsds'J 


La  formule  (4)  peut  d'ailleurs  s'icnrj 

K  = (  cos  10  —  /•  - — --,  -h  2  —  -^-,  )  3  as  J  as  , 

x    r*  \  Os  Os  Os  Os  / 

égalité  à  laquelle  on  pourra  alors  donner  les  diverses  formes 

(0;  R  =  — il»-!^  /^cosd)—  ^cosOcose'jJcT*  yds\ 

(7)  R  =  —  51»  lysine  sinO'cose-  ^cos^  cos  (^'\j  ds  Ids, 
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Od  peut  encore  donner  à  la  quantité  R  une  dernière  forme. 

On  a 

i 

d^ri         1    -1    c)V         I       l  âr  dr 

=  —  r   ' H —  r   '  —  —  • 

ds  ds'       2.         ds  ds'        \         ds  ds' 

L'égalité  (5)  peut  donc  s'écrire    ' 

(8)  R  =  25l«Jrf5JW5'-4=  3-V^* 

Jr  ^^^^ 

Ces  diverses  formes  (4),  (5),  (6),  (7)  et  (8)  de  la  loi  élémen- 
taire des  actions  électrodynamiques  entre  courants  fermés  et  uni- 
formes ont  été  données,  en  1826,  par  Ampère.  Dans  ses  recherches, 
Ampère  a  fait  surtout  usage  de  la  dernière. 

La  loi  d'Ampère  n'a  plus  guère,  aujourd'hui,  qu'un  intérêt  his- 
torique. La  plupart  des  résultats  obtenus  par  Ampère  s'obtiennent 
plus  immédiatement  au  moyen  de  l'expression  du  potentiel  mu- 
tuel de  deux  courants  donnée  par  les  formules  (3)  et,  en  particu- 
lier, de  celle  qui  est  donnée  par  la  dernière  de  ces  deux  formules, 
de  celle  qu'a  employée  F.-E.  Neumann. 

D'après  la  loi  d'Ampère,  deux  éléments  de  courant  parallèles,  de 
même  sens  et  perpendiculaires  à  une  même  droite  exercent  l'un 
sur  l'autre  une  action  attractive  ayant  pour  grandeur 

21' —  • 

Ampère  choisissait  l'unité  à  laquelle  il  rapportait  les  intensités,  de 
telle  manière  que  cette  force  fut  représentée  en  grandeur  par 

Jdsrds' 

c'est-à-dire  de  telle  manière  que  la  constante  5L^  prît  pour  va- 
leur I.  L'unité  d'intensité  ainsi  choisie  porte  le  nom  d^ unité  élec- 
trodynamique.  Intimement  liée  à  la  formule  d'Ampère,  elle  n'a 
plus,  comme  elle,  qu*un  intérêt  historique. 
Revenons  à  l'expression 

(9)  u{c,c)  =  ^^jyff^-^dsds\ 

qui  représente  le  potentiel  des  actions  mutuelles  des  deux  courants 

fermés  et  uniformes  C  et  C  Le  théorème  d'Ampère  nous  montre 

D.  -  III.  19 
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immédiatement  que,  si  A  el  A'  sont  des  aires  à  deux  côtés  passant 
par  les  contours  C  et  C,  nous  aurons 


31*  ...n  n         r 


(.0)  "(C,G')=:|jJ'S^S^,^,rfûrfU'. 

Nous  allons  interpréter  cette  expression  comme  nous  FavoDs 
déjà  fait  au  Chapitre  VI  du  Livre  précédent. 

Menons  deux  surfaces  infiniment  voisines  de  la  surface  A,  l'une A| 
du  côté  positif,  l'autre  A^  du  côté  négatif.  Soit  e  la  distance  des 

deux  surfaces  A|,  A2.  Sur  la  surface  A|,  distribuons  du  fluide  ma- 

51  J 
gnétique  austral  avec  la  densité  superficielle  uniforme  -p  -•  Sur 

la  surface  Aa,  distribuons  du  fluide  magnétique  boréal  avec  la 
même  densité.  Nous  constituerons  ainsi  un  feuillet  magnétique 
que  nous  dirons  équivalent  au  courant  C. 

Nous  vojons  alors  que  le  potentiel  électrodynamique  mutuel  de 
deux  courants  C  et  Q  est  identique  au  potentiel  magnétique  mu- 
tuel des  deux  feuillets  F  et  F'  qui  leur  sont  respectivement  équi- 
valents, ce  qui  entraîne  la  conséquence  suivante  : 

Les  forces  électrodynamiques  qui  s^ exercent  entre  deux  con- 
ducteurs Jermés,  parcourus  par  des  courants  uniformes,  sont 
identiques  aux  forces  qui  s'exercent  entre  les  deux  feuillets 
magnétiques  respectivement  équivalents  à  ces  deux  courants. 

Ce  beau  théorème  est  dû  à  Ampère. 

Des  transformations  analogues  à  celles  qui  ont  été  faites  au  Cha- 
pitre VI  du  Livre  précédent  nous  donneront  encore  les  théorèmes 
suivants  : 

Lorsqu^un  conducteur  fermé  C,  traversé  par  un  courant 
d'intensité  constante  J,  se  déforme  et  se  déplace  devant  un 
conducteur  C!  ^  fermé  y  immobile,  traversé  par  un  courant  d'in- 
tensité constante  J',  le  travail  effectué  par  les  forces  que  le 
conducteur  Q!  exerce  sur  le  conducteur  C  est  proportionnel  au 
nombre  de  lignes  de  force  du  conducteur  CJ  que  le  conducteur  C 
coupe  dans  son  mouvement. 

Lorsque  deux  conducteurs  fermés  C  et  C,  parcourus  par  des 
courants  uniformes  et  constants  J  et  J',  se  déplacent  et  se  dé- 
forment  d'une  manière  quelconque,  le  travail  effectué  par 
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leurs  actions  électrodynamiques  mutuelles  s'obtient  en  multi- 
pliant par  -7=  J'  la  dérivée  par  rapport  au  temps  du  flux  de 

force  du  courant  C  qui  entre  par  la  face  négative  d^une  aire 
limitée  au  conducteur  C 

§  2.  —  Action  d'un  courant  fermé  et  uniforme  sur  un  solénolde  (*  )• 

Soit  J  l'intensité  du  courant  qui  traverse  le  solénoïde  S^  soit  C 
un  circuit  fermé  parcouru  par  un  courant  d'intensité  J'.  Suppo- 
sons que  û  désigne  Taire  d'un  des  petits  cercles  qui  composent  le 
solénoïde  et  que  D  soit  la  distance  de  deux  de  ces  cercles,  en  sorte 
que 

soit  la  puissance  de  ce  solénoïde. 

Par  le  conducteur  C,  faisons  passer  une  surface  a  deux  côtés, 
que  Taxe  du  solénoïde  perce  n  fois  en  passant  de  la  face  néga- 
tive à  la  face  positive  et  ai'  fois  en  passant  de  la  face  positive  à 
la  face  négative. 

Soit  (7;^  une  des  valeurs,  au  pôle  austral  du  solénoïde,  de  la  fonc- 
tion f{x,  y,  z)  définie  au  Chapitre  III  de  l'Introduction.  Considé- 
rons un  chemin  ab  allant  du  point  A  au  point  6  sans  rencontrer 
la  surface  menée  par  le  contour  C.  Posons 


r  dfix,y,z)   , 

"'^'*^./, — di — '^'- 

'  ab 


D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  Chapitre  IX  du  Livre  précé- 
dent, le  potentiel  électrodjnamique  mutuel  du  courant  fermé  et 
du  solénoïde  aura  pour  valeur 

(II)  n(S,C)=  A4>j'[(XA-crB-f-4iï(^-/i')]- 


(*)  La  théorie  des  forces  exercées  par  les  solénoïdes  est  due  à  Savary  [Mémoire 
sur  ^application  du  calcul  aux  phénomènes  électrodynamiques  (  Journal  de 
Physique,  t.  XCVI,  p.  i;  février  iSaS)]  et  à  Ampère  [Mémoire  sur  la  théorie  ma- 
thématique des  phénomènes  électrodynamiques,  uniquement  déduite  de  l'ex- 
périence (Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  VI,  p.  175)].  Voir  les  tomes II 
et  III  de  la  Collection  de  Mémoires  relatifs  à  la  Physique,  publiée  par  la  So- 
ciété française  de  Physique. 
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Imaginons  que  Ton  donne  au  solénoïdc  un  déplacement  inGnl- 
ment  petit.  Les  actions  que  le  courant  fermé  exerce  sur  le  solé- 
noïde  effectueront  un  travail  d^,  et  nous  aurons 

rfÇ=-on(S,  C)  =--^*J'Ô[(xa  — <iB-i-4^(«  — «')]. 

On  peut  toujours  supposer  la  surface  qui  passe  par  le  circuit  C 
menée  de  telle  manière  que  le  nombre  des  rencontres  du  solé- 
noïde  avec  cette  surface  ne  varie  pas  dans  le  déplacement  infioi- 
ment  petit  considéré.  On  aura  donc 

/a 

Soient  Ç,  tj,  J^  les  coordonnées  du  pôle  austral  A  du  solénoïde, 
et  $',  t/,  Ç'  les  coordonnées  du  pôle  boréal  B.  Nous  aurons 

.      _  à/a,r^.O     ..  ^  à/il  7),  O     .     ^  âfil  r„  Q 
ocrA=  ^^ 0Ç  + ôr,  + ûC, 

^'«  =  — â^' — '^^ — d^,' — ''i  "^ — < — '^* 

Les  actions  d'un  courant  fermé  sur  un  solénoïde  se  réduisent 
donc  à  une  force  appliquée  au  pôle  austral  du  solénoïde,  force 
ayant  pour  composantes 

et  a  une  force  appliquée  au  pôle  boréal,  force  ayant  pour  com- 
posantes 

Y-        3l^„d/(r,  V,  ri 
I ;p;>PJ  VT » 

^-;^*^ — <— • 

Or  nous  avons  calculé  [Introduction,  Cbap.  III,  égalité  (lo)]} 
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les  dérivées  partielles  de  la  fonction /(Ç,  r^,  1^).  Les  résultats  ob- 
trnus  nous  permettent  d'écrire 


X  = 


(12) 


Y  = 


Z  =  — 


■m 


X'  = 


(i^bis)  {  Y'  = 


Z'  = 


^'■Xi[ 


r— 


.dz 


-(-ï-î) 


ds 


5-0 


£^5 


a?  — 


y  — 


^^  ds 


u<3 


-(z- 


"*]<"■ 


-<'-«■)§]"■• 


X  — 


$')S-(^-v) 


,    é/x 


£]  ''*• 


Ces  résultats  peuvent  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 
Imaginons  qu'un  solénoïde  porte,  en  son  pôle  austral,  une  quan- 
tité/?05i/iVe  ^  d'un  certain  yZwirfe  fictif  susceptible,  comme  le 
fluide  électrique  et  le  fluide  magnétique,  d'être  aflecté  de  signe, 
et,  en  son  pôle  boréal,  une  quantité  ( —  ^)  du  même  fluide. 

Un  courant  fermé  et  uni/orme  exercera,  sur  un  solénoïde, 
la  même  action  que  si  chaque  élément  du  courant  exerçait  sur 
une  masse  ^  de  fluide  fictif  une  force  appliquée  au  point 
(i,  r,,  Ç),  0;/  se  trouve  cette  masse^  force  ayant  pour  compo- 
santes 


(i3) 


Nous  dirons  que  ces  formules  représentent  la  loi  de  Biot  et 
S  av  art  pour  faction  dUin  courant  sur  un  pôle  de  solénoïde. 

Ampère,  en  s'appuyant  sur  des  considérations  auxquelles  les 
progrès  de  l'Électrodjnamique  ont  enlevé  toute  valeur,  énonçait 
que  l'action  d'un  élément  de  courant  ds  sur  un  pôle  de  solé- 
noïde était  donnée  en  grandeur  et  en  direction  par  les  for- 


294  LIVRE  XIV.  —  LES  FORCES  ÉLECTRODTNAUIQUES. 

mules  (i3),  mais  qu'elle  était  appliquée  au  point  {x^y^z) 
coïncidant  avec  un  point  d'élément  ds  et  supposé  invariable- 
ment lié  au  solénoïde,  et  non  pas  au  point  (Ç,  Tj,  Ç). 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  loi  d'Ampère  et  la  loi  de  Biot  et  Sa- 
vart  conduisent  au  même  résultat  lorsqu'on  veut  calculer  l'ac- 
tion d'un  courant  fermé  et  uni/orme  sur  un  pâle  de  solénoïde, 
I  et  que  l'on  peut,  par  conséquent,  les  substituer  Tune  à  l'autre  (*). 

En  effet,  la  force  donnée  par  les  formules  (i3)  et  appliquée  au 
point  {x^  y^  z)  comme  le  veut  Ampère,  peut  être  remplacée  par 
une  force  de  même  grandeur  et  de  même  direction  appliquée  au 
point  (i,  71,  Q,  c'est-à-dire  par  la  force  de  Biot  et  Savart,  et  par 
un  couple  dont  l'axe  aura  pour  composantes 

Tout  calcul  fait,  ces  formules  deviennent 

^2         às\àz/ 

Lorsqu'on  calculera  l'action  d'un  courant  fermé  et  uniforme  sur 
un  pôle  de  solénoïde,  tous  ces  couples  élémentaires  se  compo- 
seront en  un  couple  unique  ayant  pour  composantes 

*/c  *^c  «/c 

c'est-à-dire,  d'après  les  égalités  (i4)i 

L  =  o,        M  =  o,        N  =  o. 

La  loi  d'Ampère  et  la  loi  de  Biot  et  Savart  conduisent  donc 
bien  au  même  résultat  lorsqu'on  calcule  l'action  d'un  courant 
fermé  et  uniforme  sur  un  pôle  de  solénoïde. 

(  *  )  Cette  démonstration  est  due  à  Ampère  (  Collection  de  Mémoires  publiés 
par  la  Société  de  Physique,  t.  III,  p.  x3a). 


CHAP.  X.  —  ACTIONS  MUTUELLES  DBS  COURANTS  UNIFORMES.  296 

Etudions  la  force  dont  les  composantes  sont  données  par  les 

égalités  (i3). 

Nous  avons 

dx      „  dy 


ds 


H 


ds 


Z-y-     =    G. 

as 


Donc  l'action  d'un  élément  de  courant  sur  un  pôle  de  sole- 
nol'de  est  normale  à  Vêlement  de  courant. 
Nous  avons  aussi 


w5  — ^ 


h1^IZ^zÇ-^  =  o. 


Donc  V action  d'un  élément  de  courant  sur  un  pôle  de  sole- 
noïde  est  normale  à  la  droite  qui  joint  l'élément  de  courant 
au  pôle  de  solénoïde. 

Prenons  pour  axe  des  x  {Jig>  53)  la  droite  qui  joint  l'élément 
de  courant  au  pôle  P  5  pour  axe  des  y  une  droite  normale  à  OP, 

Fig.  53. 


F— i 


située  dans  le  plan  de  OP  et  de  ds,  du  côté  de  OP  où  se  trouve 
ds  ;  pour  axe  des  z  une  droite  formant,  avec  les  précédentes,  un 
Irièdre  trirectangle  négatif. 

La  force  F,  comptée  positivement  parallèlement  à  OZ,  aura  pour 
valeur,  d'après  les  formules  (i3), 


z=.-^.*,.l[(.-0^_(^-,)g].. 


Or  on  a 


dy 


ds 


=  sin(r,  ds)^ 
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la  droite  r  élant  supposée  dirigée  de  l'élément  de  coiiranl  vers  le 
pôle.  On  a  donc 

Ainsi  un  courant  fermé  et  uniforme  agit  sur  un  solénoide 
'comme  si  tout  élément  de  courant  exerçait,  sur  une  masse  de 
fluide  fictif,  une  certaine  force. 

Cette  force  est  appliquée  au  pôle  de  solénoide  (loi  de  Biot 
et  Saçart)  ou  en  un  point  invariablement  lié  au  pôle,  mais 
coïncidant  avec  un  point  de  l'élément  de  courant  {loi  d^ Am- 
père). 

Transportée  au  pôle  de  solénoide^  elle  forme,  avec  Vêlement 
dSy  un  système  à  sens  positif  de  rotation. 
Elle  a  pour  grandeur 

(15)  F=  A<„j'!Î^'JÎi)rf,, 

la  droite  r  étant  dirigée  de  l'élément  de  courant  vers  le  pôle. 

Faisons  quelques  applications  de  la  loi  que  nous  venons  d'énon- 
cer. 

I**  Un  courant  rectiligne  MM'  {fig-  54)  est  placé  horizontale- 
ment. 

Fig.  54. 


^ï 


Un  solénoide  horizontal  AB  est  mobile  autour  d'un  axe  OZ  ver- 
tical passant  par  son  milieu  O  et  par  le  courant  rectiligne  indéfini 
MM'.  Quelle  sera  la  position  d'équilibre  du  solénoide? 

Soit  XOX'une  parallèle  à  MX';  soit  OY  une  perpendiculaire  au 
plan  ZOX,  dirigée  à  gauche  de  XOX'. 

Chaque  élément  ds  du  courant  exerce  sur  le  pôle  A  une  force 
donnée  par  la  loi  précédente  et,  par  conséquent,  ayant,  suivanlOY, 
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une  composante  positive.  Toutes  ces  forces  se  composeront  en  une 
seule  dont  la  composante,  suivant  OY,  sera  positive.  De  même, 
toutes  les  forces  agissant  sur  le  pôle  B  se  composeront  en  une  seule 
égale  et  directement  opposée  à  la  précédente. 

Il  est  d'ailleurs  évident,  par  raison  de  symétrie,  que  le  solénoïde 
AB  est  en  équilibre,  lorsque  OA  ou  OB  vient  se  placer  suivant  OY, 
Ce  que  nous  venons  de  dire  montre  qu'il  est  en  équilibre  stable  si 
OA  est  suivant  OY,  et  en  équilibre  instable  si  OB  est  suivant  OY. 
On  arrive  donc  au  résultat  suivant  : 

Un  solénoïde  horizontal  étant  mobile  autour  d^un  axe  verti- 
cal, si  Von  place  au-dessus  de  lui  un  courant  rectiligne  indé- 
fini, le  solénoïde  se  mettra  en  croix  avec  le  courant  de  manière 
que  son  pôle  austral  se  place  à  la  gauche  du  courant, 

2°  Considérons  {fi g*  55)  un  courant  plan,  indéfini,  formé  de 
deux  parties  rectilignes  MN,  NM',  faisant  entre  elles  un  angle  2 a. 

Fig.  55. 


Sur  le  prolongement  de  la  bissectrice  de  cet  angle  se  trouve  un 
pôle  austral  de  solénoïde  A.  Cherchons  quelle  est  Faction  du  cou- 
rant sur  le  pôle. 

Tous  les  éléments  mm'^=ds  du  courant  exercent  sur  le  pôle  A 
une  action  normale  au  plan  de  la  figure  et  dirigée  en  avant  de  ce 
plan.  Toutes  ces  actions  étant  de  môme  sens,  on  aura  leur  résul- 
tante en  faisant  leur  somme. 

L'action  de  mm'  sur  le  pôle  A  a  pour  valeur,  d'après  la  for- 
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mule  (i3), 

V^  km 

9  élant  l'angle  m  AN. 

Dans  le  triangle  m  AN,  on  a 

.  psina 

sin(a  —  0) 


p  désignant  la  distance  AN . 
Dans  le  triangle  Amm!^  on  a 


On  a  donc 


ce  qui  donne 


mm' =   —. — ; zrr  db. 

sin(a  —  0) 


/a     P         sina 


La  branche  NM'  du  courant  fournit  alors  une  action 


g  —  —-  — : —     /      sin(a  — 6)tf6. 


La  branche  M N  donne  une  action  égale.  L'action  cherchée  a  donc 
pour  valeur 

G  =2^-^    Ç    sin(a  — 6)^6. 

Or 

Jf     sin(a  —  6)^6  =  1  —  cosa. 
0 

On  a  donc,  en  remarquant  que 

1  —  cosa  a 

— ; =  tang  -, 

sina  a 

,  ^.  r,       aJîl  *J'  a 

(ib)  G= -^  -— tang-. 

V2        P  * 

Dans  le  cas  particulier  où  le  courant  est  rectiligne,  on  a  simple- 
ment 

a  =  — 
2 
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et 

(17)  G=-----. 

/a     P 

Dans  Tétude  de  rÉlectromag^nétisme,  nous  verrons  Timportance 
de  ces  résultats. 

§  3.  —  Aotions  mutuelles  de  deux  solénoldes. 

Considérons  deux  solénoïdes,  l'un  S  ou  AB,  Tautre  S'  ou  A'B'. 
Soient 

/ï   D'  /il)' 

les  puissances  de  ces  deux  solénoïdes. 

Sôit  C  un  des  courants  élémentaires  du  premier  solénoïde. 

Soit  G  un  des  courants  élémentaires  du  second.  Le  potentiel 
mutuel  de  ces  deux  courants  a  pour  valeur 

„  à*- 

31'  r 

—  JJ' -—  ûû'. 

Le  potentiel  mutuel  des  deux  solénoïdes  a  alors  pour  valeur 

n(S.S')=%JJ'225NW""' 

s      s' 

Comme  dans  un  cas  analogue,  au  Livre  XIII,  Chapitre    VIII, 
cette  expression  peut^s'écrire 


n(S,s')=*<i.'/     /     ^ 


B       «/  B'        ^*  «'^ 

dl  et  dl'  étant  les  éléments  des  axes  des  solénoïdes. 
L'intégration  s'effectue  immédiatement  et  donne 

(18)  n(S,S')  =  **T-=L--f-  = -=  -  ~1- 

L  AA'         BB'         AB'  BA'  J 

Cette  formule  conduit  aux  conséquences  suivantes  : 

Les  pôles  de  même  nom  de  deux  solénoïdes  se  repoussent;  les 
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nues  telles  qu'une  suspension  bifilaire  (électrodjnamomèlre  de 
Weber)  ou  un  poids  (électrodynamomètre  de  Joule),  on  aura  ob- 
tenu un  instrument  qui,  grâce  à  la  formule  (19)»  permettra  de  dé- 
terminer expérimentalement  le  produit 

Nous  renverrons  aux  Traités  pour  la  description  détaillée  des 
électrodynamomètres. 


i«tt— 
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CHAPITRE  XI. 


ACTION  D'UN  COURANT  FERMÉ  ET  UNIFORME  SUR  UN  ÉLÉMENT 

DE  COURANT  UNIFORME. 


§  1.  —  Théorèmes  généraux. 

Soit  un  circuit  fermé  C,  parcouru  par  un  courant  uniforme 
d'intensité  J',  agissant  sur  un  élément  AB  ==  ds^  parcouru  de  A 
en  B  par  un  courant  uniforme  d'intensité  J. 

Nous  savons  que  l'action  du  circuit  fermé  C  sur  l'élément  ds  se 
réduit  à  une  force  unique  appliquée  à  l'élément  ds.  D'après  la  dé- 
finition de  cette  force,  lorsque  l'élément  AB  se  déplace  de  ma- 
nière à  venir  en  A'B',  cette  force  effectue  un  travail  égal  au  poten- 
tiel électrodynamique  du  courant  G  sur  un  courant  d'intensité  J 
parcourant  le  circuit  ABB' A' A. 

Si  l'on  se  reporte  à  une  démonstration  donnée  au  Livre  XIII, 
Chapitre  VI,  on  voit  que  :  le  travail  produit  par  faction  d^un 
courant  fermé  et  uniforme  sur  un  élément  de  courant  uni- 
forme, dans  un  déplacement  de  cet  élément,  est  proportionnel 
au  nombre  de  lignes  de  force  du  courant  fermé  que  Vêlement 
coupe  dans  son  mouvement. 

Nous  avons  vu  [Livre  XIV,  Chap.  IX,  équations  (2)]  que  la 
force  en  question  avait  pour  composantes 


(1) 


dx' 

r 

ds' 

Os 

ds' 

r 
Os 

dz' 

y  ds', 


-  ih-rr     J' ds', 


ds'    Os 


yds\ 
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expressions  auxquelles  conduisent  également  la  loi  d'Ampère  et 
la  loi  de  Grassmann. 

Remarquons  que  nous  avons 


r 


coso)  = 


/•  dx 


r  dy 


r  as 


dx    ds     '    dy    ds     '    dz   ds 
dx  dx'        dy  dy'        dz  dz' 


ds    as'        ds    ds' 


ds  ds 


I  i 


posons 


(^) 


J    \ày  ds'        dz    ds' ^ 
_    /  I      r  dx'  r  dz' 

J    \dx   ds'         dy 


r  dx^ 
ds' 


ds', 


ds', 


Us\ 


et  les  formules  (i)  prendront  la  forme  très  élégante 

X=^/C^-B^')j'jrf.., 
1   \     ds  as  I 


(S) 


1    \     ds  ds  I 

z  =  ^(B^f.-x^f)yjds. 

1    \     ds  ds  I 


(]cs  formules  donnent  la  démonstration  immédiate  de  plusieurs 
propositions  importantes. 

1"  Des  formules  (3),  on  déduit  immédiatement 

„  dx       ^dy       „  dz 
X  -,-  -h  Y  -f-  -h  Z  -y-  =0. 
as  as  ds 

faction  quun  courant  fermé  et  uniforme  exerce  sur  un 
élément  de  courant  uniforme  est  normale  à  l'élément  sur  le- 
quel elle  s^ exerce. 

Cette  proposition  y  outre  son  importance  intrinsèque,  a  un 
grand  intérêt  historique.  Ampère  avait  fondé  la  démonstration  de 
la  loi  des  actions  électrodynamiques  sur  un  certain  nombre  d'hj- 
pothèses  et  sur  trois  lois  expérimentales.  M.  Bertrand  a  montré 
que,  de  ces  trois  lois,  deux  seulement  étaient  nécessaires  à  Téta- 
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blîssement  de  la  loi  d'Ampère.  Or  la  loi  que  nous  venons  d'é- 
noncer constitue  l'une  des  deux  lois  expérimentales  d'Ampère  que 
M.  Bertrand  a  conservées  (*). 

2"  Les  égalités  (3)  nous  donnent  encore 

AX-uBY-^GZ  =  o. 

Si  nous  donnons,  avec  Ampère,  le  nom  de  directrice  de  CaC' 
tion  du  courant  fermé  à  la  droite  dont  les  cosinus  directeurs 
sont  proportionnels  à  A,  B,  C,  nous  voyons  que  l'action  exercée 
par  un  courant  fermé  et  uniforme  sur  un  élément  de  courant 
uniforme  est  normale  à  la  directrice  au  point  où  se  troui^e 
réiément, 

3"  Envisageons  le  déterminant 

[X        Y        Z    ; 
I  dx     dy 


dx 
ds 

dy 

ds 

dz 
ds 

A 

B 

G 

Il  se  réduit,  en  vertu  des  égalités  (3),  à 

2    |_  \     ds  ds  j        \     ds  ds  /        \     ds  ds  J  \ 

et,  par  conséquent,  est  essentiellement  positif.  Ainsi  : 

Le  trièdre  trirectangle  formé  par  Vaction  qu^un  courant 
fermé  exerce  sur  un  élément  de  courant,  l^ élément  de  courant 
et  la  directrice,  a  un  sens  de  rotation  négatif, 

4"*  Examinons  de  plus  près  les  propriétés  de  la  directrice.  Le 
théorème  de  Stokes  nous  donne,  en  désignant  par  N  la  normale  à 
l'élément  rfû  d'une  aire  passant  par  le  circuit  C, 

,c|x  ds'        dz    ds'  f 


'cos(N,  ^) 


dy  dy'        ôz  dz' 


r         , 
—  - — ^-,  cos( 
dy  dx 


d.i  "1 


(')   Voir  V Appendice  au  Livre  \IV. 

D.  —  m. 


ao 
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Mais 


r                 r 

ày  ày  ~       dy^  ^ 

r                  r 

àz  dz'            dz^  * 

ûlleurs 

Ai 
r 

()«i        dtl       a«- 
r           r            r 

dx^        dy*        dz^  ~ 

On  a  donc 

r 

r              r                  r 

ày  dy'  ôzàz'  âx^             dx  dx 

On  a  aussi 

d^l  (?«1  (?îl          ^îi 

r                r  r  r 


Oyàx'       dxây'^  âzdx'        dx  dz' 

L'égalité  précédente  fournît  donc  la  première  des  formules 


dx 


— I 


\àl  àl  dl  1 

fà'-         di         di       i 

,        \dl  ^I  ai  ■] 

di  S  L^' ^^^^^'  ''^'^  dP  ^'^^(^'^)  -^  57 cos(N,  >5) J  c?Û. 


On  en  déduit  immédiatement 


di 


y/i  dxij^. 


dl 


d' 
OU   bien,  en  désignant  par  'Ç  la  fonction  potentielle  magnétique 
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du  feuillel  équivalent  au  courant  G, 

^  Al'  ^ 

y/2  OX 


/ 


2 


dz 


Ces  formules  (4)  conduisent  alors  à  la  conséquence  suivante  : 

La  directrice  en  un  point  de  V action  d^icn  courant  fermé  et 
uniforme  coïncide  en  direction  et  sens  ai^ec  la  tangente  à  la 
ligne  de  force  du  courant  menée  par  ce  point, 

§  2.  —  Action  d'un  solénoïde  sur  un  élément  de  courant  uniforme. 

D'après  les  égalités  (3)  et  (4),  l'action  d'un  courant  fermé  et 
uniforme  sur  un  élément  d'un  courant  a  pour  composantes 

yf^         \àz    ds         ày   ds)^ 
J\         \dy    ds        dx    ds  j 

Supposons  que  le  courant  C  soit  un  petit  cercle  d'aire  U. 
Nous  aurons 

et  les  formules  précédentes  deviendront 

_,  51*  -,^,    ,    d    (      /•  dy  r  dz 

a  d^  \dz   ds        ày  ds 

(5bis)  (^  ^'î/nl^     d(^?dz         ^?dx] 

I  a  aN   \  âx   ds        ây    ds  J 


51*  à 

2  c^N 


\  dy    ds        dx    ds  J 
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Si  nous  écrivons  des  égalités  analogues  pour  les  divers  cercles 
qui  composent  un  solénoïde  AB,  de  puissance  ^=  -^r  "7^»  ^^^^^ 

intégrations  nous  fourniront  les  trois  composantes  de  Faction  que 
ce  solénoïde  exerce  sur  un  élément  de  courant  uniforme.  Noos 
verrons  alors  que  : 

L'action  d'un  solénoïde  sur  un  élément  de  courant  uni/orme 
peut  se  décomposer  en  deux  autres  : 

1®  Une  action  émanée  du  pôle  austral  du  solénoïde;  celle-ci 
est  une  jorce  appliquée  à  Vêlement  de  courant  et  ayant  pour 
composantes 

2"  Une  action  émanée  du  pôle  boréal  du  solénoïde;  celle-ci 
est  une  force  appliquée  à  Vêlement  et  ayant  pour  composantes 

Si  l'on  compare  ces  égalités  (6)  et  (6  bis)  aux  égalités  (i3)  du 
Chapitre  précédent,  on  arrive  à  cette  proposition  qui  nous  dis- 
pense de  pousser  plus  loin  l'étude  de  l'action  d'un  solénoïde  sur 
un  élément  de  courant  : 

V action  d'un  pôle  de  solénoïde  sur  un  élément  de  courant 
est  une  force  égale  et  directement  opposée  à  celle  qui  repré- 
sente, d'après  la  loi  d'Ampère,  l'action  d'un  élément  de  cou- 
rant sur  un  pôle  de  solénoïde. 


SUR  LA   LOI   d'AUPÉRE.  Soq 
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SUR  LA  LOI  D'AMPÈRE. 


L'ordre  que  nous  avons  suivi  pour  exposer  les  lois  de  l'Induction  et  de 
rËIcctrodynamiquc  diffère  extrêmement  de  Tordre  habituellement  reçu 
dans  les  Ouvrages  qui  traitent  de  ces  sciences.  Nous  avons  donné,  au 
Chapitre  V  du  Livre  XIV,  les  raisons  qui  imposaient  à  notre  choix  le 
plan  que  nous  avons  adopté.  Néanmoins,  nous  pensons  que  nos  Leçons 
présenteraient  une  grave  lacune  si  elles  ne  faisaient  connaître,  au  moins 
dans  leurs  grandes  lignes,  les  théories  classiques  par  lesquelles  on  parvient 
directement  aux  lois  des  actions  électrodynamiques  entre  courants  fermés 
et  uniformes.  C'est  à  l'exposé  très  bref  de  ces  théories  qu'est  consacré  le 
présent  Appendice. 

§  1.  —  Loi  d'Ampère;  démonstration  d'Ampère. 

Les  divers  travaux  par  lesquels  Ampère  est  arrivé  à  formuler  la  loi  de 
l'action  qtf'un  courant  fermé  et  uniforme  exerce  sur  un  élément  de  cou- 
rant uniforme  sont  résumés  dans  le  grand  Mémoire  qu'il  a  publié  en 
1826  (1).  La  démonstration  d'Ampère  repose  sur  six  hypothèses  et  sur 
trois  lois  expérimentales. 

Première  hypothèse.  —  Soit  un  courant  uni/orme  C  qui  agit  sur 
un  élément  de  courant  uni/orme  ds'.  Décomposons  par  la  pensée  le 
courant  C  en  éléments  ds\,  ds%,  ....  V action  du  courant  C  sur  Vélé~ 
ment  ds'  est  la  résultante  d'actions  élémentaires  exercées  par  les  élé- 
ments dsi,  dstj  . . .  sur  l'élément  ds'. 

Deuxième  hypothèse.  —  L'action  que  l'élément  ds  exerce  sur  l'élé- 
ment ds'  est  une  force,  appliquée  en  un  point  de  l'élément  ds'  et  diri- 
gée suivant  la  ligne  qui  joint  un  point  de  l'élément  ds  à  un  point  de 

1  — — 

(»)  Ampère,  Théorie  mathématique  des  phénomènes  électrodynamiques, 
uniquement  déduite  de  l'expérience  {Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences, 
1836). 
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Vêlement  ds'.  L'action  de  l'élément  ds'  sur  l'élément  ds  est  égale  et 
directement  opposée  à  la  précédente. 

Troisième  hypothèse.  —  L'action  de  l'élément  ds  sur  l'élément  ds' 
dépend  uniquement  des  intensités  J  et  J'  des  courants  qui  traversent 
les  éléments  'ds  et  ds',  de  la  longueur  et  de  la  situation  relative  de  ces 
deux  éléments. 

De  cette  hypothèse,  on  déduit  aisément  que  la  force  exercée  par  Télé- 
ment  ds  sur  l'élément  ds'  est  proportionnelle  au  produit  JJ'. 

Considérons  en  effet  un  premier  élément  ds^,  traversé  par  un  courant 
d'intensité  Ji-  Il  exerce  sur  l'élément  ds'  une  force  répulsive  que  nous  re- 
présenterons par/(Ji,  J'). 

A  l'élément  dsi  accolons  un  élément  ds^  de  même  longueur,  traverse 
par  un  courant  d'intensité  J|.  Il  exercera  sur  l'élément  ds'  une  action  ré- 
pulsive dont  l'expression  ne  différera  de  la  précédente  que  par  l'échange 
des  quantités  Ji,  J^.  Cette  action  aura  pour  valeur/(Js,  J'). 

L'ensemble  des  deux  éléments  ds^^  dsi  exerce  donc  sur  l'élément  ds'  une 
force  répulsive  dont  la  valeur  est 

/(Ji,j')+/(j.,j')- 

Mais  cet  ensemble  peut  être  regardé  comme  un  élément  unique,  de  même 
longueur  que  chacun  des  deux  précédents,  placé  comme  chacun  des  deux 
précédents  et  parcouru  par  un  courant  d'intensité  (Ji  +  Js).  L'action  de 
cet  élément  sur  l'élément  ds'  doit  donc  avoir  pour  valeur 

/(Ji  +  Jt,  J')- 
On  a,  par  conséquent,  l'identité 

/(  Ji,  y) + /(Jt,  j')  =  /(Ji + iu  j'), 

identité  qui  démontre  que  l'action  de  l'élément  ds  sur  l'élément  ds'  est 
proportionnelle  à  J.  On  démontrerait  de  même  qu'elle  est  proportionnelle 
à  J'  et,  par  conséquent,  au  produit  JJ'. 

L'hypothèse  précédente  prouve  également  que  l'action  exercée  par  l'élé- 
ment ds  sur  l'élément  ds'  est  proportionnelle  au  produit  dsds'» 

Imaginons,  en  effet,  qu'un  premier  élément  dsi,  traversé  par  un  courant 
d'intensité  J,  exerce  sur  l'élément  ds',  traversé  par  un  courant  d'intensité  J', 
une  répulsion  que  nous  représenterons  pair /{dsi,ds'). 

Prolongeons  l'élément  dsi  d'une  longueur  infiniment  petite  ds^.  Suppo- 
sons l'élément  ds^  traversé,  lui  aussi,  par  un  courant  d'intensité  J.  11 
exercera  sur  l'élément  ds'  une  action  répulsive  dont  la  direction  sera 
sensiblement  la  même  que  la  piécédente  et  dont  la  valeur  sera  sensible- 
ment/(rfjj,  ds'). 

L'ensemble  des  deiix  éléments  dsi,  dsi  exerce  donc  sur  l'élément  ds'  une 
force  répulsive  dont  la  valeur  est 

f(dsi,ds')'^/(dsi,  ds') 
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Mais,  (l'autre,  part,  Tensemble  de  ces  deux  éléments  peut  être  considéré 
comme  un  élément  unique,  de  longueur  (dsi-hds2)j  de  même  intensité, 
de  même  position  que  chacun  des  éléments  dsij  ds^.  Son  action  répulsive 
sur  l'élément  ds^  peut  donc  s'écrire 

/(dsi-hdsi,  ds'). 

On  a,  par  conséquent,  l'identité 

/{dsi,  ds')  -t-  f{dst^  ds')  =  /(dsi  ■+-  dsf,  ds'), 

identité  qui  démontre  que  l'action  de  l'élément  ds  sur  l'élément  ds'  est 
proportionnelle  k  ds;  on  démontrerait  de  même  que  cette  action  est  pro- 
portionnelle à  ds',  et,  par  conséquent,  au  produit  dsds'. 

Les  propositions  que  nous  venons  de  démontrer  conduisent  à  la  conclu- 
sion suivante  :  L'action  que  l'élément  ds,  parcouru  par  un  courant 
uniforme  d'intensité  J,  exerce  sur  un  élément  ds',  parcouru  par  un 
courant  uniforme  d'intensité  J',  action  comptée  positivement  lors- 
qu'elle est  répulsive,  a  pour  valeur 

(i)  F  =  55'^  dsds', 

4>  dépendant  seulement  de  la  situation  relative  des  deux  éléments  ds, 
ds',  et  point  de  leur  longueur. 

Quatrième  hypothèse  (*)•—  ^^^  deux  éléments  MMi  =  dsi,  MMî=  dsj, 
issus  d'un  même  point  M,  ayant  même  longueur,  parcourus  par  des 
courants  de  même  intensité,  exercent  même  action  sur  l'élément 
M'  M'i  =  ds',  s'ils  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  au  plan 

M  M' m;. 

Si  l'on  se  reporte  alors  aux.  considérations  exposées  plus  haut  (Intro- 
duction, Chap.  I,  §  I),  on  voit  que  cette  hypothèse  entraîne  la  consé- 
quence suivante  : 

La  fonction  4>  est  une  fonction  uniforme  des  quatre  variables 

r,     cos9,    cos8',     cosco, 
(a)  4>  =  <p(/',  cosO,  cosO',  cosio). 

Première  loi  expérimentale  (principe  des  gourants  sinueux).  —  Lors- 
qu'un courant  fermé  et  uniforme  parcourt  le  contour  d'une  aire  à 
deux  côtés,  dont  toutes  les  dimensions  sont  infiniment  petites,  l'action 

(')  Cette  hypothèse,  ou  du  moins  un  cas  particulier  de  cette  hypothèse,  suffi- 
sant pour  la  démonstration,  est  indiquée  par  Ampère  (  Théorie  mathématique. . ., 
réimpression  A.  Hermann,  p.  20)  comme  un  théorème;  mais  la  démonstration 
de  ce  théorème  implique  une  autre  hypothèse  sur  l'action  mutuelle  de  deux  cou- 
rants rectangulaires.  Le  caractère  hypothétique  de  cette  proposition  saute  aux 
yeux  si  l'on  observe  qu'on  obtiendrait  une  erreur  en  énonçant  la  même  proposi- 
tion après  avoir  remplacé  l'élément  de  courant  M'M^  par  un  élément  magné- 
tique M'M\. 
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de  ce  courant  sur  un  élément  de  courant  quelconque  est  infiniment 
petite  comme  le  produit  de  la  longueur  de  l'élément  qui  subit  l* ac- 
tion par  Vaire  qu  embrasse  le  circuit  agissant. 

Il  est  inutile  de  rappeler  ici  rcxpérieoce  classique  par  laquelle  Ampère 

a  démontré  cette  proposition. 

Cette    proposition    admise,    considérons    deux    éléments    \B  =  ds   et 

XB'=^ds'{fig,57). 

Fig.  5;. 


xT 


»' 


JD 


Jf' 


Pour  direction  des  axes  Ajt,  Ax',  prenons  la  droite  AA'.  Dans  le  demi- 
plan  BAA',  menons  la  normale  à  la  droite  AA'  et  prenons-la  pour  direc- 
tion des  axes  A-3,  A'z'.  Menons  une  normale  au  plan  BAA',  du  côté  de  ce 
plan  où  se  trouve  l'élément  A'B'.  Prenons -la   pour  direction  des  axe? 

Ar,  A>'. 

Soient  ABi,  ABj  les  projections  de  AB  sur  Ax  et  sur  A-3. 

L'aire  ABiB  étant  infiniment  petite  par  rapport  à  ds,  Faction  d'un 
courant  uniforme  d'intensité  J,  parcourant  le  circuit  ABiBA,  sur  l'élé- 
ment ds'j  parcouru  par  un  courant  d'intensilé  J',  est  infiniment  petite  par 
rapport  à  J5'  dsds',  L'aption  des  deux  éléments  ABi  et  BjB,  réduite  aux 
quantités  de  l'ordre  de  J5'  ds  ds\  équivaut  à  l'action  de  l'élément  AB  sur 
l'élément  ds'.  L'élément  BjB  peut,  lui-même,  être  remplacé  par  l'élémcnl 
AB,. 

On  prouverait,  par  un  raisonnement  analogue,  qu'au  lieu  de  déterminer 
l'action  d'un  élément  quelconque  sur  l'élément  A'B',  on  peut  déterminer 
les  actions  du  même  élément  sur  les  éléments  A'B,,  A'Bj,  A'B,  et  com- 
poser entre  elles  ces  dernières  actions. 

Nous  sommes  donc  ramené  à  évaluer  l'action  de  chacun  des  deux  élé- 
ments 

ABi  =  rffcosO, 

AB3=  ds  sin^j 

sur  chacun  des  trois  éléments 

A'B;  =  ^/cosO', 
A'Bi  =  i//sine'sine, 
A'B',=  ds' sin^' cosz. 


En  raisonnant  comme  au  Livre  XIII,  Chapitre  II,  nous  prouverons  que 
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Ton  peut  négliger 


L'action  de  ABi  sur  A'B,, 
L'action  de  ABi  sur  A'Bj, 
L'action  de  ABs  sur  A'Bj, 
L'action  de  AB3  sur  A'B^. 

Si  nous  désignons  alors  l'action  répulsive  de  ABf  sur  A'  B\  par 


JJ'/(')AB,.A'B;, 
et  l'action  répulsive  de  AB3  sur  X'B^^  par 


JJ'^(r)AB3.A'Bi, 
nous  aurons 

(3)  F  =  JJ'  ds ds'[/{r)  cos8  cos8'-f-  ^(r)  sinô  sinO'  cos e], 

ou  bien  encore,  en  remarquant  que  l'on  a  [Introduction,  Ghap.  I,  égalité  (8  )] 

sinO  sinÔ'cos&  =  cosw  — cosô  cosô', 
et  en  posant 

A(r)  =  /(r)-^(r), 

(3  bis)  F  =  JJ'rf^rf/[A(r)cos6cos6  -h^(r)cos(i>]. 

Deuxièue  loi  expérimentale.  —  Vaction  qu!un  courant  fermé  et  uni- 
forme quelconque  exerce  sur  un  élément  de  courant  est  normale  à 
cet  élément. 

Soit  ds  un  élément  du  circuit  agissant.  Soit  ds'  l'élément  sur  lequel 
s'exerce  l'action. 

L'élément  ds  exerce  sur  l'élément  ds'  une  action  dont  la  composante  sui- 
vant ds'  a  pour  valeur 

F  cosô'. 

Le  circuit  agissant  tout  entier  exercera  donc  sur  l'élément  ds'  une  action 
dont  la  composante  suivant  l'élément  ds'  aura  pour  valeur 

y  F  cos  6', 
ou  bien  y  d'après  l'égalité  (3), 

Ji' ds'  j  [/(r)  cosô  cos6' -h  ^(r)  sinô  sinô' cose]  cosO'rf*. 

Pour  que  la  proposition  précédente  soit  exacte,  il  faut  et  il  suffit  que  cette 
quantité  soit  égale  à  o. 

Or  on  a  [Introduction,  Ghap.  I,  égalités  (5)  et  (9)] 

cosô  =—  --,  cosô  =  -T-j> 

os  os 

d^r 


sinô  sinô' cose  =  —  r 


dsds' 
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Par  conséquent,  pour  que  la  proposition  précédente  soit  exacte,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'intégrale 

étendue  à  une  courbe  fermée  quelconque,  soit  égale  à  o. 
Cette  égalité  peut  encore  s'écrire  de  la  manière  suivante 

Si  l'on  observe  que,  lorsque  l'on  parcourt  le  circuit  s^  les  deux  quantités  r 
et  I  -r-  j    varient  d'une  manière  continue,  on  arrive  à  la  conclusion  sui- 
vante : 
Pour  que  l'égalité  précédente  ait  lieu,  il  faut  et  il  suffit  que  la  quantité 


/<,)(!)•*.  v^(.,<,(*)' 


soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction  uniforme  et  continue  de  r  et  de 

as'' 
Cette  condition  est  traduite  par  l'égalité 


\às') 


d 
ou 

(4)  »/('•)- ^ ['•-?('•)]■ 
En  vertu  de  celte  égalité  (.j),  l'égalité  (3)  devient 

(5)  F  =  JJ'rfî<fe'U-(r)sinesin6'cos6-+-  -  ^  [r^g'(r)]cosecose'{. 
CiNQUiÉHE  HTPOTflàsB.  —   La  fonction  g{r)  est  de  la  forme 

A  étant  une  constante  et  n  un  nombre  entier  et  positif. 
L'égalité  (5)  prend  alors  la  forme 

(6)  F  =  - 


pn 


f  sinO  sinô' cosE — —     -cosOcosOM. 


TROiSiàuE  LOI    EXPÉRIMENTALE.  —   Dans  deux  systèmes  électrodyna- 
miques  semblables,  les  actions  qui  s'exercent  sur  deux  éléments  ho- 


\ 
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mologues  sont  les  mêmes,  si  les  intensités  des  courants  qui  traversent 
les  divers  conducteurs  sont  les  mêmes. 

Soient  deux  systèmes  électrodynamiques  semblables  S  et  Si,  le  rapport 
de  similitude  du  second  au  premier  étant  k. 

Dans  le  premier  S,  l'élément  ds'  supporte,  de  la  part  de  l'élément  ds, 
une  action  répulsive  donnée  par  la  formule  (6). 

Dans  le  second,  S],  considérons  les  deux  éléments  dsi^  ds\,  homologues 
de  ds^  ds'',  l'élément  ds\  subit,  de  la  part  de  l'élément  dsi^  une  force  ré- 
pulsive Fi  donnée  par  la  formule 

.              „        A^^'dSids\/,   û     .    A,                 /i  — 1        ^         ^A 
(7  Fi  = n ^(  sinOi  sinOj  cosEï —  cosOi  cosO^  i. 

Mais  on  a 

Oi  =  0,      o;  =  0',      £,  ^  s, 

dsi  —  k  dsj         ds\  =  k  ds\         r^  =  kr, 
La  formule  (7),  comparée  à  la  formule  (6),  donne  donc 

F,  =  A:î-«F. 

Les  actions  élémentaires  subies  par  un  élément  ds\  du  système  Si  forment 
donc  un  système  semblable  à  celui  des  actions  élémentaires  qui  agissent 
sur  l'élément  homologue  ds'  du  système  S,  le  rapport  de  similitude 
étant  A:'-». 

Or  ces  deux  systèmes  doivent  avoir  des  résultantes  égales  l'une  àTautre. 
Il  faut  donc  que  l'on  ait 

ou 

n  —  2. 

Cette  relation,  portée  dans  la  formule  (6),  donne 

/o\                 1?       XWdsds'  /  .   A   .    ^,               I        A       aA 
(8)  F  r= f  sm6sin6'cos6 cos6cos6'j. 

Sixième  htpothésb.  —  Deux  éléments  de  courant  parallèles,  de  même 
sens,  perpendiculaires  à  la  droite  qui  les  joint,  s'attirent. 

Dans  ce  cas,  on  a 

cos6  =  o,        cos6'=o, 

sin6=i,  sin6'  =  i,        cose  =  i. 

La  formule  (8)  doit  donner  pour  F  une  valeur  négative.  La  constante  A 

doit  donc  avoir  une  valeur  négative. 

Si  nous  posons 

-  A  =  Jlï, 
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la  formule  (8)  devient 

fq)  F= — (cos8  cosO'— asinô  sinB'cose). 

C'est,  comme  nous  l'avons  vu  [Livre  XIV,  Chap.  X,  égalité  (7)],  une  des 
formes  de  la  loi  d'Ampère. 

;§  2.  —  Loi  d'Ampère;  démonstration  de  M.  J.  Bertrand. 

La  démonstration  d'Ampère  repose  sur  l'emploi  de  trois  lois  expérimen- 
tales. M.  J.  Bertrand  (^)  a  montré  que  la  seconde  loi  expérimentale  invo- 
quée par  Ampère  impliquait  la  première,  le  principe  des  couranti 
sinueux,  en  sorte  que  cette  première  loi  expérimentale  ne  devait  plus  être 
conservée  à  titre  de  principe. 

La  démonstration  donnée  par  M.  J.  Bertrand  est  la  suivante  : 

Les  quatre  premières  hypothèses  d'Ampère  entraînent  les  égalités  (i) 
et  (2),  c'est-à-dire  la  proposition  suivante  : 

L'action  répulsive  de  l'élément  ds  sur  l'élément  ds'  est  donnée  par  la 
formule 

(10)  F  =  Si'  ds  ds'  ff(rj  cos6,  cos6',  cosw). 

Les  égalités  [Introduction,  Chap.  I,  égalités  (5)  et  (7)] 

cos6  =  —  --  > 
ds 

cosO  =      -w> 

/dr  âr  d^r  \ 

cosu._-(^--^-,+r^^,j 

permettent  de  mettre  celte  égalité  sous  la  forme 

Invoquons  maintenant  la  seconde  des  lois  expérimentales  prises,  par 
Ampère,  comme  principes.  Nous  avons  vu  que  cette  loi  s'exprimait  par  la 

condition  suivante  :  La  somme  ^  FcosO',  étendue  à  tous  les  éléments  ds 

d'un  courant  fermé  et  uniforme,  est  égale  à  o. 
En*  vertu  de  l'égalité  (9),  celte  condition  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 


(')  J.  Bertrand,  Sur  la  démonstration  delà  formule  qui  représente  l'action 
élémentaire  de  deux  courants  (  Comptes  rendus,  t.  LXXV,  p.  783  ;  1872  ).  — 
Démonstration  des  théorèmes  relatif  s  aux  actions  électrodynamiques  {Journal 
de  Physique^  i"  série,  t.  III,  p.  297;  187^).  —  Leçons  sur  la  théorie  mathéma- 
tique de  l'Électricité,  professées  au  Collège  de  France,  p.  166.  Paris,  1890. 
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L'intégrale 

étendue  à  une  courbe  fermée  quelconque,  est  égale  à  o. 

dr        . 
Les  quantités  r  et  -p  varient  assurément  d'une  manière' continue  lorsque 

Ton  parcourt  une  courbe  Sj  tandis  que  les  quantités  -r-,  et    ..     .  ,  peuvent 

os         os  os 

varier  d'une  manière  discontinue  quelconque  dans  le  cas  où  cette  courbe 

présente  des  points  anguleux.  Pour  que  l'énoncé  précédent  ne  soit  pas  une 

erreur,  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait 

/      dr     dr      d^r  \  dr 

(S) 


dr  ds  .  /  dr\        ds'  ds 


H- 1)  * 


dr 
étant  une  fonction  uniforme  et  continue  des  variables  r,  -r-, 

ds 

dr      d^  r 
et  ne  dépendant  pas  des  variables  -r~>  ,• 

dr 
Le  second  membre  de  l'identité  (12)  est  linéaire  et  homogène  en   -r- 

d^  r 
et  -T— r-f*  11  en  doit  être  assurément  de  même  du  premier.  Donc  la  fonc- 
es ds 

lion 


/      dr     dr      d*r  \ 


dr     d^  r 
est  linéaire  et  homogène  en  —  » 


ds     ds  ds 

La  loi  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  qui  constitue  la  deuxième 
hypothèse  d'Ampère,  entraine  immédiatement  cette  conséquence  :  la  fonc- 
tion ^  ne  doit  pas  changer  lorsqu'on  permute  les  lettres  s  et  s\  La  fonc- 

dr      d^  r 
tion  4*  est  donc  aussi  linéaire  et  homogène  en  -pj  a   a  >' 

Ainsi  on  doit  avoir 

,        .  dr  dr       _,    d^r 

t 

les  deux  quantités  A  et  B  étant  indépendantes  des  variables 

dr        dr        d^  r 
ds  '     ds'       ds  ds' 

et,  par  conséquent,  ne  dépendant  que  de  la  quatrième  variable  dont  peut 
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dépendre  ^,  la  variable  r.  On  a  donc 

OU  bien,  d'après  l'égalité  (ii), 

(.3)  F  =  JJ'rf,*'[A(r)gJ-^B(r)i^]. 

Gomme  nous  avons 

dr  .  dr  .,  d^r  sinO  sinô' cose 

•T-   =--C0s9,  -.  ,=COSe,  TT'  = ' 

ds  os  osas  r 


SI  nous  posons 


A(r)=-/(r), 


I 


B{r)=--5-(/-), 


/* 

régalité  (il)  reproduira  l'égalité 

(3)  F  =  JJ'fl?5rf5'[/(r)cosOcose'-,-^(r)sinesinô'cose]. 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  cette  égalité  (3)  est  exactement  équivalente  au 
principe  des  courants  sinueux. 

Nous  avons  déjà  vu,  en  eiïet,  que,  le  principe  des  courants  sinueux,  joint 
aux  trois  premières  hypothèses  d'Ampère,  entraînait  l'égalité  (3).  Prou- 
vons maintenant  que,  de  l'égalité  (3),  on  peut  déduire  le  principe  des  cou- 
rants sinueux. 

Faisons  choix  d'un  système  de  coordonnées  rectangulaires  quelconques. 
Soient  (a?,  ^,  z)  un  point  de  l'élément  ds  et  (cp^y,  z')  un  point  de  l'élé- 
ment ds'.  Un  circuit  fermé  s  exercera  sur  l'élément  ds'  une  force  dont  les 
trois  composantes  seront 

X^.=  JJ' ^,'/[/(.)  cose  cose'-.  ^(.)  sine  sine' co.e]  fjzif  ^, 
Y  ds'=  JJ'  ds'  f[f{r)  cos8  cos6'  -h  g{r)  sinO  sinS' cose]  1—^ ds, 
Zds'=^U'ds'  r[/(r)cosOcosO'H-^(r)sine  sine'cose]  î^^rfs, 
égalités  qui  peuvent  encore  s'écrire 

(.4)        j  Yrf.'=JJV,'/[A(r)  ^  '^,^^,^r)^^t^ds. 
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Soit  ((y  y\y  ^)  un  point  fi^e  pris  sur  le  circuit  s;  soit  p  la  distance  de  ce 
point  au  point  (a?',  ^,  z'). 

Supposons  que  le  circuit  s  soit  le  contour  d'une  aire  convexe  dont  toutes 
les  dimensions  sont  infiniment  petites  du  premier  ordre.  On  voit  sans  peine 
que  nous  pourrons,  en  altérant  seulement  X,  Y,  Z  de  quantités  infiniment 
petites  du  second  ordre,  remplacer  les  égalités  (14  )  par  les  suivantes  : 

Z .,- = ..  ..[a(p)  I  ^-:=i/^:., -H  B(p)  fizi^ /£,  4 

dr 
Les  deux  quantités  r  et  -p  variant  d'une  manière  continue  le  long  de  la 

courbe  s,  on  a  pour  toute  courbe  fermée 


J%ds=o,        Jj,^ds  =  o, 


et  les  égalités  précédentes  deviennent 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  o. 

fi  suffit  d'altérer  les  trois  quantités  X,  Y,  Z  de  quantités  infiniment  petites 
du  même  ordre  que  l'aire  embrassée  par  le  circuit  fermé  pour  les  rendre 
égales  à  o.  Ces  quantités  X,  Y,  Z  sont  donc  des  infiniment  petits  du  même 
ordre  que  cette  aire,  ce  qui  est  le  principe  des  courants  sinueux. 

Ainsi  les  quatre  premières  hypothèses  et  la  deuxième  loi  expérimentale 
invoquée  par  Ampère  entraînent  le  principe  des  courants  sinueux.  Il  en 
résulte  que  l'on  peut  se  passer  de  ce  dernier  pour  établir  la  loi  d'Am- 
père. 

En  effet,  dans  la  démonstration  de  la  loi  d'Ampère,  le  principe  des  cou- 
rants sinueux  sert  seulement  à  établir  l'égalité  (3)  et  nous  venons  de  voir 
que  cette  égalité  (3)  pouvait  être  établie  sans  invoquer  le  principe  des 
courants  sinueux. 

§  3.  —  Du  sens  véritable  qu'il  convient  d'attribuer  au  principe 

des  courants  sinueux. 

Aux  démonstrations  des  propositions  que  nous  venons  d'établir,  M.J.Ber- 
trand (*)  joint  les  considérations  suivantes  : 

«  On  me  permettra  d'ajouter  une  remarque  relative  à  la  probabilité  de 


(*)  J.  Bertrand,  Démonstration  des  théorèmes  relatifs  aux  actions  électro~ 
dynamiques  {Journal  de  Physique,  V  série,  t.  III,  p,  3oo;  1874). 
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rhypothèse  fondamentale,  si  naturelle  en  elle-même,  acceptée  par  Am- 
père :  Taction  de  deuiL  éléments  est  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint. 

»  Supposons  qu'Ampère,  qui  a  découvert  expérimentalement  la 
première  et  la  deuxième  loi,  ait  vérifié  et  énoncé  d'abord  la  deuxiènie 
loi,  et  que,  par  le  raisonnement  seul,  ainsi  que  nous  l'avons  fait,  il 
en  ait  déduit  la  première  loi;  il  aurait  pu  dire  :  si  l'action  de  deux 
éléments  est,  comme  cela  me  paraît  vraisemblable,  dirigée  suivant  la 
droite  qui  les  joint,  il  faut  nécessairement  qu'un  conducteur  sinueux 
exerce  la  même  action  qu'un  conducteur  rectiligne  suivant  la  même  direc- 
tion. L'expérience,  venant  ensuite  confirmer  cette  prévision,  n'aurait-elle 
pas  été  regardée  avec  raison  comme  une  très  forte  preuve  en  faveur  de 
l'hypothèse  qui  y  conduit?  L'ordre  dans  lequel  les  vérités  ont  été  décou- 
vertes et  l'époque  à  laquelle  a  été  signalée  leur  dépendance  mutuelle 
changent-ils  quelque  chose  à  leur  probabilité?  » 

En  réalité,  à  regarder  les  choses  de  près,  la  classique  expérience  d'Am- 
père, sur  l'action  des  courants  sinueux,  ne  saurait  avoir  la  portée  que 
M.  J.  Bertrand  lui  attribue  dans  le  passage  que  nous  venons  de  citer. 

Conservons  la  première  hypothèse  d'Ampère;  laissons  de  côté  la 
deuxième,  et  modifions  la  troisième  de  la  manière  suivante  : 

La  grandeur  et  la  direction  de  l'action  exercée  par  Vêlement  ds  sur 
Vêlement  ds'  dépendent  uniquement  des  intensités  des  courants  qui 
traversent  ces  deux  éléments,  de  leurs  longueurs  et  de  leur  situation 
relative. 

Nous  allons  voir  que  ces  deux  hypothèses^  les  moins  contestables  de 
tous  les  principes  sur  lesquels  repose  la  théorie  d'Ampère,  entraînent  la 
loi  relative  aux  courants  sinueux;  en  sorte  que  la  vérification  expérimen- 
tale de  cette  loi  vérifie  seulement  les  deux  hypothèses  dont  il  s'agit. 

Considérons  un  élément  ds\  de  position  donnée  par  rapport  aux  axes 

OX,  OY,  OZ.  Les  composantes  de  l'action  de  l'élément  ds  sur  l'élément  ds' 

peuvent  être  mises,   en   vertu  des  deux  hypothèses  précédentes,  sous  la 

forme  suivante  : 

\ds  =  iy^dsds', 

Yds  =  JS'Wdsds', 

Z  ds  =  i3'Xdsds', 

les  trois  quantités  4>,  W,  X  étant,   pour  une  direction   donnée  de  l'élé- 
ment ds'y  des  fonctions  des  éléments  qui  fixent  la  situation  relative  des 
deux  éléments  ds,  ds'. 
De  ces  égalités,  on  déduit  immédiatement  le  résultat  suivant  : 

Les  trois  fonctions  4>,  W,  X  changent  de  signe j  sans  changer  de  va- 
leur absolue,  lorsqu'on  renverse  le  sens  de  parcours  de  Vêlement  ds 
sans  changer  le  sens  de  parcours  de  Vêlement  ds' . 

A  ce  théorème,  joignons  ces  deux  propositions  évidentes  : 

I**  L'action  d'un  courant  fermé  et  uniforme  quelconque  sur  un  êlé- 
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ment  ds'  quelconque  est  le  produit  de  ds'  par  une  quantité  finie,  en 
sorte  qu'il  en  doit  être  de  même  des  trois  quantités 


f  ^ds,      f  W  ds,      I  X  ds, 


oà  les  intégrations  s'étendent  au  courant  fermé» 
•jt*  Les  intégrales 

I  ^ds,       f  W  ds,      f  X  ds, 

étendues  à  un  contour  fermé  infiniment  petit j  varient  d'une  manière 
continue,  lorsque  ce  contour  se  déforme  et  se  déplace  d'une  manière 
continue. 

Par  un  raisonnement  semblable  à  celui  qui  a  été  exposé  aux  pages  98-99, 
nous  arriverons  à  la  conclusion  suivante  : 

Les  trois  intég'rales 

i^ds,      I  W  ds,       fxds 
sont  infiniment  petites  du  second  ordre,  lorsque  l'intégrale 

ds 


r 


est  infiniment  petite  du  premier  ordre. 

Cette  proposition,  on  le  voit  aisément,  n*esl  autre  chose  que  le  principe 
des  courants  sinueux. 


§  4.  —  Du  potentiel  électrodyziainique* 

Supposons  que  deux  conducteurs  fermés  soient  en  présence. 

L'action  répulsive  mutuelle  d'un  élément  ds  du  premier  conducteur  et 
d'un  élément  ds'  du  second,  est,  en  désignant  par  J,  J' les  intensités  des 
courants  qui  les  traversent^ 

(n)  F= . (cosOcosO — 2SinOsinO  coss). 

Mais  on  a 

sin6  sinO'cose  —  cosw  —  cos6  cos6'. 


On  peut  donc  écrire 

dsds'  n 
r^        \â 


^       ^iS'dsds'/^       ^       ^,  , 

F  -^  3l« (  -  cosô  cos6' -  costt)  ). 


Si,  dans  une  modification,  la  distance  r  augmente  de  ôr,  cette  action  mu- 
tuelle effectue  un  travail 

F8r, 

D.  —  III.  21 
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et  les  actions  mutuelles  des  deux  conducteurs  effectuent  un  travail 
(i5)  c?Ç^  =  5t«JJ'  r/*—  (-  cosBcosO'— coswj  ordsds'. 

Nous  avons  démontré  d'une  manière  entièrement  générale  [Appendice  au 
Livre  XIII,  égalité  (27)]  que  cette  égalité  peut  s'écrire 

(16)  é/C  =  —  JJ'  8  f  f-  cose  cosO'  ds  ds\ 

ce  qui  peut  encore  s'écrire  [Introduction,  Ghap.  I,  égalité  (10)] 
(16  bis)  dï^-  ~   U'iÇ Ç^cosmdsds\ 

D'après  les  égalités  (16)  et  (16  bis),  les  actions  mutuelles  de  deux  cou- 
rants fermés  et  uniformes  d* intensités  invariables  admettent  un  poten- 
tiel, que  Von  peut  représenter  à  volonté  par  l'une  des  deux  expressions 

/     V  «  5l«    -,  /•/•cosOcose'        ,, 

(17)  n^—    -W  j  j  dsds\ 

{t'y  bis)  n= JJ'/   / dsds'. 

Ce  théorème  fondamental  a  été,  pour  la  première  fois,  démontré  par 
F.-E.  Neumann  (*). 

Ce  théorème,  nous  l'avons  vu,  renferme  la  solution  de  tous  les  pro- 
blèmes que  peut  poser  Tétude  expérimentale  des  courants  uniformes.  On 
peut  donc  se  demander  s'il  n'est  pas  possible  de  l'obtenir  directement  sans 
passer  par  l'intermédiaire  de  la  loi  d'Ampère.  On  peut,  en  effet,  en  donner 
la  démonstration  suivante,  qui  repose  sur  cinq  hypothèses  et  sur  une  loi 
expérimentale. 

Première  hypothèse.  —  Les  actions  mutuelles  de  deux  courants 
fermés  et  uniformes  dont  les  intensités  sont  maintenues  constantes 
admettent  un  potentiel. 

Deuxième  hypothèse.  —  Ce  potentiel  est  de  la  forme 

la  quantité  ^\x  dépendant  des  intensités  Ji,  Js  des  courants  qui  tra- 
versent les  éléments  dsi,  ds^.  des  longueurs  de  ces  éléments,  et  des pa- 


(•)    F.-E.   Neumann,   Ueber  ein  allgemeines  Princip  der   mathematischen 
Théorie  inducirter  elektrischer  Strome,  lu  à  l'Académie  de  Berlin,  le  9  août 

1847. 
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ramètres  qui  fixent  leur  situation  relative;   le  signe  ^  est  supposé 

s*étendre  à  toutes  les  combinaisons  obtenues  en  prenant  un  élément 
du  premier  circuit  et  un  élément  du  second. 

Troisième  hypothèse.  —  La  quantité  Vu  ne  change  pas  si  Von  rem- 
place  l'élément  ds^  par  l'élément  ds'^,  symétrique  de  ds^  par  rapport 
à  un  plan  renfermant  l'élément  dsi  et  un  point  de  l'élément  ds^. 

Des  raisonnements,  analogues  à  ceux  que  nous  avons  exposés  au  début 
du  §  1,  nous  prouveront  que  W^  est  de  la  forme 

^n=  ^it^ihdsidstf 

4>is  dépendant  seulement  de  la  position  mutuelle  des  deux  éléments  ^i, 
dsi. 
Des  considérations  semblables  à  celles  du  paragraphe  précédent  nous 

montreront  que  la   quantité    /  <t>i2  ^^ i   est    infiniment  petite    du  second 
ordre,  lorsque  /  dsi   est  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  que  la 

quantité   /  4>is  ds^  est  infiniment  petite  du   second  ordre,  lorsque  /  ds^ 

est  infiniment  petit  du  premier  ordre. 

En  raisonnant  alors  comme  nous  l'avons  fait  aux  pages  lO'i  à  io5,  nous 
verrons  que 

(i8)  Vn=  Ji  Jt^5i  dSi[F(r)  cosOi  cos6,-h  G(r)cosu)]. 

Quatrième  hypothèse.  —  Les  deux  fonctions  F(r)  et  G(r)  sont  de  la 
forme 

F(r)=^^,         G(r)  =  ^, 

n  étant  un  nombre  entier  et  positif,  et  A  et  B,  deux  constantes. 
Ces  égalités  donnent  à  l'égalité  (i8)  la  forme 

(19)  Wii=  iLilf^iffî?(Acose,  cose,-HBcosa)). 

Loi  EXPERIMENTALE  :  La  troisième  loi  expérimentale  invoquée  par 
Ampère.  —  Considérons  deux  conducteurs  fermés  Cj,  Cj,  traversés  par 
des  courants  uniformes  d'intensités  Ji,  Jj.  Donnons  aux  divers  points 
(x,y,z)j  ...  du  conducteur  Cj  un  système  de  déplacements  virtuels  8ar, 
8^,  8^, 

Les  actions  du  conducteur  Ci  sur  le  conducteur  Cj  effectuent  un  travail 

virtuel 

,-.           ï   1    %  /* /*A  cos6i  cos6j-+- B  coso)   ,      , 
(•20)  rf6  =  —  JiJ,  ô  /   / ~ dsi  ds%. 

Considérons  ensuite  deux  conducteurs  C|,  C^,  semblables  aux  conduc- 
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leurs  Cl,  G]  et  semblablement  placés.  Soit  K  le  rapport  de  similitude  du 
second  système  au  premier.  Donnons  au  point  {a;\y\z')j  homologue,  sur 
le  conducteur  G,,  du  point  (x,y,z)  du  conducteur  G],  un  déplacement 

virtuel 

8ar'=K8a?,        8y=K8j^,        8V=K8^. 

Le  travail  virtuel,  effectué  par  les  actions  du  conducteur  C\  sur  le  con- 
ducteur G],  aura  pour  valeur 

/     X              .*-f          w  T   •%  r /"A  cos6',  cosOl -H  Bcoso)'      ,    ,, 
(21)  rfS':-  — JiJ,8jJ ' — ^ ds\ds'^. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

cosO'i  =  cosÔj,  cos6j=  cosOs,  cosûi'=  cosco, 

r'=  Kr,  ds\  =  K  ds^  ds'^  =--  K  ds^, 

8  cosO',  =  8  cosôj,  8  cosO',  =  ocosôj,  8cos»«)'=  8cosw, 

8r'=K8r,  ^ds\  =  K^dsi,  ^ds'^  =  K^dsty 

en  sorte  que  Tégalité  (21),  comparée  à  l'égalité  (20),  donne 

d^'  =  K(«-«'  d^. 

Mais,  l'action  subie  par  un  élément  des  conducteurs  G|,  G]  étant  suppo- 
sée égale  à  Faction  subie  par  l'élément  homologue  des  conducteurs  Gi, 
G2,  on  doit  évidemment  avoir 

d^'  =  K  d^. 
On  a  donc 

et  la  formule  (19)  devient 

%*.  «Il  J«  dsi  ds*  -  »         ^  *,        ^ 

V„=  / — ^(Acos6|cos0j-+-Bcosw). 

Le  potentiel  électrodynamique  mutuel  de  deux  courants  fermés  et  uni- 
formes a,  par  conséquent,  pour  valeur 

A  cos6  cos6'-*-  B  cosco 


° = "'// 


dsds'. 


r 
Si  l'on  observe  que  l'on  a  [Introduction,  Ghap.  I,  égalité (10)] 

on  voit  que  Ton  pourra  écrire  à  volonté 

/      V                          TT       /A       nxiïf  /* /"cosBcosô'        ,, 
(22)  n  =  (  A  -h  B)JJ'  /   /  ds  dsj 

ou 

(  22  bis)         n = {\-^B)U'  rr—~dsds'. 
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Cinquième  hypothèse.  —  La  constante  {k-^'B)  est  négative. 
Si  ron  pose  alors 

A-+-B=- — , 

'2 

les  égalités  (22)  et  (22  6£s)  redonnent  les  égalités  (17)  et  (17  bis). 

§  5.  —  Sur  la  détermination  de  la  fonction  de  la  distance 
qui  figure  dans  la  formule  d'Ampère. 

La  formule  des  actions  électrodynamiques  étant  mise  sous  la  forme 

(5)     F  =  JJ'  ds ds'  \  g{r) sin6 sinÔ' cose  -h  i  -r-lrgi^r)]  cos6 cosô'j. 

Ampère  fait  l'hypothèse  que  la  fonction  g{r)  est  de  la  forme 

A  étant  une  constante,  et  n,  un  nombre  entier  positif.  Cette  hypothèse 
semble  fort  arbitraire.  On  peut  la  remplacer  par  une  loi  expérimentale 
facile  à  vérifier,  comme  Ta  montré  M.  J.  Bertrand  (*). 
Les  égalités,  souvent  invoquées, 

cosO  = — -^  y         cos6  = -r-, >         smO  sinO  cose  =  —  r-r — —.9 
os  os  ds  ds 

transforment  la  formule  (5)  en 

(.3)  F  =  -  JJ'  ds  ds'  j  r^ir)  ^^  ^  l  ^-  [r^(.)]  ^^  j- 

Considérons  une  fonction  ^{r)  définie  par  l'égalité 

Nous  aurons  alors 


et  l'égalité  (23)  deviendra 


E-  ii>  J  j'<i^  M^    <'*'•        d*^  dr  dr\ 


(*)  J.  Bertrand,  Démonstration  des  théorèmes  relatifs  aux  actions  électro^ 
dynamiques  {Journal  de  Physique,  i**  série,  t.  III,  p.  335;  1874). 
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OU  bien 

(25)  F:^  —  jrd$ds'^  ^^,. 

ar  osas 

Le  travail,  effectué  par  les  actions  mutuelles  de  deux  courants  fermés  et 
uniformes  dans  un  déplacement  quelconque  de  ces  courants,  aura  pour 
valeur 


J  J   dr  âsds' 


En  raisonnant  sur  cette  intégrale  double  exactement  comme  à  la  page  191, 
nous  avons  raisonné  sur  l'intégrale 


// 


1         ± 


1 

qui  en  est  une  forme  particulière  obtenue  en  posant  ^(r)  —  r',  nous  ar- 
riverons à  ce  résultat: 

Le  travail  élémentaire  entre  deux  courants  fermés  et  uniformes  a 
pour  valeur 

d^  =  -  ^-jyofri^Ycos^cos^'dsds' 

ou  bien,  en  vertu  de  l'égalité  (24), 

(iç:  =  —  i  JJ'  8  f  frg{r)  cose  cosO'  ds  ds\ 

En  d'autres  termes,  deux  courants  fermés,  uniformes  et  constants 
exercent  l'un  sur  l'autre  des  actions  qui  admettent  pour  potentiel  la 
quantité 

(26)  n  =  -35'  I    frg(r)cosbcosii'dsds'. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  la  question  générale  suivante  : 

Sachant  que  les  actions  mutuelles  de  deux  courants  fermés,  uni- 
formes et  constants,  admettent  un  potentiel  de  la  forme 

(27)  n  =  JJ'  f  f[F(r)  cosB  cosO'-h  G{r)  cos ix> ]  ds  ds' , 

déterminer  la  forme  des  fonctions  F(r)  et  G(r). 

La  loi  expérimentale  que  M.  J.  Bertrand  propose  de  prendre  comme 
principe  propre  à  résoudre  cette  question  est  la  suivante  : 

L'action  d'un  solénoïde  fermé  sur  un  élément  de  courant  quel- 
conque est  égale  à  o. 
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Celte  proposition  peut,  comme  on  on  le  voit  aisément,  être  remplacée 
par  la  suivante  : 

Le  potentiel  électrodynaniique  mutuel  d'un  solénoïde  fermé  et  d'un 
courant  fermé  y  infiniment  petite  n'entourant  pas  l'axe  du  solénoïde, 
est  égal  à  o. 

Adoptons  cette  proposition  et  voyons  quelles  conditions  elle  impose  aux 
fonctions  F(r)  et  G(r). 
Considérons  deux  fonctions,  ^(r)  et  4^(r),  définies  par  les  égalités 

(28)  iç(r)-f?^)+F(r)  =  o, 

(•A9)  G(r)-i(p(r)  =  4;(r). 

L'égalité  (27)  pourra  s'écrire 

n  -:  JJ'  f  fU{r)  coso)  -4-  yl^coseo^-  r^^^-^-^lcose  cos^'lds  ds\ 

Mais  on  a 

d^r 

costi)  —  cos6  cos6'=  sin6  sinô'cose  =  —  r- ;, 

osôs 

COSB  = —  ,  C0S6   =    -r-.j 

as  os 

en  sorte  que  l'égalité  précédente  peut  s'écrire 

Si  nous  posons 

__    .__<p(r), 

cette  égalité  deviendra 

n  -  "'//['Pf'-)  cosu)  H-  -^^-'Pl  ds  ds', 
OU  simplement 
(3o)  n  ^jy  1   f^(r)cos(t}dsds\ 

Supposons  que  s  et  s'  soient  deux  courants  fermés  infiniment  petits; 
que  il,  il'  âoient  les  aires  de  deux  surfaces  menées  par  ces  courants;  que 
N,  N'  soient  les  normales  aux  faces  positives  de  ces  aires. 
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Nous  aurons  [Introduction,  Chap.  II,  égalité  (5)] 


(30 


j   ffif{r)cos^dsds-r=-(l  JJ+  g|^cos(N,N')aQ' 


Supposons  que  Taire  H  soit  celle  d'un  courant  infiniment  petit  apparte- 
nant à  un  solénoïde;  soit  D  la  distance  de  deux  anneaux  du  solénoïde;  soit 

4»  =  -=r-  la  puissance  du  solénoïde;  soit  /  la  directrice  du  solénoïde.  Le 

potentiel  électrodynamique  de  ce  solénoïde  sur  le  petit  courant  fermé  s 
aura  pour  valeur,  d'après  les  égalités  (3o)  et  (3i), 

(° -«■"■/[(-;  s -SI)-"."'' 

(3'2)    <  ^ 

On  a,  d'ailleurs, 

cos(/,  r)  =  —  j^,         cos(N',  r)=  ^^,, 

C0S(/,N')=-T7  31V-.  -'• 


dl  dK  dldK 

L'égalité  précédente  devient  donc 

En  vertu  de  la  loi  expérimentale  admise,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
la  courbe  /  soit  fermée  pour  que  cette  quantité  soit  égale  à  o;  en  d  Vautres 

termes,  la  quantité  sous  le  signe   /  doit  être  de  la  forme 


dl 


H^^^)''^ 


âr 
^  étant  une  fonction  uniforme  et  continue  de  r  et  de  -rzrr, 

Cette  condition  équivaut  à  celle-ci 


à_[d^/    <^4^\"1  _  _à_  /2  d^  dr^ 
àr  [rfr  \'dr)]  ~    àr    \r  dr  c^N' 


Posons 

(34)  %  =  r^j^-, 

dr 
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et  cette  égalité  deviendra  la  nouvelle  égalité 

r^ =  — . 

I^n  ajoutant   aux  deux   membres  la  quantité  '^^-r-  y  on  peut  écrire  cette 
dernière  égalité 

d-rV'dr)=^d-^'^^' 
Sous  cette  forme,  elle  s'intègre  une  première  fois,  et  donne  l'égalité 

d^ 

r'  -> irB  -h  G  =  o, 

ar 

G  étant  une  constante. 

Gette  égalité,  à  son  tour,  peut  s'écrire 

t    de        2  ^       G 
/•*  dr       r*  r* 


ou 


On  déduit  de  là 


d  /e\       G 

d'r\-r-^)^7^=''- 


C  étant  une  nouvelle  constante. 
Si,  dans  Tégalité  (34),  on  reporte  cette  valeur  de  8,  on  trouve 

-7—  —  - — -  -+■  Kji  r. 
dr        ^r^ 

Gette  égalité  nous  montre  que  ^  doit  être  de  la  forme 

(Ti)  ^=  :^  4-Br«-f-G, 

^        r 

A,  B,  G  étant  trois  constantes. 

Ainsi,  si  le  potentiel  électrodynamique  de  deux  courants  fermés  doit 
être  de  la  forme  ('27),  la  loi  expérimentale  que  nous  venons  d'invoquer 
exigera,  en  vertu  des  égalités  (28),  (29)  et  (35),  que  Ton  ait 

(36)  G(r)=  "  -hBr»-i-G-t-  ^^(r), 

r  r  ' 

(37)  F(/-)=i<p('-)  +  -j|;^. 

9(r)  étant  une  fonction  arbitraire  de  r. 

En  d'autres  termes,  la  forme  la  plus  générale  du  potentiel  électrodyna- 
mîque  de  deux  courants  fermés  et  uniformes,  qui  soit  compatible  avec  la 
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loi  expérimentale  que  nous  avons  invoquée,  est  la  suivante  : 


(38) 


(  n  =  JJ'  I  f  f(^  -+-  Br«-h  C^  cosw  ds  ds' 

_f.  r  rrSi'l^cosu)— cosO  cosO')  +  ^^-^  cosO  cose'l  dsdA 


Revenons  à  la  question  qui  a  servi  de  point  de  départ  à  ces  considéra- 
tions. 

Nous  supposons  que  Ton  ait  démontré  que  la  forme  du  potentiel  élec- 
trodynamique mutuel  de  deux  courants  fermés  et  uniformes  est 

(26)  n==  ijj'  /  f  rg(r)cos^cos^'dsds'. 

Quelle  forme  faut-il  attribuer  à  la  fonction  g(r)  pour  que  Faction  d'un 
solénoïde  fermé  quelconque  sur  un  élément  de  courant  quelconque  soit 
égale  à  o? 

La  formule  (a6)  se  déduit  de  la  formule  (27)  en  faisant 

G(r)  =  o, 
F(r)=  Irg(r). 

Dès  lors,  les  égalités  (36)  et  (37)  deviennent 

<p(r)  ^  —  (A -4- Gr -4- BH), 

-^^y'^)— 2Br*. 

Si  donc  à  la  cinquième  hypothèse  et  à  la  troisième  loi  expérimentale  invo- 
quées par  Ampère,  on  substitue  cette  loi  expérimentale  qu'un  solénoïde 
fermé  est  sans  action  sur  un  élément  de  courant  quelconque,  on  arrive  à 
cette  conclusion;  la  fonction  g{r)  est  de  la  forme 

I  A 

Si  l'on  invoque  alors  rHYPOTHÈSE  suivante  : 

L'action  mutuelle  de  deux  éléments  de  courants  quelconques  tend 
vers  o  lorsque  leur  distance  croit  au  delà  de  toute  limite, 

on  sera  contraint  de  prendre  pour  ^(r)  la  forme 

et  l'on  retrouvera  la  loi  d'Ampère. 

La  formule  (38)  nous  permet  de  faire  subir  à  la  démonstration  des  lois 
de  rÉleclrodynamique  exposée  au  paragraphe  précédent  une  modification 
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analogue  à  celle  que  M.  J.  Bertrand  a  fait  subir  à  la  démonstration  d'Am- 
père. 

N'invoquons  plus,  comme  au  paragraphe  précédent,  l'hypothèse  que  les 

A     B 

deux  fonctions  F(r)  et  G(r)  sont  de  la  forme  —  ?  —  ;  n'invoquons  pas, 

non  plus,  la  loi  expérimentale  des  actions  qui  s'exercent  entre  conducteurs 
semblables.  Au  lieu  de  cette  loi,  invoquons  celle-ci  :  L'action  d*un  sole- 
noïde  fermé  sur  un  élément  de  courant  quelconque  est  égale  à  o. 

Il  en  résultera,  pour  le  potentiel  électrodynamique  de  deux  courants 
fermés  et  uniformes  quelconques,  la  forme  (38). 

Or  on  a 

<p  (  7*^  d  9(  r) 

-i~^-^(cos(«)  —  cos6cos6')  -\ V—  cos6cos6' 

r  dr 

[,   ^   d^r         doir)  dr  ârl  d  V    ,      dr] 

en  sorte  que  la  quantité 

rrrîl!L\costo  — cosecosO')-4-  — ^^cosOcose'l  dsds' 

est  égale  à  o,  quelle  que  soit  la  fonction  (p(r). 

Le  choix  de  la  fonction  (p(r)  qui  figure  dans  l'égalité  (38)  étant  in- 
différent, on  peut  prendre 

^(r)  =-.(A-hBr»H-C), 
et  l'égalité  (38)  donne  alors 

(39)  n  =U'  f  f(-  -2Br»^cosecose'^5rf5'. 

Cette  formule,  comparée  à  la  formule  (26),  nous  démontre  que  les 
actions  mutuelles  de  deux  courants  fermés  et  uniformes  sont  les  mêmes 
que  si  deux  éléments  de  courants  uniformes  quelconques  se  repous- 
saient as^ec  une  force  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint,  et  repré- 
sentée par  V égalité 

(  )  )     F  -^  JJ'  ds  ds'  \  g(r)  sinO  sin  O'cose  -^  -  ^  [rg{r)]  cosO  cosO'  ' , 

[  Mt  ar  \ 

où  la  fonction  g{r)  est  de  la  forme 

^('•)--=^-4Br. 

Si,  comme  M.  J.  Bertrand,  on  fait  l'hypothèse  que  cette  force  doit 
tendre  verso  lorsque  les  deux  éléments  s'éloignent  au  delà  de  toute  limite, 
cette  force  devient  identique  à  la  force  élémentaire  admise  par  Ampère. 
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On  voit  donc  que  Ton  peut  laisser  de  côté  Fhypothèse  que  les  actions 
de  deu\  courants  fermés  et  uniformes  se  décomposent  en  actions  élémen- 
taires soumises  à  la  régie  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction;  ne  point 
invoquer  non  plus  la  loi,  difficile  à  vérifier,  qu'un  courant  fermé  et  uni- 
forme exerce  sur  tout  élément  de  courant  une  action  normale  à  cet  élé- 
ment, et  remplacer  ces  hypothèses  d'Ampère  par  l'hypothèse  bien  moins 
contestable  que  les  actions  mutuelles  de  deux  courants  fermés,  uniformes 
et  constants  admettent  un  potentiel.  Pour  déterminer  la  forme  de  ce  po- 
tentiel, on  pourra  suivre  les  méthodes  indiquées  soit  par  Ampère,  soit  par 
M.  J.  Bertrand,  pour  déterminer  la  forme  de  l'action  élémentaire. 


LIVRE  XV. 


ACTIONS  ÉLECTROMAGNÉTIQUES  EXERCÉES 
PAR  LES  COURANTS  UNIFORMES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

LOI  ÉLÉMENTAIRE  DE  L'INDUCTION  ÉLECTROMAGNÉTIQUE, 


Entre  les  aimants  et  les  courants  s'exercent  certaines  forces  qui 
ont  été  découvertes  par  CErstedt,  et  étudiées  par  Biot  et  Savart, 
Laplace,  Ampère  et  Savary.  Le  fer  doux,  placé  en  présence  de 
courants,  s'aimante.  Lorsqu'on  déplace  un  aimant,  ou  bien  lors- 
qu'on modifie  son  aimantation  en  présence  d'un  conducteur,  ce 
conducteur  est  traversé  par  un  courant  d'induction.  Les  trois 
classes  de  phénomènes  réunis  sous  ces  titres  :  Forces  électroma- 
gnétiques, Aimantation  par  les  courants,  Induction  électro- 
magnétique, constituent  la  partie  de  la  Physique  qui  a  reçu  le 
nom  à! E lectromagnétisme. 

Nous  allons  étudier  cette  partie  de  la  Ph^^sique  en  suivant  une 
voie  semblable  à  celle  que  nous  avons  suivie  dans  l'étude  de  l'Élec- 
trodynamique.  A  cet  effet,  nous  commencerons  par  établir  les 
lois  de  V induction  électromagnétique. 

Énonçons  d'abord  les  hypothèses  fondamentales  sur  lesquelles 
nous  ferons  reposer  cette  étude. 

Eu  premier  lieu,  un  système  formé  d'un  aimant  et  d'un  courant 
sera  supposé  défini,  au  point  de  vue  de  l'Électromagnétisme,  lors- 
qu'on connaîtra  : 

1°  La  forme  du  volume  occupé  par  l'aimant; 
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2°  La  grandeur  et  la  direction  de  l'aimantation  en  chaque  point 
de  cet  espace; 

3"  La  forme  du  conducteur  parcouru  par  le  courant; 

4  "  L^intensité  du  courant  en  chaque  point  de  la  courbe  qu'il 
dessine  ; 

5^  La  situation  relative  du  conducteur  et  de  Faimant. 

La  nature,  les  propriétés,  la  position  de  chacun  des  éléments 
matériels  qui  forment  soit  le  conducteur,  soit  Taimant,  n'inter- 
viennent point  dans  cette  définition.  Une  modification  qui  altère 
ces  dernières  variables  sans  altérer  les  premières  est,  au  point  de 
vue  de  TÉlectromagnétisme,  équivalente  à  l'absence  de  toute  mo- 
dification. 

En  second  lieu,  imaginons  un  système  renfermant  des  aimants 
et  des  conducteurs  linéaires.  Soit  AB  =  ds  un  élément  de  l'un  de 
ces  conducteurs.  Soit  e  ds  la  force  électromotrice  hydro-électrique 
et  thermo-électrique  qui  agit  dans  cet  élément;  soit  V  le  niveau 
potentiel  au  point  A;  soit  V  le  niveau  potentiel  au  point  B;  soit 
Cds  la  force  électromotrice  d'induction  électrodynamique  qui  agit 
dans  l'élément  ds]  soit  R  ds  la  résistance  de  l'élément  ds]  soit  J 
l'intensité  du  courant  en  A  à  l'instant  t. 

S'il  n'existait  pas  d'induction  électromagnétique,  on  aurait 

RJ  ds  =  e(V  —  V)  -i-  e  -  e'-+-  eds-hCds. 

En  réalité,  si  le  système  renferme  des  aimants  dont  on  fait  va- 
rier Taimantation  ou  la  situation  par  rapport  à  l'élément  AB,  cette 
égalité  n'est  plus  exacte  et  doit  être  remplacée  par  la  suivante 

RJ  rf*  =  e(  V  —  V)  -f-  e  —  e'  H-  e  ^5  -+-  i:  ^f -h  «  ds. 

La  quantité  €  ds  est  ce  qu'on  nomme  la  force  électromotrice 
d^ induction  électromagnétique  dans  l'élément  ds.  Il  s'agit  de 
déterminer  l'expression  de  cette  force  électromolrice. 

Supposons  les  divers  aimants  qui  composent  le  système  décom- 
posés en  éléments  dont  les  volumes  sont  respectivement  dv^  d\^^ 
dv" 

Nous  dirons  que  Vétat  relatif  Ae  l'élément  magnétique  dv  et 
de  l'élément  de  courant  ds  est  déterminé  quand  on  connaît  les 
paramètres  suivants  : 

I®  La  longueur  ds  de  l'élément  de  courant*, 
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2"  Le  volume  di^  de  l'élément  magnétique; 

3®  Les  paramètres  a,  p,  ...  qui  déterminent  la  forme  de  la 
surface  qui  limite  l'élément  rfp  et  l'orientation  de  cette  surface 
par  rapport  à  l'élément  ds  ; 

4°  L'intensité  J  du  courant  qui  traverse  l'élément  ds-^ 

5°  L'intensité  d'aimantalion  DK,  en  un  point  de  l'élément  rfr; 

6"*  La  distance  r  d'un  point  A  de  l'élément  ds  à  un  point  A'  de 
l'élément  dv  ; 

7°  L'angle  (r,  ds)  que  la  demi-droite  ds  fait  avec  la  demi- 
droite  AA'; 

8®  L'angle  (r,  dl)  que  la  direction  de  l'aimantation  de  l'élé- 
ment dv  fait  avec  la  même  demi-droite  AA'; 

9**  L'angle  <?,  relatif  au  demi-plan  formé  par  les  directions  r,  ds 
et  au  demi-plan  formé  par  les  directions  r,  dl,  cet  angle  étant  dé- 
fini comme  au  Chapitre  I  de  l'Introduction. 

Nous  rappellerons  que  les  paramètres  r,  (/•,  ds)^  (r,  rf/),  e  dé- 
finissent, sans  aucune  ambiguïté,  la  situation  relative  des  deux 
éléments  ds^  dl. 

Cela  posé,  soit  dt  un  élément  de  temps;  nous  admettrons  que 
Von  a 

ta  quantité  8v^*^  dépendant  uniquement  des  paramètres  qui 
fixent,  à  Vinstant  t^  Vétat  relatif  de  Vêlement  de  courant  ds 
et  de  l'élément  rfi^f*\  et  des  variations  que  ces  paramètres  su- 
bissent pendant  le  temps  dt. 
Nous  donnerons  à  la  quantité 

ai 

le  nom  de  force  électromotrice  élémentaire  d'induction  élec- 
tromagnétique engendrée  par  P élément  magnétique  dç^^^  dans 
l'élément  de  courant  ds. 

L'hypothèse  fondamentale  que  nous  venons  de  faire  va  nous 
servir  à  déterminer  la  forme  de  la  quantité 

e(ds,  dv'^^'), 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  quantité  8vf*^ 
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i"  Il  résulte,  en  premier  lieu,  de  l'hypothèse  faite,  que  I'od  a 

8v  =f[dSf  dv,  a,  p,  . . .,  J,  DÎL,  r,  (r,  rf*), (r,  dl),  e, 
8  dsy  S  dvy  8a,  op,  . . . ,  oJ,  8DÎL,  or, 

ô(r,  ds)f  8(r,  e^/),  Se]. 

Nous  allons  prouver  que  cette  quantité  est  une  fonction  linéaire 
et  homogène  de 

8  c?5,    8  rfp,    8a,     8p,     ...,    8J,     80rL,    8r, 
8(/*,  û?5),    8(r,  rf/),     8c. 

Envisageons  un  premier  élément  de  temps  rf^<.  Pendant  cet  élé- 
ment de  temps, 

ds,     dvy     a,     p,     ...,     J,     DM  y    r, 

(r,ûf5),     (r,  rf/),     c 
varient  de 

^i  dsy     8i  é/p,     8i  a,     8i  p,     ...,     8|J,     8i  OÎL,     8i  r, 
8i(r,  e/5),     8,(r,  e//),     8,e, 

et  Ton  a,  pour  cet  élément  de  temps, 

Svt  =/[c?5,  e/t^,  a,  p,  . . . ,  J,  OU,  r, 
{r,ds),     {r,dl),e, 

8i  û^,  8i  di^j  SjŒ,  8i  p.  . . .,  ûi  J,  8i  31L,  8j  r, 

8,(r,  6^*),  8,(r,û?/),  8,  c]. 

Dans  ce  même  temps  rf/<,  Tinduction  de  l'élément  dv  dans  l'élé- 
ment ds  met  en  mouvement  une  quantité  d'électricité 

Ri  étant  la  résistance  de  l'élément  ds  au  début  du  temps  dti, 

Â  la  suite  du  temps  dt^ ,  prenons  un  nouvel  élément  de  temps  dt^. 
Pendant  cet  élément  de  temps, 

ds^    dv,     a,     p,     ...,     J,     OU,     r, 
(Pyds),    (r,  ûf/),     e 

subissent  de  nouvelles  variations 

Ot  ds,     Ô2  fi^p,     8ja,     82  p,     ...,     82  J,     82t)TC,     82  r, 
5î(r,  e/5),     Bt(rydl),     82e, 
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el  l'on  a,  pour  ce  nouvel  élément  de  temps, 

ovj  -/[ds  -^  ^ids,dv-h  8t  dv,  a  -+-  8ia,  p  -h  Ojp, ...,  J  -h  8iJ,  OK.  -f-  8|0n., 
r  -h  $ir,  (r,  ds)  -h  8i(r,  €^5),  (r,  dl)  -î-  Si(/',  dl),  e  -+-  81e, 
Sjc^j,  Oj  rfi^,  8ja,  8jp,  . . .,  ojJ,  Oj^H,  84 r,  8j(/*,rf5),  8j(r,  ^/),  Sje]. 

Si  Ton  néglige  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur,  cette 
égalité  est  réduite  à 

ovj— y[ûfe,  dvy  a,  p,  . . .,  J,  0\L,  r, 
{r,ds),(r,dl),e, 

Of  ^j,  0]  dvy  ûfa,  OjP,  . . . ,  02J,  ûjOTLy  Oir, 

S,(r,  rfi),  8,(r,  dl),  Oje]. 

Dans  ce  même  temps  rf/2>  Tinductlon  de  l'élément  dif  dans  l'élé- 
ment âf.v  met  en  mouvement  une  quantité  d'électricité 

Ro  étant  la  résistance  de  l'élément  ds  au  début  du  temps  dt2. 
Comme  R^  dififcVe  infiniment  peu  de  R|,  on  peut  écrire 

Considérons  maintenant  l'élément  de  temps  dt^,  formé  par  l'en- 
semble des  deux  éléments  dtt  et  dt.>, 

dt^  =  dt i-r-  dtf. 

Pendant  ce  temps  df^^  les  paramètres 

ds,    di>,    a,     p,     ...,     J,     OÏL,     r, 

(r,ds)y     (r,dl),     e 

subissent  des  variations 

{Oïds  -^Ofds),    {^idv  ~hùidv)y     (oia-+-o,a),     (8|p-+-8jP),     ..., 

(8,J-r-8,J),    (8iOn.-4-8,;)n.),    (8,r-i-8,r),     [8,(r,  rf5;-h  8,(r,  ^)], 

[8i(r,  e//)  -T-  8,(r,  rf/)],    (OjC  -+-  8te). 
D.  -  III.  22 
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Pour  ce  même  temps  rf/3,  on  a 

0V3— /j(c?5,  dv,  a,  ?,  ..  .t  J,  ^,  r, 
(/\  ds)j  (r,  dl),  c, 

(oi  ds  -"  02  ^s),  (oi  cft»  -   8j  t/t»),  (oi(x-i-  Ojï), 
(o,[i-^a,?),  ...,  (8,J-h8,J),(8,OrL-+-Oj.TL), 
(8i/--+- 82/-),     [oi(/-,  rfs)-+- Os(r,  <f5)],    [oi('/',  rf/) -+- 02(r,  <f/)] 

j  (OiC-^-  OjC)j. 

j  l.a  quantité  d'électricité  que  Tinduction  de  l'élément  dv  met  en 

mouvement  dans  l'élément  rf.v,  pendant  ce  temps  rf^3,  a  pour  va- 
leur 

ojQ  =  p-8v3. 

»  Vlnis  l'élément  dv  met  en  mouvement,  par  induction,  dans  Télé- 

'  ment  ds  pendant  le  temps  r/Zg,  une  quantité  d'électricité  qui  est  la 

somme  de  la  quantité  d'électricité  mise  en  mouvement  pendant  le 
temps  ûf/|,  et  de  la  quantité  d'électricité  mise  en  mouvement  pen- 
!  dant  le  temps  dl^-  On  a  donc 

83Q-  8,Q-^8,Q 


!  ou  bien 


OV3  —   8vi-|-  OVj. 


Si  l'on  se  reporte  aux   expressions  de  Svi,  ÔV2,  SV3,  on  trouve 
ainsi  l'égalité  suivante  : 

f\ds,dç,  a,  3,  . ..,  J,  OFl,  r,(r,ds),  {r,dl\e, 
(81  ds  -^  02  ds)^  (81  dv  -*-  Oj  rit'),  (81  a -f-  84 a), 
(8,?--823),  ...,  (ôjJ^OsJ),  (8,;)rL  -^8jDK), 
(8,r-:-8îr),[8,(r,r/5)-+-82(/-,^5)],[8,(r,rfO"H82(r,é//)],(8,cH-8,c)j 

=     /[ds,  dv,  a,  p, J,  Dn,  r,  (/■,  e/*),  (r,  rf/)»  «j 

81  <f5,  81  ^i^,  81a,  81  3,  . . .,  8,  J,  8i,*>TL,  81  r, 

S,(r,  ds),  Oi{r,dl),^ie] 

-^f[ds,  dv,i,  p,  ...,  J,OR/,  r,(rfds)y{r,dl),ej 

82  ^5,  8j  dv.  82a,  CjP,  . . .,  82 J,  82^11.,  82 r, 

o^(r,ds),Oi{r,dl)j  8,e]. 

Cette  égalité  démontre  la  proposition  énoncée,  et,  par  consé- 
quent, permet  d'écrire 

8v^-  s8t/A-^r8<:/t'-^   A  8a-t-B83-r-...H-H8J 

-^MûeTL^PSr-:   e8(r,  t^5)-f  e'8(r,  rf/)  t- 12  8e, 
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S,  V,  A,  B,  . . .,  H,  M,  P,  ©,  ©',  ù  étant  des  fonctions  uniformes 
des  paramètres 

dSf     é/w-,     a,     p,     ...,    J,     fOn,     /*,     cos(ryds),     cos(r,  c?/),     e. 

Nous  allons  pronVer  maintenant  que  les  quantités 

2,     r,     H,     M,     P,     8,     8',     il 

sont  indépendantes  de  a,  j3,  .  .  . -,  que  les  f|uantités 

2,     H,     M,     P.     8,     8',    il 
sont  proportionnelles  à  rfr;  enfin,  que  la  (| nanti  té 

r 

ne  dépend  pas  de  rfr. 

Pour  cela,  nous  allons  envisager  une  modification  de  l'élément 
di^j  dans  laquelle  la  surface  qui  limite  cel  élément  demeure  sem- 
blable à  elle-même  et  conserve  une  orientation  invariable  par  rap- 
port aux  droites  r  et  ds.  Dans  cette  modification,  les  paramètres 
a,  p,   ...  demeureront  invariables,  et  Ton  aura 

8v  =  2  0  rfy  -H  r  8  rft;  -^  H  aj  -h  M  8011/  -+-  P  8/- 
8  8(r,  6^5) -+- 8'8(r,  «^/) -h  12  8e. 


Divisons  l'élément  d^  en  n  autres  éléments,  tous  égaux  entre 
eux  et  égaux  ù  un  même  élément,  dont  le  volume,  la  forme  et  To- 
rienlation  par  rapport  aux  lignes  /•  et  ds  aient  été  choisis  une  fois 
pour  toutes.  Soit  du  le  volume  commun  de  tous  ces  éléments. 
Supposons  que,  dans  la  modification,  ils  se  dilatent  en  gardant 
leur  forme,  leur  disposition  et  restant  tous  égaux  entre  eux.  Soit 
0  du  l'augmentation  de  volume  de  chacun  d'eux. 

Pour  l'un  d'entre  eux,  du^  la  quantité  analogue  à  8v  a  pour  va- 
leur 

8X  -^  <j  8  fl^5  -i-  u  8  du  -h  r^  8J  -h  jji  oDTl-  -h  p  8r 

-h  0  8(/-,  ds)  -+•  0'8(r,  dl)  -+■  tu  oe. 

La  quantité  ov  doit  évidemment  être  la  somme  des  quantités 
analogues  à  ok  relative  aux  divers  éléments  du  en  lesquels  l'élé- 
ment rfc>  a  été  divisé.  Or,  pour  tous  ces  éléments  du,  les  paramètres 
ont  sensiblement  la  même  valeur  initiale  et  subissent  sensiblement 
la  même  variation.  La  somme  des  quantités  ùk  se  réduit  donc  à 
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n  fois  Tune  d'entre  elles,  el  l'on  a 

Sv  =  nff8rf5-hnu8c?MH-n7)SJ  -+-/ifx  831L  -h  n  p  or 
-+-  /i6  8(r,  ds)-^  /i6'8(r,  e//)  -i-  nco  le. 

Si  l'on  remarque  que 

cette  égalité  deviendra 

ov  =  /iff8rf5-i-u8rfi'H-/i7)8J  -h/ï|jL  831L  -h  n  p  or 
/i6  8(r,  cfe)  -i-  /i6'8(r,  dl^  -h  /lo)  Se. 


En  identifiant  les  deux  expressions  de  ov,  on  trouve 

2  =  /IT, 

\\  =  /IT,, 
M  —  71  (Jl, 

P  =  np, 
e  =n6, 
e'  =  n  0', 
12  -—  nci>, 

I/élcment  rfw  ayant  une  grandeur,  une  forme,  une  orientation 
qui  n'ont  plus  rien  d'arbitraire,  et  qui  ne  dépendent  pas  de  la 
grandeur,  de  la  forme,  de  l'orientation  de  l'élément  dv^  on  voit  que 

les  quantités 

^>    »)»    1^,    p,    0,    ô',    w,    w 

sont  indépendantes  des  paramètres 

a,     p,     ...,     t/t', 

relatifs  à  l'élément  dv.  D'ailleurs  le  nombre  n  est  proportionne) 
au  volume  de  l'élément  dv.  Ainsi  se  trouve  démontrée  la  proposi- 
tion que  nous  avions  énoncée  :  les  huit  fonctions 

2,    H,    M,    P,    e,   e',   û,    r 

sont  indépendantes  de  a,  ^,  ....  Les  sept  premières  sont  propor- 
tionnelles  à  âfç^;  la  dernière  est  indépendante  de  dv. 
Nous  pourrons  dès  lors  écrire 

l^^fdvlds-^-gldv-^hdvll-T-k  dv  oOlL  -\-  Idvlr 
-^  m  dv  l{r^  ds)  -^  n  dv  l(rj  dl )  -i- p  dv  le 

-i- Aôa-+-B(îp4-..., 
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les  quantités 

étant  des  fonctions  de 

ds,     J,     DIV,     r,     (rjds)^     (r,dl)f    e, 

3^  Nous  allons  maintenant  démontrer  que  Ton  a  identiquement 

m 

A  =  0,        B  =:  6,         .... 

Imaginons  qu\in  élément  magnétique  di^  demeure  invariable 
d'aimantation,  de  volume  et  de  position  en  présence  d'un  élément 
de  courant  invariable,  tandis  que  les  paramètres  qui  définissent  la 
forme  subissent  des  variations  infiniment  petites  Sa,  Sj3,  ....  On  a 
alors,  pour  cet  élément  ^/r, 

ôv  =  Aoa  -^  B  83  -+- 


Il  nous  faut  démontrer  que  cette  quantité  est  infiniment  petite 
par  rapport  aux  produits 

dv  ooij     dv  o^f     .... 

Pour  cela,  nous  remarquons  que  l'on  peut  produire  le  changement 
de  forme  de  l'élément  dv  de  la  manière  suivante  : 

Après  avoir  divisé  cet  élément  dif  en  un  nombre  infini  n  d'élé- 
ments du,  sans  rien  changer  à  la  grandeur,  à  la  forme,  à  l'aiman- 
tation d'aucun  d'entre  eux,  on  change  d'une  manière  convenable 
la  position  de  N  d'entre  eux.  Ce  nombre  N  est  infiniment  grand 
en  lui-même,  mais  infiniment  petit  par  rapport  à  n. 

La  quantité  Sv,  relative  à  l'élément  primitif  dv^  sera  la  somme 
des  n  quantités  analogues  Sus  relatives  aux  n  éléments  du  en  les- 
quels il  a  été  divisé.  Comme,  d'ailleurs,  pour  les  (n  —  N)  éléments 
du  demeurés  invariables,  la  quantité  Bvs  est  identiquement  nulle, 
8v  est  la  somme  des  N  quantités  8nj  relatives  aux  éléments  déplacés. 

Pour  chacun  de  ces  éléments,  on  a 

^TB  =  l  du  or  -h  m  du  o  (  /*,  c?5  )  -h  /i  rfa  8  (  /•,  dl)  -hp  du^e. 

Si  l'on  remarque  que  les  variations  qui  figurent  au  second 
membre  sont,  en  général,  de  l'ordre  de  8a,  8[3,  . ..,  on  voit  sans 
peine  que  ùm  est  de  l'ordre  de 

du  8a, 
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et  la  somme  des  quantités  ow  de  l'ordre  de 

N  du  Sa, 

quantité  infiniment  petite  par  rapport  à 

n  du^a  =  dv  oat, 

Ce  que  nous  nous  proposions  de  démontrer. 

On  peut  donc  réduire  Texpression  générale  de  8v  à 

ov  —  /  dv  0  ds  -h  ^  ù  dv  -~  h  dv  8 J  -h  X:  dv  oOR  -k  /  di'  8r 

m  dv  5(r,  ds)  -\-  n  dv  o(r,  dl)  -h pdv  oe. 


4"  Une  nouvelle  propriété  de  cette  quantité  5v  est  la  suivante  : 
La  quantité  8v  ne  dépend  pas  séparément  des  quantités  Ole,  di\ 
8t)rc,  8  (ir,  mais  seulement  des  quantités 

m  :r-_  Ole  dv, 
ûAl  =  Oit  ^dv^dv  ùDK: 

La  démonstration  de  cette  propriété  repose  sur  une  nouvelle  h\- 
pothèse  que  nous  allons  énoncer. 

Imaginons  un  aimant  qui,  au  lieu  d'être  homogène,  soit  con- 
tinuellement hétérogène.  Chaque  particule  di^  de  cet  aimant  est 
formée  de  n  particules  magnétiques,  d'intensité  d'aimantation  OR, 
de  volume  du^  dont  l'enscmhle  représente  un  volume  Xd{\  et  de 
particules  non  magnétiques  dont  l'ensemble  représente  un  volume 

Nous  admettrons  qu'un  semblable  élément  équivaut  à  un  élé- 
ment homogène  de  volume  dv  et  d^ intensité  d' aimantation  XOR. 

11  est  d'ailleurs  certain  que  la  quantité  ov  relative  à  cet  élé 
ment  complexe  est  la  somme  des  quantités  analogues  ov  rela- 
tives aux  particules  dont  il  se  compose.  Or,  la  quantité  Sv  étant 
nulle,  par  hypothèse,  pour  tout  élément  non  magnétique,  on  voil 
que  la  quantité  ov  relative  à  l'élément  complexe  doit  être  égale  à 
la  somme  des  /i  quantités  ov  relatives  aux  n  éléments  magnétiques 
du.  Ces  n  quantités  ov  différant  iuiiniment  peu  les  unes  des  au- 
tres, leur  somme  est  égale  à  n  fois  l'une  d'entre  elles  ;  ou  bien 
encore  à  la  quantité  ôv  relative  à  un  élément  d'intensité  d'aiman- 
tation OÎL  et  de  volume  n  du  =^  ).  dv. 

On  doit  donc  obtenir  la  même  valeur  pour  8v,  soit  que  l'on 
considère  un  élément  de  volume  dv  et  d'intensité  d'aimantation 
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\D\Ly  soit  que  l'on  considère  un  élément  de  volume  \d{f  et  d'in- 
tensité d*aimantation  DXl,  Cela  démontre  la  proposition  énoncée 
et  permet  d'écrire 

* 

8v  =       FD^Ldvùds-hG  ô(;)1L  dvj-hll DK  dv  oJ 
^Y^m^dvlr    -^yid^dvl{^r,ds) 
-4-NDrLûf(;o(r,  dl)-^  P01irfp8c, 

ov  devant  être  fonction  linéaire  et  homogène  de  dv  et  de  S  rfp,  les 
quantités  F,  G,  H,  L,  M,  N,  P  ne  peuvent  pas  dépendre  de  dv  ; 
el,  comme  elles  ne  peuvent  dépendre  de  OFL  qu'en  dépendant  de 
;)rcrfç?,  on  voit  qu'elles  sont  indépendantes  de  DÎL.  Ce  sont  des 
fonctions  de  J,  ds^  r,  (/*,  ds)^  (r,  rf/),  e. 

5**  Nous  allons  voir  que  la  quantité  Sv  ne  dépend  ni  de  J,  ni  de  ôj. 

imaginons  un  premier  élément  A|B<  =  rf5,  de  résistance  R|, 
traversé  par  un  courant  dont  l'intensité  J  varie  de  8J.  Pour  ce 
premier  élément,  nous  avons 

8vi  =       Y{}):^X^dvlds-    G(J)8(01V^i^)-+-H(J)OrL'rfp8J 
-r  L(J)On.  rfp8r     -HM(J);)llr/i;8(r,  ds) 
H-N(J)0rL^p8(r,  dl)-\~V{})1SV<.dvle 

=      ov(J,  8J). 

A  ce  premier  élément,  accolons-en  un  second  A2B2,  de  même 
longueur  ds,  de  même  résistance,  traversé  par  un  courant  dont 
Tintensité  \J  varie  de  [jlSJ.  Soit,  pour  ce  second  élément, 

Svj  ^       F(XJ)01L  dv^ds-^  G(XJ )  ^{DT^dv)  -4-  H(X J)OIT.  dvyi^i 
■+-  L('k3)0\Ldv^r    -h  M(XJ )aR/e/p  8(r,  ds) 
-hN('k})i)\ldvù(r,  dl)-hP{lJ);)ÏL'dv^e 
=      8v(XJ,  jjl8J). 

L'ensemble  des  deux  éléments  A|Bi,  A2B2  peut  être  regardé 
comme  formant  un  seul  élément  A3B3,  de  longueur  ds,  de  résis- 
tance R3=-R<,  traversé  par  un  courant  d'intensité  (iH-X)J, 
cette  intensité  variant  de  (i  -h  [J».)2J.  Pour  ce  nouvel  élément,  on  a 

8v,  =      F[{i-i-X)J]DXLdi^^ds-r-  G[(i-hl)J]^{Dli  dv) 
H-  H  [(I  -H  X  ) J ]  Ort  <^v(n-  fi)  oJ 

-+-  L[(i-f-X)J]DKrfy8r    -4- M[(i -+-X)J]OIV  rft^  8(r,  ds) 
-f-N[(r^X)J]0rL^i;8(r,  dl) -^  P[{i-r- 1)3] DK  dvoe 

=     8v[(i-i- X)J,  (i-f- fjL)8JJ. 
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L'induction  de  l'élément  rfv'inel  en  mouvement,  dans  rélément 
A|B|,  une  quantité  d'électricité 


dans  l'élément  AgBa,  une  quantité  d'électricité 


ïï;  ^■'«  ' 


dans  l'élément  A3B3,  une  quantité  d'électricité 

Or,  cette  dernière  est  évidemment  la  somme  des  deux  pre- 
mières. On  a  donc,  en  toutes  circonstances, 

8v(J,  oJ)-+-ov(XJ,  JXOJ)  =--  •28v[(l-^-X)J,(l-+-fl)0jJ. 

Faisons  en  particulier  A  =  o,  [jl  =  o.  Nous  trouvons 

8v(J,  8J)  =  8v(o,  o). 

Le  second  membre  étant  indépendant  de  J  et  de  SJ,  il  en  est 
de  même  du  premier,  ainsi  que  nous  l'avions  annoncé.  On  a 
donc 

8v=  F DXL  dv 0  ds -i-  G  ^{Dïi  dv)  -^  LOK.  duZr 

MiliXLdv^(r,  ds)-hND\ldço{r  dh -^PDTl  dvoe. 


les  quantités  F,  G,  L,  M,  N,  F*  étant  des  fonctions  de  ds^  /*, 
(r,  ds)y  (r,  dl),  e. 

6°  Prouvons  enfin  que  5v  est  une  fonction  linéaire  et  homogène 
de  ds  et  de  8  ds. 

Imaginons  deux  éléments  consécutifs  AB,  BC  ;  ces  deux  élé- 
ments sont  supposés  identiques  entre  eux  ;  chacun  d'eux  a  pour 
longueur  ds^  et  cette  longueur  varie  de  8  ds. 

Pour  le  premier,  la  quantité  3v  a  une  valeur 

8v,  =       F{ds)DXL  di^ùds-^  G(ds)  èDJL  dv  -f-  L(rf*)Oîl  dp  8r 
^U{ds)2iïLdvù{r,  ds)  ^'^{ds)t^<^dvl{ry  dl) 
-^  P{ds)dVudvle, 

Pour  le  second,  la  quantité  8v  a  une  valeur  ôvs  qui  diffère  inG- 
niment  peu  de  8vi . 
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L^induction  provenant  de  rélément  dv  transporte,  dé  A  en  B, 
une  quantité  d'électricité 

oQt  -  -^^ 

R  étant  la  résistance  commune  des  deux  éléments  AB,  BG.  Elle 
transporte  de  B  en  C  une  quantité  d'électricité 

sensiblement  égale  à  la  précédente.   On  peut  donc  dire  qu'elle 
transporte  de  A  en  i\  une  quantité  d'électricilé 

Mais,  d'autre  part,  l'élément  AC  est  un  élément  de  longueur 
2  ds  dont  la  longueur  varie  de  2  8  ds.  Pour  cet  élément,  on  a 

8v8  ^.       2  F( a  ds)'d\L  ds?  8  ds  -+-  G(2 rfs)  ôOH.  dv  h-  L(  9.  ds)^SSLd9  Ir 
-f-     M(i^)01Lrfpo(r,  rf5)-hN(2rf5)0îl/éfi'8(r,  dl) 

V{'idsy:)y^dvie, 


La  résistance  de  ce  nouvel  élément  est  2R.  La  quantité  d'élec- 
tricité transportée  de  A  en  C  a  donc  pour  valeur 

La  comparaison  des  deux  expressions  de  SQi  donne 

8V3  =  2  8vi. 

En  identifiant  les  deux  membres,  on  trouve 

F(2rfs)--=     F(<i5), 

0(2^5)  =  2G(ûtO, 

L(2  ds)  =  2  lj{ds), 
M{%ds)  =  2M(c&), 
N{ids)^-iN(ds), 
P(^ds)  ^iP{ds). 

La  fonction  F  est  donc  indépendante  de  ds.  Les  fonctions  G, 
L,  M,  N,  P  sont  proportionnelles  à  ds,  La  proposition  énoncée 
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est  ainsi  démontrëe,  et  l'on  peut  écrire 


•s 

ov 


2[/',  (/•,  ds),  (/',  dl)j  e]DK,dvods 
-f-M[r,  {r,ds),  (r,  dl),  e]ds^{Dlldi^) 

4-  Pfr,  (/%  ds)y  (r,  dl),  e]OlL  dvdslr 
-T-  e[r,  (r,  ds)^  (r,  dl),  eydX^  dv  dsl{r^  ds) 
-+-e'[r,  (r,  ds),  (/•,  r//),  e]0ÏL<fi'rf5S(r,  ^/) 

r-  il[r,  (r,  ^/a),  (r,  dl),  e]d\Ldvdsle; 

OV  dépend  ainsi  de  six  fonctions  inconnues  de  r,  (r,  rfjç),  (r,  û^/),  e. 
Nous  allons  réduire  à  l'unité  le  nombre  de  ces  fonctions  incon- 
nues. 

7°  Commençons  par  réduire  à  une  seule  les  cinq  fonctions  M, 

p,  e,  e',  û. 

Imaginons  qu'une  courbe  fermée  {Jig»  58)  soit  prise  pour  di- 
rectrice d'une  surface  canal  de  section  très  petite  w.  Remplissons 


Kig.  58. 


M   M' 


-D 


cette  surface  canal  par  une  substance  magnétique  ayant  en  tout 
point  une  même  intensité  d'aimantation  D1L,  dirigée  comme  la  tan- 
gente à  la  courbe  directrice.  Nous  obtenons  ainsi  un  solénoïde 
mafrnétique  fermé. 

Imaginons  que  ce  solénoïde  éprouve  la  modification  suivante  : 
Un  élément  AB,  de  longueur  dl^^  de  ce  solénoïde,  s'allonge  de 
8  rf/,  de  manière  à  venir  en  AB'. 

Un  autre  élément  CD,  de  longueur  rf/<,  de  ce  solénoïde,  se  rac- 
courcit de  3  dl  de  manière  à  venir  en  CD. 
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Tout  élément  MN,  de  longueur  e//,  situé  sur  le  solénoïde  entre 
B  et  G,  se  déplace  dans  sa  propre  direction  d'une  longueur  o  dl^ 
de  manière  à  venir  en  M'N'. 

Les  éléments  de  la  région  DPA  ne  subissent  aucune  variation. 

Enfin  Taimantation  garde  en  tout  point  Tintensité  OR  et  reste 
tangente  à  la  directrice. 

Considérons  un  élément  de  courant  cls^  et  calculons  les  diverses 
c{uantités  8v  pour  cet  élément,  supposé  invariable  de  grandeur  el 
(le  position. 

Un  seul  des  paramètres  qui  définissent  le  système  des  éléments 
AB  et  ds  varie;  c'est  le  paramètre  d\^  qui  varie  de 

Z  dv  =  eu  0  dl. 
On  a  donc,  pour  Fensemble  des  éléments  AB  et  ds^ 
ovo  =  M  [/'o,  (/'o,  ds)^  (/'o,  c?/o),  ^o]  OR  dsisi  Idl. 
De  même,  pour  l'ensemble  des  éléments  CD  et  ds,  on  a 
$vi  -  —  M[rt,  {ri,ds)y  (  ri,  dli),  ei]0\l  ds  ta  cdl. 
Pour  l'ensemble  des  éléments  MN  et  ds^  on  a 

ùds  —  Oj 

8(cmrfp)  -=o, 

al 
-^  /       j#\       <^('%  dl)  ^   ,. 


ce  qui  donne 


8y=  j       P[r,  (r,ds),  {r,dt),  ^]  ^^' 

e[r,  (r,ds),  (r,dl).  ^  -^/~^ 

dir.dl) 
dl 


e'[r,  (r,ds\  {r,dl).  e] 


-f-i2[r,  {r,ds),  {r,dl).  e]       ~      l:)\lui  dsdlodl. 
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Or  la  modification  que  nous  venons  de  définir  n'altère  pas  les 
variables  qui  définissent,  au  point  de  vue  de  rÉlectroniagnélisme, 
le  système  formé  par  le  solénoïde  et  l'élément  conducteur;  d'après 
ce  qui  a  été  dit  au  début  de  ce  Chapitre,  elle  équivaut  à  l'absence 
de  toute  modification  et,  par  conséquent,  ne  doit  donner  lieu  à 
aucune  induction  dans  l'élément  ds.  Nous  devons  donc  avoir 

ÔVo  -i-  ÔVj  -h     >     ÔV  =  O, 

OU,  en  supprimant  le  facteur  ;)lLrf^o)8rf/, 

M   [/'o,  {r^i.ds),  {r^.dU),  ^o  I 
—  Mi[/',,  (ruds),  (ri.dli),  e,] 

-T-    /  P[/',    (r,   ds),  (r,    dl  ),  «  l4' 

Jq      i  ^'^ 

à{r,  ds) 


-He[/%    (r,    ds),    (r,    dl),  e  \ 


dl 


^e'[/',    {r,  ds).    (r,    dl),  «]  "^^'^-^ 
^Q[r,    (r,  ds),    (/',    dl),  e]      ^       |  dl  =^  o. 

Cette  égalité,  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
courbe  ABMNCD,  on  doit  avoir 

dr 


a  --= 


0{r,dl) 
de  ' 


Ces  égalités  réduisent  déjà  à  deux  le  nombre  des  fonctions  incon- 
nues figurant  dans  l'expression  de  Sv. 

8**  Nous  allons  maintenant  réduire  ces  fonctions  inconnues  à 
une  seule,  en  prouvant  que  les  deux  fonctions  M  et  S  sont  iden- 
tiques. 

Envisageons  un  conducteur  fermé  placé  en  présence  d'un  élé- 
ment magnétique  immobile  d\?  {Jig,  5g).  Un  élément  AB  =  <i5o 
de  ce  conducteur  s'allonge  de  Zds^  de  manière  à  venir  en  AB'.  Un 
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antre  élément  CD  =  ds^  se  raccourcit  de  ods,  de  manière  à  venir 
on  CD.  Tout  élément  MN  de  Tare  BMC  se  déplace  deSrf^  dans 
sa  propre  direction.  Enfîn  les  éléments  de  l'arc  DPA  demeurent 
immobiles. 

Fig.  59. 


/ 


^^' 


/ 


7 

t 
t 

l 


I 

i 


fdv 


Pour  le  système  formé  par  l'élément  de  conducteur  AB  et  l'é- 
lément magnétique  ds?^  on  a 

8vo  =  2[ro,  (ro, 'i*o)»  ('*o»^0>  e^]0\Ldvhds. 

Pour  le  système  formé  par  les  éléments  CD  et  dv^  on  a 

8v,  =  — i:[ri,  (r,,rf5i),  (ri.dl),  e^]  OÏL  dv  ^ds. 

Pour  le  système  formé  par  l'élément  MN  et  l'élément  dv^  on  a 

or—  -r-^ds, 
os 

0  cos(r,  as)  =  — -7 ùds, 

ôcos(r,  a/)  —  -  --r ùds, 


de 
8  cos(c?*,û?/)=  3-  tdsj 

os 


ce  qui  donne 


8v  =  |      P[r,  (r,6f5),  (r,rfO,  «1  J 

-+-e[r,  (r,rf5),  (r,rf/),  e]  ^^'^"^"^ 
^e'[r,(r,ds)Andl),  e]^^^ 


Q[r,(r,ds)y  (r.dl),  e]      p      loXidvds^ds. 
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Enfin  pour  rélémenl  dv  et  un  élément  quelconque  de  Tare  DPA, 

on  a 

5v  —  o. 

Cette  modification  n'altère  pas  les  variables  qui  définissent,  au 
point  de  vue  électromagnétique,  le  système  formé  par  le  courant 
et  l'élément  magnétique;  elle  équivaut  donc,  comme  nous  l'avons 
vu  au  début  du  Chapitre,  à  l'absence  de  toute  modification,  et, 
par  conséquent,  ne  doit  donner  lieu  à  aucun  phénomène  d'induc- 
tion. Si  le  conducteur  est  homogène  et  a  en  tout  point  la  même 
température,  il  ne  pourra  être  parcouru  par  aucun  courant.  Nous 
devrons  donc  avoir,  en  chaque  élément, 

e(V  — V)^fH-8v  =  o 
et,  par  conséquent,  pour  tout  le  conducteur, 

Erff  y(v-v')-4-y  av=o. 

Or,  le  long  de  tout  conducteur  fermé,  on  a 

11  reste  donc 

2  ^''  ^  °' 

ce  qui  devient,  en  supprimant  le  facteur  rfT^^dvùds^ 

2  [/-o,  (/"o,  Usq),  (/•„,  dl),  e] 
—  S[r,,  {f\,dsOy  irudl),  e] 

J    j      P[/-,    (/•,    ds),  (r,    dl\  e]^^- 
-+-e  [r,    (/•,    ds  ),  (r,    dl),  e] 


0 

dir.  ds) 
Js 

d{r,dl) 


-f-e'[/-,    (r,    ds),  (/%    dl),  e] 


as 


as       i 
-r-û[/-,    (r,    ds  ),  (r,    /   ),    e]       -r-        -ds  —  o. 

Cette  égalité  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  l'arc  A.BMNCD.  On 
doit  donc  avoir 
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En  comparant  les  égalités  (a),  (^),  nous  voyons  que  les  deux 
fonctions  S  et  M  ont  les  mêmes  dériv(^es  partielles  et  ne  peuvent 
différer  que  par  une  constante.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  con- 
stante a  la  valeur  o. 

Considérons,  en  effet,  un  élément  magnétique  et  un  élément 
de  courant  infiniment  éloignés  Tun  de  l'autre;  exprimons  qu'un 
changement  dans  le  moment  magnétique  du  premier  ne  produit 
aucune  induction  dans  le  second.  Nous  trouverons  la  condition 

M  [oo,  (r^ds),  (/•,  dl),  e]  —  o. 

Exprimons  que  l'élément  magnétique  ne  produit  aucune  induc- 
tion dans  Télément  de  conducteur  lorsque  ce  dernier  change  de 
lonffueur.  Nous  trouverons  la  condition 

5:[oo,  (/•,  e/s),  (r,di),  e]  —  o. 

(les  égalités  nous  montrent  que  la  constante  par  laquelle  M  dif- 
fère de  S  ne  peut  être  que  o.  Nous  avons  donc,  comme  nous  l'a- 
vions annoncé, 

M  -=  X. 

Cette  égalité,  jointe  aux  égalités  (a),  ne  laisse  plus,  dans  l'ex- 
pression de  ov,  qu'une  seule  fonction  inconnue  de  r,  (r,  ds),  (a*,  dl) 
et  c,  la  fonction  M.  Elle  permet  d'écrire 

$v  =  Mo(01L  di^'  ds)  -h  DXL  dv  ds  ^  8r 

or 

—  d\L  dv  ds  ,,        ,—  0 ( /', ds)  H- OU  ^i'  ds  ,    -—yj^  o( r, di) 
â{r,  ds)     ^  '  à{r,dl)  ' 

-T-  t)iL  at'  ds  — —  6e, 
de 

OU  bien,  simplement 

(i)  Sv  =  8  j  M  [r,  (r,  ds),  (r,  dl),  e]  OÏL  dv  ds\. 

Cette  formule  conduit  à  un  résultat  fondamental.  Considérons  un 
élément  conducteur  de  résistance  R,  placé  en  présence  d'un  aimant. 
Dans  le  temps  rfi,  l'induction  exercée  par  l'aimant  sur  l'élément  ds 
déplace  une  quantité  d'électricité 


8v 


8Q  =  ^~  =  -i  8  j  ds^  M  [ r,  ( r,  ds),( r,  dl),e]  DK  ds?  j . 
Supposons  qu'entre  les  instants  ^o  et  'i  la  résistance  de  l'élément 
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conducteur  ne  varie  pas;  rinduclion  de  l'aimant  v  déplacera  pen- 
dant ce  temps  une  quantit(^  d'électricité 

q=^\ds^fA[rAr.ds),(r,dl),e]ù\idvY^\ 

Ainsi,  dans  un  élément  conducteur  de  résistance  invariable, 
[[induction  dun  système  magnétique  déplace  une  quantité 
d'électricité  qui  dépend  seulement  de  l'état  initial  et  de  l'état 
final  du  système  formé  par  l'aimant  et  l'élément  conducteur. 

La  position  relative  des  deux  éléments  ds  et  dl  est  connue  sans 
ambiguïté  lorsqu^on  se  donne  les  variables  r,  (r,  ds),  (/*,  dl)j  e. 
D'ailleurs,  la  position  des  deux  éléments  est  connue  sans  ambi- 
guïté lorsqu'on  se  donne,  par  rapport  à  un  système  d'axes  rectan- 
gulaires, les  paramètres 

•fi       y^      ^, 


dx 
ds  ' 

dy 
ds' 

ds 

ds' 

«, 

'l. 

Y 

Si 

dl' 

dri 

dr 

di' 

Les  variables  r,  (r,  ds)^  (/',  dl),  e  sont  donc  des  fonctions  uni- 
formes de  ces  paramètres,  et  il  en  est  de  même  de  la  quantité 

M[/-,  (r,  ds),{r,dl),  e]. 

Nous  allons  montrer  que  cette  quantité  est  fonction  linéaire  et 

homogène  de 

dx       dy       dz 

ds        ds       ds 
et  qu'elle  est  aussi  fonction  linéaire  et  homogène  de 

d^       dr\       d^ 
di'     Tl'     di' 

Pour  démontrer  que  la  fonction  M  est  linéaire  et  homogène  par 

,  dx    dy    dz  .  ^         ,i  ,         ^  »  •  j     » 

rapport  **  77- »  -j^  '  3~ ^  exprimons  qu  un  élément  magnétique  dont 

la  position  demeure  fixe,  mais  dont  l'aimantation  varie,  engendre, 
dans  un  circuit  fermé  quelconque  C,  dont  tous  les  points  sont  à 
listance  finie,  une  force  électromotrice  intégrale  d'induction  qui 
a  une  valeur  finie. 
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Celle  proposilion  entraînera  de  suite  celle-ci  : 

L'intégrale 

Cm  ds, 

étendue  à  un  circuit  fermé  quelconque,  est  finie. 

Si  Ton  observe  que  la  quantité  M  doit  changer  de  signe  sans 
changer  de  grandeur  lorsqu^on  renverse  le  sens  de  rélément  ds^  el 
si  l'on  reproduit  un  raisonnement  analogue  à  ceux  que  nous 
avons  exposés  au  Livre  XI [I,  Chapitre  II,  on  arrive  à  la  conclu- 
sion annoncée  : 

La  quantité 

M[/',  (/'.  ds),  {rydl),e\ 

est  fonction  linéaire  et  homogène  de 

dx       dv       dz 
ds        ds        du 

Exprimons  maintenant  qu'un  solénoïde  magnétique  fermé  A  qui 
éprouve  une  même  variation  de  puissance  dans  toute  sa  longueur 
engendre  une  force  électromotrice  d'induction  finie  dans  un  élé- 
ment conducteur  quelconque,  et  nous  arriverons  à  la  proposition 
suivante  : 


Uintésrale 


o 


Al  du 


étendue  à  un  circuit    ermé  quelconque,  est  finie. 

Comme  la  quantité  M  doit  changer  de  signe  sans  changer  de 
grandeur  lorsqu'on  renverse  le  sens  de  l'élément  rf/,  on  voit  que  : 

La  quantité 

U[r,{r,ds),{r,dl),e] 

est  fonction  linéaire  et  homogène  de 

d\       df,       d^ 
dl'     dC     dl' 


D.  —  m.  li 
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CHAPITRE  IL 

LOI  DE  L'INDUCTION  ÉLECTROMAGNÉTIQUE  DANS  UN  CONDUCTEUR 

PARCOURU  PAR  UN  COURANT  UNIFORME. 


Nous  allons  pousser  plus  loin  la  recherche  de  la  loi  de  Tinduclion 
électromagnétique  dans  un  cas  particulier  :  nous  supposerons  qu'un 
système  d^aimants  soit  placé  en  présence  d'un  conducteur  fermé 
et  forme  avec  lui  un  cerlain  ensemble;  cet  ensemble  se  modifie  de 
telle  manière,  que  l'induction  de  l'aimant  sur  le  conducteur, 
jointe  aux  autres  forces  électromotrices  que  le  conducteur  ren- 
ferme, engendre  dans  le  conducteur  un  courant  uniforme  (*). 

Soient  dv^  rft^',  dv"^  ...  les  divers  éléments  de  volume  du  sys- 
tème magnétique.  Soit  ds  un  élément  du  conducteur.  Soit  l^ds  la 
résistance  de  cet  élément.  Soit  Cds  Tensemble  des  autres  forces 
électromotrices  agissant  dans  cet  élément.  Soit  enfin  j  l'intensité, 
à  l'instant  t,  du  courant  qui  traverse  l'induit.  Nous  aurons 

Ry  dsdt  =  o(M01l  dv  ds)  -+-  o(]M'DrL'  dv'  ds) 
-h  Z{W d\L' dv" ds)  -^ . .  ,^  C  dsdt. 

Par  hypothèse,  le  courant  induit  est  uniforme;  y  a  donc  la 
même  valeur  pour  tous  les  éléments  ds.  Si  donc  nous  ajoutons 
membre  à  membre  toutes  les  égalités  analogues  à  la  précédente, 
en  remarquant  que 

p  =  Tr  C?5 


(■)  Il  faut  bien  remarqaer  que  cette  hypothèse  n'imptique  aucune  restriction 
au  sujet  de  la  forme  du  système  composé  par  l'aimant  et  le  conducteur,  ni  au 
sujet  des  variations  qui  surviennent  dans  les  diverses  parties  de  ce  système;  car 
-on  peut  toujours  imaginer  que,  dans  l'induit,  des  forces  électromotrices,  étran- 
gères à  l'induction  développée  par  l'aimant,  assurent  l'uniformité  du  courant. 
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esl  la  résistance  du  conducteur  fermé,  nous  trouverons 

py  clt  ^  0  (o\L  dv  Cm  ds\  h-  o  (oTiu'  dv'  Cm'  ds\ 
8  ^OIV  di>''  fyV  ds\-h,..-^dt  fcds. 

Cette  égalité  nous  montre  que,  dans  les  circonstances  où  nous 
nous  sommes  placé,  il  nous  suffit,  pour  déterminer  l'intensité  du 
courant  induit  par  Taimant,  de  connaître  l'expression  des  quantités 

fyids,      fwds,     Çwds,      ..., 

les  intéîjralcs  s'étendant  toutes  au  conducteur  fermé. 

Nous  allons  montrer  que  ces  intégrales  peuvent  être  déterminées 
en  faisant  usage  de  Thypothèse  suivante  : 

LorsquUtn  élément  magnétique  variable  est  pla^é  en  pré- 
aence  d'un  conducteur  fermé  et  que  ces  deux  corps  se  dépla- 
cent l'un  par  rapport  à  Vautre  de  manière  que  le  conducteur 
induit  soit  traversé  par  un  courant  uniforme,  l'action  électro- 
motrice produite  par  /^élément  magnétique  peut  être  rem-- 
placée  par  des  actions  électromotrices  émanant  de  ses  deux 
pôles. 

Avant  de  faire  usage  de  cette  hypothèse,  nous  allons  en  préci- 
ser le  sens. 

Reprenons  Tcxpression  du  potentiel  magnétique  mutuel  de 
deux  aimants. 

Soient  dç=:dxdydz  et  rfr'=  dx'  dy  dz'  deux  éléments  ma- 
gnétiques appartenant  respectivement  à  deux  aimants  situés  à 
distance  finie  l'un  de  Tautre.  Soient 

.V,  iH>,  C  les  composantes  de  Taimantation  en  un  point  de  l'élé- 
ment dv\ 

.1/,  ilî>',  Z'  les  composantes  de  l'aimantation  en  un  point  de  l'élé- 
ment dç'  \ 

r  la  distance  d'un  point  de  l'élément  d\?  à  un  point  de  l'élément 
dv'. 

I^es  actions  mutuelles  des  deux  aimants  A  et  B  admettent'  un 
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polenlicl  (l.  II,  p.  4^)9  <^|iiî  ^^^  '^  somme  de  tous  les  termes  tels 
que 


t 


ô^-  d^-  d*^ 

r  r  r 

V»-V>     T : — r   —H  '",v>U»>    -r : — ;    -f-  «VO 


Ox  Ox  dx  ôy'  dx  dz' 


d^-  à^-  0*- 

-f-  \\\y.V  --4-,  -^  \M\y'  -— f-,  -+-  \\\>Q'  —^-, 
ôy  Ox  Oy  Oy  Oy  Oz 

à'--  Oi-  0^^     \ 

^  Ca/  —4-r  -^  C\»i>'  -,  -^  -^  aC '—  I  dx  dy  dz  dx'  dy'  dz\ 

Oz  Ox  Oz  Oy  Oz  Oz  J 

obtenus  en  combinant  chacun  des  éléments  dx  dy  dz  du  corps  A 
avec  chacun  des  éléments  dJ  dy  dz'  du  corps  B. 

Supposons  qu'à  Tintérieur  de  Télément  dx  dy  dz  on  prenne 
deux  points  M,  M|,  tels  que  la  droite  MM|  soit  parallèle  à  la  direc- 
tion de  l'aimantation  en  un  point  de  l'élément  dx  dy  dz  et  ait  le 
même  sens.  Soit  dl  la  longueur  infiniment  petite,  mais  arbitraire, 
qui  sépare  ces  deux  points.  Posons 

Oit  dx  dy  dz 
!'  = It ' 

;Tl  étant  l'intensité  d'aimantation  en  un  point  de  l'élément  et  a 
une  quantité  infiniment  petite,  du  même  ordre  que  le  produit  de 
deux  des  dimensions  de  l'élément.  Affectons  le  point  M  du  coeffi- 
cient —  [X  et  le  point  M|  du  coefficient  «jl,  ce  que  nous  exprimerons 
on  disant  que  nous  plaçons  au  point  M  une  quantité  |jl  à^  fluide 
magnétique  boréal ,  et  au  point  M|  une  quantité  (jl  Aejluide  ma- 
gnétique austral.  Opérons  de  même  sur  l'élément  dx'  dy  dz' . 
Supposons  enfin  que  deux  quantités  de  fluide  magnétique,  mar- 
quées en  grandeur  et  en  signe  par  jx  et  a',  se  repoussent  avec  une 
force 

/•2  ' 

el  nous  verrons  aisément  que  les  actions  mutuelles  des  deux  ai- 
mants admettront  le  même  potentiel  que  celui  dont  nous  venons 
de  rappeler  la  forme. 

Si,  pour  abréger,  nous  convenons  d'appeler/?dfe5  magnétiques 
de  Télément  d^  les  deux  masses  jx  et  —  u,  disposées  comme  nous 


CHAP.   II.  —    L  INDUCTION   DANS    IN   COURANT    UNIFORME.  3^7 

venons  de  Findiquer,  nous  pourrons  dire  que  Taclion  mutuelle 
de  deux  aimants  équivaut  à  l'action  mutuelle  des  pôles  de  leurs 
divers  éléments. 

L'ensemble  d'une  masse  magnétique  ^  placée  au  point  M  et 
(Tun  élément  de  courant  AB  =  ds  est  défini  par  : 

1  °  La  niasse  [x  ; 

2"  La  longueur  ds  de  l'élément  AB  ; 

3"  L'intensité  J  du  courant  qui  le  traverse  ; 

4**  La  longueur  r  de  la  droite  AM  ; 

5°  L'angle  (r,  ds)  des  deux  demi-droites  AM,  AB  ;  ce  dernier 
est  lui-même  complètement  défini  par  son  cosinus. 

Parmi  ces  paramètres,  les  quatre  derniers  seuls  sont  variables. 

Imaginons  que  les  divers  éléments  magnétiques  qui  composent 
un  certain  aimant  aient  élé  remplacés  par  leurs  pôles.  Soient  M, 
M|,  M',  Mj,  ...  ces  pôles,  nécessairement  en  nombre  pair.  Sup- 
f)OSons  cet  aimant  placé  en  présence  d'un  élément  de  courant  ds. 
Il  y  induit,  à  l'instant  /,  une  force  électromotrice  C  Si  Ton  peut 
écrire 

0Tij)fc  dépendant  seulement  des  paramètres  qui  détinissentle  système 
formé  par  le  pôle  M^  et  l'élément  de  courants  ds  et  des  variations 
de  ces  paramètres  dans  le  temps  dt^  nous  dirons  que  raction 
iHectromotrice  de  V aimant  est  équivalente  à  V ensemble  des 
actions  électromotrices  émanées  de  ses  divers  pôles. 

Mais,  pour  le  moment  du  moins,  nous  ne  voulons  point  faire 
une  hypothèse  aussi  générale.  Nous  voulons  supposer  seulement 
que  r  hypothèse  précédente  conduit  à  des  résultats  exacts  dans 
le  cas  particulier  oà  le  courant  induit  est  supposé  fermé  et 
uniforme  ;  nous  voulons  supposer,  en  d'autres  termes,  non  pas 
l'exactitude  de  l'égalité  précédente,  mais  seulement  l'exactitude 
de  l'égalité 

(l)  f^/'V  €=V  (0GI-4-0nTi-+-5Tïj'4-$Gl',  -h.  .  .), 

les  signes^  indiquant  des  sommations  qui  s'étendent  à  un  courant 

fermé  et  uniforme. 

Pour  discuter  les  conséquences  de  cette  hypothèse,  il  nous  faut 
d'abord   préciser  la  forme  que  peut  présenter  une  quantité  telle 
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que  ôGj.  Nous  y  parviendrons  en  suivant  une  voie  entièremeul 
analogue  à  celle  qui  nous  a  servi  au  Chapitre  précédent  pour  dé- 
terminer la  forme  de  ov. 

i^  En  raisonnant  exactement  comme  nous  Tavons  fait  pour  ov 
au  Chapitre  précédent,  nous  prouverons  que  ùm  est  une  fonction 
linéaire  et  homogène  de  8J,  ods,  S/*,  o  cos(/',  ds), 

2"  Comme  pour  Sv,  nous  prouverons  que  ocj  est  indépendant 
de  J  et  de  oJ. 

3**  Comme  pour  ov,  nous  prouverons  que  le  coefficient  de  ùds 
ne  dépend  pas  de  ds,  tandis  que  le  reste  de  oni  est  proportionnel 
à  ds. 

4°  De  ce  fait  que  deux  masses  magnétiques  |jl  et  ui'  accolées  l'une 
à  Tautre  au  point  M  doivent  agir  sur  Pélément  ds  comme  une 
masse  magnétique  unique  ([ji.+  ul')  placée  au  point  M,  on  déduil 
aisément  que  ùtss  doit  être  proportionnel  à  ^. 

On  a  donc 

ùm  =  ix[(TQds  -h  p  ds  or  -\-  (i  ds  Q  cos ( r,  ds  )J, 

0-,  p,  0  étant  des  fonctions  de  /•  et  de  cos(/',  ds), 

5°  Prenons  maintenant  {Jiff'  6o)  un  conducteur  fermé,  inva- 

Fig.  6o. 


yjp 


riable  de  forme  et  de  position,  placé  en  présence  d'un  élément 
magnétique  invariable  de  position,  de  forme  et  d^aimanlation. 

Au  lieu  de  supposer  ce  conducteur  immobile,  nons  pouvons 
toujours,  par  la  pensée,  lui  appliquer  la  modification  suivante  : 

L'élément  AB  =  ds^  s'allonge  de  o  ds^  de  manière  à  venir 
en  AB'; 
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L'élément  CD  =  dsi  se  raccourcit  de  ùdsy  de  manière  à  venir 
en  CD; 

Tout  élément  MN,  situé  entre  B  et  C,  se  déplace  d'une  longueur 
ùds  dans  sa  propre  direction,  de  manière  à  venir  en  M'N'; 

Tout  élément  de  l'arc  DPA  demeure  invariable. 

Nous  avons  vu  que,  dans  une  semblable  transformation,  on  de- 
vait avoir 

Soient  M  et  M' les  deux  pôles  de  l'élément  magnétique. 
D'après  l'égalité  (i),  l'égalité  précédente  deviendra 

\^  ow  -h  \^  oxa'  =.  o. 

Au  point  M  se  trouve  une  masse  magnétique  —  jjl.  Il  est  alors 
aisé  de  voir  que  l'on  aura 

Au  point  M'  se  trouve  une  masse  magnétique  [x.  On  a  donc 

On  doit  donc  aVoir 

Soit  dl  la  direction  MM'.  Cette  égalité  peut  s'écrire 

JlV'-''^l    l^p-^0 J^j=o. 

La  direction  dl  étant  une  direction  quelconque  de  l'espace,  on 
voit  que  la  quantité 

doit  avoir  une  valeur  indépendante  de  la  position  du  point  M  dans 


do— ^1 
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l'espace.  Comme  elle  s'annule  évidemment  lorsque  le  point  M  est 
à  rinfini,  on  voit  que  Ton  a 

r^[    '^''    .   r,àcos(r,ds)] 
"''~"'^Jo     r^  ^^ J  ' 

ee  qui  donne 


?  ^  T"' 


8=^ 


0  cus(  /",  ds) 

et  permet  d'écrire 

ora  r=  a  0  ]  (T  [  r,  os  (  r,  ds  )]  ds  • . 

Cette  forme  de  onr  étant  trouvée,  voyons  ce  que  va  nous  donner 
l'égalité  (i),  en  supposant  que  l'aimant  soit  réduit  à  un  seul  élé- 
ment magnétique  dv  ayant  pour  pôles  les  points  M  et  M'. 

Dans  ce  cas, 

^  (  013  -f-  OTÏJ'  -T-  .  .  .  ) 


se  réduit  à 


Or  on  a 


2  873  -+"2 


0T3  . 


^0T3  =  --  |A0  /  ?[>,  cos(r,  ds)]  ds, 
\  0T3'=       |JL0  /  ff[/-',  cos(r',  ds)\ds, 

les  intégrations  s'étendanl  au  conducteur  fermé.  D'ailleurs 
/  (i[r'  cos(/*',  ds)]ds  =  1  ^[f^y  cos(r,  ds)]  ds  -^  dl  —-i  j  ^['%  cos(r,  ds)]  ds. 
On  a  donc 

y ^ 8t3  -4- 2. 0^'  =  î-'^ ^  )  dl  -  -   I  <s[ /',  cos(  r,  ds)]  ds  J . 

Si  l'on  remarque  que 

lidl  =  OU  dif 

et  que,  les  masses  [Jl  étant  supposées  invariables, 

fx  0  rf/  =  0  (  ;)rL  dv  ), 
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on  voit  que  l'égalité  précédente  devient 

\^8t3  -h\  813'=  0    0\l  dv    .  I  a[r,  cos(r,  ds)]  ds  |. 

Ceci  transforme  l'égalité  (i),  en  vertu  de  l'égalité  (1)  du  Chapitre 
précédent,  en 

o  ^  ;)rc  dv  Ai  [r,  (/•,  ds),  (r,  dl),  e]ds^'  =  l\  OU  dv  j  ff3[r,  cos(r,  ds)\ds  |. 

Supposons,  en  particulier,  que  î)XL  ch  demeure  invariable,  et 
nous  obtiendrons  l'égalité 

(a)         0/  M{r,{r,ds),{rydl),e\ds=^Yt  /  ^[''j  cos(r,  t/4)]  û^a'. 

La  quantité 

I  j[r,  cos(/',  ds)]  ds 

peut  n'être  pas  une  /onction  uni/orme  de  la  position  dupointyi. 
Mais  la  valeur  que  prend  la  quantité 

0  /  (i[r,  cos(/%  ds)]  ds, 

lorsqu'on  déplace  et  déforme  la  courbe  fermée  à  laquelle  appar- 
tient l'élément  ds  sans  déplacer  le  point  M,  est  une  fonction  uni- 
forme des  coordonnées  du  point  M,  car  elle  représente  le  produit 
par  dt  de  la  somme  des  forces  électromotrices  induites  dans  la 
courbe  fermée  par  une  masse  magnétique  égale  à  l'unité  placée 
on  M. 

Soit  dl  un  élément  d'une  courbe  fermée  invariable  de  forme 
et  de  position,  tandis  que  ds  est  un  élément  d'une  courbe  fermée 
variable.  Nous  pourrons  écrire 

0  S   f  fyi[r,  (/•,  ds),  (r,  dl),  e]  l  ds  dl 

=  f\lj}i\[r,{r,ds),{r,dl),e]ds  \dL 

D'après  l'égalité  (2),  le  second  membre  peut  s'écrire 

Jl  \^ij^[''^  cos(/-,  ds)]ds  j  dl, 
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OU  bien  encore 

J  ài{    J     ^    '        ^   '       ^J       \ 
Mais 

0  /  (i[r,  cos(/%  ds)]  ds 


élant,  comme  nous  venons  de  le  voir,  une  fonction  uniforme  de 
la  position  du  point  M  sur  la  courbe  fermée  à  laquelle  appartient 
l'élément  rf/,  on  a 

/  -n  j  0  /  ^[''j  cos(/',  ds  )\  ds  ?  dl  ~  o. 

Nous  arrivons  donc  au  résultat  suivant  : 

Si  dl  désigne  un  élément  d* une  courbe  fermée  quelconque, 
mais  invariable,  et  ds  un  élément  dune  courbe  fermée  quel- 
conque, susceptible  de  toutes  les  variations  qui  n'exigent  pas  la 
rupture  de  la  première  courbe  fermée,  on  a 

("5;  o/    lM[r,{r,ds),(ryd!),e]dsdl=o, 

les  intégrations  s' étendant  aux  deux  courbes  fermées. 
Nous  avons  vu,  au  Chapitre  précédent,  que  la  fonction 

^\[r,{r,ds),{r,dl),e] 

était  une  fonction  uniforme  des  variables  Xy  y^  '^»  77"'  h  '^  ~h"*  ^^ 

qu^elle  était  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  trois  dernières. 
Nous  pouvons  donc  poser 

les  trois  fonctions  U,  V,  W  étant  des  fonctions  uniformes  de  Xs}\ 

5,  et  ne  dépendant  pas  de  -i- ,  -—?  -t-« 

La  condition  (3)  prendra  alors  la  forme  suivante  : 
Si  la  ligne  fermée  s  se  déforme  d'une  manière  quelconque  sans 
venir  couper  la  ligne  /,  on  aura 

^  r/.^dx      ,,dy      ^x'd5\  j 


r/_,  dx       -,  dv 


ds  ) 
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Sur  la  courbe  s  (^fig-  6i),  prenons  deux  points  quelconques, 
A,  C,  et  déformons  l'arc  ABC  de  manière  à  l'amener  dans  la  posi- 
tion voisine  AB'C  sans  rencontrer  la  courbe  /. 


Fig.  6ï 


Nous  aurons  à  exprimer  que  Ton  a 


8 


('«î-v 


ds 


wg)rf,.o. 


Or 


J.     \       as  as  as  } 


fi"        ^ 


-    fi^'^-t''^'^'^}'^ 


f   i{jZdx-h\ody'hWodz) 


Mais  nous  avons 


f    {\}odx      ^Mdv     -\-\yldz) 

«-A 


(U    Ix 


V   07      -4-\V§^) 


c 


Nous  avons  d'ailleurs,  au  point  A  comme  au  point  C, 


8a?  =  0,        8^  =  o,        8«  =  o. 
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Noire  condilion  devient  donc 


A 

Mais  nous  avons  aussi 


ds   ~  Ox   ~ds        ôy  ds         ôz  ds 


ou    =    0J7  -h  — -    OV  4-   -r-    0>3. 

t^x  0^;^  ()^ 


et  deux  autres  égalités  analogues  pour  chacune  des  fonctions  V 
et  VV.  Si  nous  tenons  compte  de  ces  relations,  nous  trouvons 
aisément  que  l'égalité  précédente  devient 

J\     \\^^        ^^  1  ds        \d/        Ox  I  ds\ 

..  f  WJ^  _  lY)  ±-  _  C!!  _  ^^  )  if^  ly ds 

J\     W^y        Ox  J  d^         \0z         OyJds\    -^ 

c'a     LV*^'^         ày  J  ds         \0x        Oz  J  ds \ 

Les  trois  quantités  ôj:,  oy^  Zz  sont  trois  fonctions  arbitraires  de  s. 
Elles  sont  assujetties  seulement  aux  conditions  suivantes  : 
i"   Pour  les  points  A.  et  C,  on  a 


8x  —  o,        0^  =  o,        0-5  =  o  ; 


s>/*  Dans  le  déplacement  qui  a  pour  composantes  oj?,  ùy^  03, 
l'élément  ds  ne  rencontre  pas  la  courbe  /. 

L'égalité  précédente  ne  saurait  donc  avoir  lieu  si  l'on  n'avait,  en 
chaque  point  qui  n'appartient  pas  à  la  courbe  /, 


/çW_  ^\  dz_  __  /çOJ  _  ^\  ^  _ 
\  Ox        Oz  /   ds         \dy        dx  J  ds  ~    ' 

/dU_^\  dx  __  /à\_à\\\  dz  _ 
\0y        Ox  J  ds         \dz        ây  J  ds  ~    ^ 

/ày_d\V\  dy  _  /^_àV\dx  _ 
\()z        Oy  J  ds         \dx        dz  )  ds  "    ' 
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Les  quantités  entre  parenthèses  ne  dépendent  pas  de 
Dès  lors,  si  nous  faisons 


dr    dy    dz 
ds    ds     ds 


dx 


dy 


dz 
d,='^ 


nous  obtenons  les  deux  premières  égalités 

dz  dy    ""^''' 

^^'  àx         dz  ' 

^       ày  _ 

\   dy         dx 

La  troisième  s'établit  d'une  manière  analogue. 
Ainsi  Ton  a 

ds  A^r,  (r,  ds),{r,  dl\  e\dl  =\}  dx -r-\  dy -\-  W  dz, 

U,  V,  w  étant  dans  tout  Tespace,  sauf  aux  points  infiniment  voi- 
sins de  la  courbe  /,  des  fonctions  finies,  continues  et  uniformes 
de  X,  y^  5,  qui  vérifient  les  égalités  (4).  Nous  savons  alors,  d'après 
une  proposition  indiquée  dans  l'introduction  (p.  65),  que  l'on  a 


J^[r,(r,ds)Ar,dl)^e]di  =  -y^^Jldl-^-^-^—-£ 
f^  étant  une  constante,  A  étant  défini  par  l'égalité 


dz   ds 


r-C 

y  —  -^, 

^-î: 

/• 

r 

r 

dx 
ds 

ds 

dz 
ds 

d\ 

dr, 

< 

dt 

dl 

di 

et  ^  étant  une  fonction  finie,  continue  et  uniforme  des  coordon 
nées  d'un  point  de  l'élément  ds. 
Posons 


M[a',  (r,  c?*),(/-,  û?/),  e]  =  ^A-i-«p, 


et  voyons  ce  que  nous  savons  de  la  fonction  '^. 
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i"  La  fonction  f^  comme  les  deux  fonctions  M  et  A,  est  une 
fonction  uniforme  des  quantités 

r,     (r.ds),     (r,dl),     e; 
il  en  résulte  qu'elle  est  aussi  fonction  uniforme  de 


T, 

r< 

l 

1, 

Y 
Si 

dx 
dV 

dy 
'ds' 

d: 

ds' 

dr^ 

di' 

< 

di' 

'À^  La  fonction  C5,  comme  les  deux  fonctions  M  et  A,  est  une 
fonction  linéaire  et  homogène  de 

dx       dy       dz 
ds^      ds^     ds^ 

et  aussi  une  fonction  linéaire  et  homogène  de 


dl       dr^       dX, 
:^  On  a 


dV     dl'     dV 


r    ^,        ^m  dx        â^  dy        ^\K>  dz 
,/   '  Ox    ds         dy    as         Oz    as 

rinlégrale  s'étendant  à  un  circuit  fermé  quelconque;  en  d'autres 

termes,  l'intégrale 

r  / 

o  dl  dSf 


ff' 


étendue  à  deux  circuits  fermés  quelconques,  est  égale  à  o. 

Pour  achever  de  déterminer  la  forme  de  la  fonction  s,  il  nous 
est  nécessaire  de  faire  usage  de  riiypothèse  suivante  : 

La  fonction  ne  dépend  de  la  position  relative  des  deux  élé- 
ments ds  et  dl  que  par  les  paramètres 

r,  (r,ds),  {r,df),  {ds,dl)\ 

elle  en  est  une  fonction  uniforme. 

Nous  avons  fait  une  hypothèse  analogue  {voir  p.  71)  sur  les 
fonctions  semblables  à  M  ou  à  ^  que  nous  avons  eu  à  considérer 
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en  Ëlectrodynamique.  En  Éleciromagnétîsme,  nous  n^avons  pas 
fait  une  semblable  hypothèse  sur  la  fonction  M.  Il  est  aisé  de  voir 
c|ue  cette  hypothèse  ne  saurait  être  exacte  à  la  fois  pour  la  fonc- 
tion M  et  pour  la  fonction  'f.  En  effet,  si  elle  est  exacte  pour  la 
fonction  '^,  on  a 

M  =  —  A  -t-  o  [r,  cos(/',  ds)^  cos(/\  dl),  cos(dsy  dl)]. 
On  a  d'ailleurs  [Introduction,  Chap.  III,  égalité  (8)], 

sin(r,  ds)^\n(  /\  dl)  9.\j\e 


A  = 


/•* 


<U  aussi  [Introduction,  Chap.  I,  égalité  (8)], 

cos  i^ds^dl)  =  cos(/',  c?5)cos(/',  dl)  -+-  sin(r,  c^.v)sin(/*,  dl)  cosi. 

Mais 

sine  =  y/i  —  cos^e. 

On  voit  donc  que  M  ne  peut  être  fonction  uniforme  de  r,  (r,  ds)^ 
(r,  dl),  {ds,  dl). 

Une  fois  que  Thypothèse  précédente  est  admise  pour  la  fonc- 
tion <p,  la  détermination  de  cette  fonction  s'achève  par  le  raison- 
nement qui  nous  a  servi  à  démontrer  le  théorème  de  M.  II.  von 
Helmhoitz  (Livre  XIV,  Chap.  IX,  §  o).  Si  nous  désignons  par 
F(r)  une  fonction  uniforme  de  la  variable  r,  nous  aurons 

_  d^F(r) 
°  ■"     dsdl 

et 

«A        â^F(r) 

4  71  os  01 

Lorsque  nous  aurons  à  calculer 

Mds 


s 


pour  un  conducteur  fermé,  le  terme 


/ 


d^V{r)    , 
-  du 


dsdl 
donnera  un  résultat  égal  à  o.  On  peut  donc  supprimer  ce  terme, 
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écrire 

et  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Lorsque  Von  veut  avoir  la  somme  des  forces  électromotrices 

y^  €  induites  par  un  élément  magnétique  dans  un  conducteur 

fermé,  ce  qui  suffit  à  la  détermination  du  courant  induit  dans 
le  cas  où  l'on  est  assuré  quil  est  uniforme,  il  suffit  d'écrire 
Végalité 

(6)  rf/ y  €  =  -^r:/oilrfp  fldsV 

Nous  allons  faire  usa;  e  de  celte  égalité  au  Chapitre  sui\anl. 


»>••■ 
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CHAPITRE  III. 

INDUCTION   ÉLECTROMAGNÉTIQUE  DANS  LES   COURANTS   FERMÉS 
ET  UNIFORMES  (suite).  —  INDUCTION  PAR  LA  TERRE. 


§  1.  —  Théorèmes  généraux. 

Nous  venons  de  voir  que,  si  Ton  désignait  par  C  la  force  éiec- 
tromotrice  d'induction  engendrée  par  un  élément  magnétique  de 
moment  magnétique  OV^dç,  situé  au  point  (Ç,  t),  2^),  on  avait 

^  étant  une  constante  et  A  étant  défini  par  Tégalité 

i  ^  —  $    y  —  'Ti   5  —  ç 

j     dx  dy  dz 

(z)  A  --:-!-       7S"  'ds  ds 


A     -:    -  ds 

dl 


dl 


dl 


On  peut  donner  à  cette  égalité  (i)  plusieurs  formes  qui  nous  se- 
ront utiles  par  la  suite. 

Soient  A,  B,  G  les  composantes  de  la  directrice  d'Ampère  pour 
le  conducteur  considéré  au  point  (Ç,v|,  Ç).  Nous  aurons  [Livre  XIV, 
(^hap.  XI,  égalité  (2)] 


.)^!-(--':)^le/^. 


et  l'égalité  (2)  donnera  aisément 


/.^  =  Ag-.B^;-.C 


di 


D.  —  ni. 


î4 
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Soient  &l>,   ift>,   C   les   composantes  de  Taimantation  au  point 
(Ç,  •/;,  Ç)  de  l'élément  dv.  On  aura 

cV^DlL^,,         Tlb-=OTl$,         S-OTL^, 
a/  al  al 

et,  par  conséquent, 

47c  ,/  4it 

en  sorte  que  Tégalîté  (i)  peut  s'écrire 


(5)  Cdt^  j^6[(XX-^-'^\>B-i-eC)dv]. 

4  T^ 

Par  le  conducteur  que  parcourt  le  courant,  faisons  passer  une 
aire  à  deux  côtés;  soit  rfÛ'  un  élément  de  cette  aire;  soit  N  la  nor- 
male à  la  face  positive  de  l'élément  rfÛ.  Nous  aurons  (Introduc- 
tion, Chap.  III). 


.A''^=,f/S^N''"'- 


Nous  pourrons  donc  écrire 


-^  ;)rc  di>  Ta  ds  --  -?  C 
47c         J  4iîO 


kK'A'i''''^'^- 


Supposons  que  'Ç  soit  la  fonction  potentielle  magnétique  de 
l'élément  dv  au  point  où  se  trouve  l'élément  ûfÛ,  et  l'égalité  pré- 
cédente nous  donnera 

(6)  ^';ïïLdv  ft^ds--  AC^rfû'. 

^  4ir  ./  4iT  O  c)IV 

Cette  expression  s'étend  immédiatement  au  cas  où  l'on  considère 
non  plus  seulement  un  élément  magnétique,  mais  un  aimant  tout 
entier.  Dans  ce  cas,  on  a 

(6*/.)  ^S'^"-''''/^''^- 41^85!''"'' 

%?  désignant  la  fonction  potentielle  de  l'aimant  tout  entier. 

La  force  électromotrice  d'induction  engendrée  par  un  aimant 
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dans  un  circuit  fermé  a  pour  valeur 

Cette  expression  de  la  force  électromotrice  d'induction  va  mettre 
en  évidence  un  fait  important. 

Imaginons  qu'autour  de  Taxe  dl  de  l'élément  magnétique  rfr 
nous  tracions  un  petit  cercle  d'aire  Q  dont  le  plan  soit  normal  à 
dl,  et  dont  dl  forme  la  normale  positive.  Faisons  parcourir  ce 
cercle  par  un  courant  d'intensité  telle  que 

;)rc  dv  -^  ^  j  Q, 

L'élément  magnétique  dv  pourra  alors  être  regardé  comme  un 
feuillet  magnétique  élémentaire  équivalent,  au  sens  que  nous  avons 
donné  à  ce  mot  en  Électrodymanique,  au  petit  courant,  'v?  pourra, 
comme  nous  l'avons  fait  en  Électrodynamique,  être  nommé  la 
/onction  potentielle  de  ce  petit  courant. 

Ce  petit  courant  engendre,  dans  le  conducteur  fermé  que  nous 
considérons,  une  force  éleclromotrice  d'induction  C',  et  l'on  a 
[Livre  XIII,  Chap.  VI,  égalité  (9)] 

En  comparant  les  égalités  {'j)  et  (8),  on  trouve 

d'où  le  théorème  suivant  : 

Pour  déterminer  la  force  électromotrice  d'induction  qu'un 
élément  magnétique  dv  engendre  dans  un  circuit  fermé  C, 
on  remplace  l'élément  dv  par  le  petit  courant  QJ  qui  lui  est 
équii^alent  au  sens  électrodynamique  du  mot.  On  détermine 
la  force  électromotrice  engendrée  par  ce  petit  circuit  dans 
le  circuit  C,  et  l'on  multiplie  cette  dernière  par  la  quantité 

-Va  «. 
4  TU     3i 

Les  deux  forces  électromotrices  en  question  sont  de  même  sens 


37*2  LIVRE  XV.  —  AIMANTS  ET  COURANTS  UNIFORMES. 

OU  de  sens  contraire,  selon  que  la  constante  JÇ  est  négative  ou 
positive. 

Ce  théorème  ramène  l'étude  de  l'Induction  électromagnétique  à 
Fétude  de  Tlnduclion  électrodynamique,  et,  par  conséquent,  nous 
dispense  de  plus  longs  développements.  Nous  nous  contenterons 
d'indiquer  une  dernière  forme  de  la  loi  de  l'Induction  électroma- 
gnétique, forme  qui  s'applique  seulement  au  cas  où  l'aimant  induc- 
teur est  invariable  de  forme,  de  position  et  d'aimantation. 

Si  l'élément  ^JÏLdv  est  invariable  de  forme,  de  position  et  d'ai- 
mantation, on  pourra  supposer. que  le  courant  équivalent  C  est 
invariable  de  forme,  de  position  et  d'intensité.  Dès  lors,  si  rfC 
est  le  travail  effectué  pendant  le  temps  dt  par  les  actions  du  cou- 
rant C  sur  le  conducteur  C  traversé  par  un  courant  égal  à  l'unité, 
nous  aurons 

Or,  d'après  les  formules  (5  bis)  (Livre  XIV,  Chap.  XI),  le  cou- 
rant C  exerce  sur  chaque  élément  ds  du  courant  C  une  force  dont 
les  composantes  sont 

^^_5l*j^^|  _r  dy ~r  dz  _^^ 

1         âl\dz    ds        dy  ds         * 

~"         2  dl\dx  ds         àz    ds  '      * 

51*  ^      <^  1       r  d.T  r  dv 

~"        a  dl\  dy    ds        dx   ds 

On  a  donc 


-dt  ^'  Jû  ^    /  \Ji^^\l^ 

'^    îA  àl  J     \_       \àz    ds        ày^ds 


àx 


r  dx 

dx   ds         dz    ds  J   '^ 

r  dx  r  dy  \^    1 

dy    ds         dx  ds  J      J       * 

ox,  Sy,  02  étant  les  composantes  du  déplacement  d'un  point  de 


OIAP.  III.  —  CONSEQUENCES  DE  LA  LOI  PRÉCÉDENTE.         'iyZ 

réiément  ds,  Ondéduil  de  là 


J     L      \à£    ds        dy    ds)  ^* 


^^'^"■:^^^^%1  /  I    y-^^.-'^,'^.}^^ 


ly 


r  dz 

r  dx 

\àx  ds 

dz  ds 

r  dx 

r  dy 

\dy  ds 

dx  ds 

ou  bien  encore 

(lo)  Cdt  =  ^d(E, 

dB  désignant  le  travail  accompli  dans  le  déplacement  du  circuit  C, 
en  supposant  chacun  des  éléments  du  circuit  G  soumis  à  une  force 
ayant  pour  composantes 


V        9    o.^    j    à  i      r  dy  r  dz    .    , 

411  dl  \oz   ds         dy  ds   '       ' 

""  4 TU  àl\dx  ds        dz    ds  '       ' 

\  4  "ït  àl\dy  ds        dx  ds  J 

On  peut  remplacer  l'action  de  l'élément  OKrfp  par  l'action  de 
deux  masses  :  l'une  de  fluide  austral,  l'autre  de  fluide  boréal,  ayant 
pour  commune  valeur  |jl,  et  situées  à  une  distance  dl  l'une  de 
l'autre,  sur  la  direction  de  l'axe  magnétique. 

Les  forces  précédentes  se  trouveront  alors  remplacées  par  des 
forces  exercées  par  chaque  masse  magnétique  |jl(Ç,7\,!J)  sur  chaque 
élément  ds{x^yj  z)  du  conducteur  G,  forces  dont  chacune  aura 
pour  composantes 

<"'        'i''-iî;'"?[<'-"f-"-«a']*. 
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Si  Ton  compare  ces  égalités  (12)  à  celles  qui  donnent  les  com- 
posantes de  l'action  exercée  par  un  pôle  de  solénoïde,  de  puis- 
sance [X,  sur  Télément  ds  parcouru  par  un  courant  égal  à  l'unité, 
on  voit  que  les  premières  sont  égales  respectivement  aux  produits 
des  dernières  par 

47c  %' 
Nous  pouvons  alors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pour  déterminer  la  force  électromotrice  dHndiiction  engen- 
drée par  un  aimant  immobile  de  forme,  de  position  et  d\ii- 
niantation  sur  un  conducteur  fermé  qui  se  déforme  et  se 
déplace,  on  imagine  que  chaque  masse  magnétique  [x  de  V ai- 
mant exerce  sur  chaque  élément  ds  du  conducteur  une  force 
ayant  pour  grandeur 

/  o\  c  *       s'\T\(r,ds) 

(.3)  F  =  -  -  ,x  — ^5— '  rf,, 

et  dirigée  comme  l'action  d^ un  pôle  de  solénoïde  sur  un  élément 
de  courant;  on  calcule  le  travail  produit  par  ces  forces  dans  le 
déplacement  élémentaire  du  conducteur;  on  divise  ce  travail 
par  la  durée  du  déplacement,  et  Uon  change  le  signe  du  quo- 
tient. 

Nous  avons  déjà  eu  occasion  de  faire  usage  des  diverses  propo- 
sitions indiquées  dans  ce  paragraphe,  en  examinant  les  diverses 
méthodes  fondées  sur  Flnduction  pour  l'étude  de  la  distribution 
du  magnétisme  (Livre  VIT,  Chap.  IV,  §  3). 

Il  s'agissait  alors  de  phénomènes  d'induction  par  déplacement 
de  l'induit.  Nous  aurons  occasion,  dans  le  présent  Livre  (Chap.  VIF) 
d'étudier  un  exemple  d'induction  par  variation  d'aimantation. 
Nous  allons  indiquer  une  dernière  application  de  la  formule  (7), 
en  étudiant,  un  phénomène  découvert  par  Faraday  (*)  et  dont 
Weber  (^)  a  fait  un  magnifique  usage;  nous  voulons  parler  de 
l'induction  engendrée  par  la  Terre  dans  un  conducteur  mobile. 


(•)  Fahaday,  Expérimental  Hesearckes  in  Electricity,  2'  série,  §  171  à  §  180; 
i832.  • 

(')  W.  Wkber,  Ueber  die  Anwendung  der  magnetischen Induction  zur Mex- 
sung  der  Inclination  mit  de  m  Magnetometer  {0'ùli\n%tv\,  Abhandlungen,  t.  V, 

p.  3;  i8ji). 
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§  2.  —  Induction  par  la  Terre. 

Cherchons  la  force  électromotrice  d^nduction  engendrée  par  la 
Terre  dans  un  conducteur  plan. 

Si  nous  désignons  par  'Ç  la  fonction  potentielle  magnétique  de 
Faction  terrestre,  par  dQ  un  élément  du  plan  du  cadre,  par  N  la 
normale  positive  au  plan  du  cadre,  cette  force  électromotrice  est 
donnée  par  la  formule 

Or  on  a 

à<>       dK)        ,^      ,       dV        ,v      N      <^^        /le 
âN^di  cos(N,a:)-i-~cos(N,^)+  —  cos(N,;:). 

Si  F  est  la  force  magnétique  terrestre, 

d-o 

Fcos(F,x)  =  —  —, 

Fcos(F,^)_-g, 

Fcos(F,  5).r_^. 

oz 

On  a  donc,  en  désignant  par  ù  Taire  du  cadre, 

Cdt=^  —$-  Fû8cos(F,  N), 

ou  bien,  en  désignant  par  R  la  résistance  du  cadre,  et  par  dÇ^  la 
quantité  d'électricité  que  Tinduction  transporte  dans  le  cadre  pen- 
dant le  temps  dt 

(i4)  rfQ---^~8cos(F,N). 

Soit  /  rinclinaison  magnétique;  nous  aurons 

H  —  F  cost, 

H  étant  la  composante  horizontale  de  Faction  magnétique  ter- 
restre. 

Soient  V  la  verticale  dirigée  vers  le  haut  {Jig-  61),  0  Fangle, 
inférieur  à  ic,  du  demi-plan  vertical  passant  par  N  et  limité  au 
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cadre,  avec  le  demi-plan  formé  par  la  partie  nord  VOF  du  méri- 
dien magnétique. 

Fig.  62. 

V 


Dans  le  trièdre  OVNF,  nous  aurons 

cos(F,V)  —  —  sint,        sin(F,  V)  =  cosi, 
cosNV  =  cos6 
et,  par  conséquent, 

cos(F,  N)  =  — siaicos(N,V)-i-cosisin(N,V)cos6, 
L'égalité  (i4)  peut  donc  encore  s'écrire 


(i5) 


4    UQ 


rfQ  =  —  7^  -ô-[Ssin(N,V)cos6  — tangt8cos(N,V)l. 

ilTZ      I\ 


Faisons  quelques  applications  des  formules  (i4)  et  (i5)  au  cas 
où  le  cadre  tourne  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan. 

Supposons  tout  d'abord  que  l'axe  coïncide  en  direction  avec 
l'action  magnétique  terrestre;  nous  aurons  constamment 

cos(F,  N)  =-  o, 
8cos(F,  N)--o. 

La  formule  (i4)  nous  montre  alors  qu'aucune  induction  ne  se 
produira  dans  le  cadre. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  U axe  de  rotation  soit  vertical; 
nous  aurons  constamment 

sin(N,V)--  I,        8sin(N,V)  =  o, 
cos(N, V)  -^  o,        l  cos(N,V)  =  o. 
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La  formule  (i5)  nous  donnera 

Supposons  que  le  plan  du  cadre  soit  d'abord  perpendiculaire  au 
plan  du  méridien  magnétique,  l'action  magnétique  terrestre  étant 
dirigée  du  côté  positif.   La  valeur  initiale  de  6  sera  o.  Faisons 

tourner  le  cadre  d'un  angle  droit.  La  valeur  finale  de  6  sera  -- 

L'induction  mettra  donc  en  mouvement  une  quantité   totale 
d'électricité 

«    HU 


(i6)  Qi  = 


4ir     R 


Supposons  que  l'axe  de  rotation  soit  horizontal  et  perpendi- 
culaire au  plan  du  méridien  magnétique;  on  a  alors  constam- 
ment 

cos6  —  I,        8  COS0  =  o. 

Supposons  que  le  plan  du  cadre  soit  d'abord  vertical,  la  nor- 
male à  la  face  positive  étant  dirigée  comme  l'aiguille  de  décli- 
naison ;  nous  aurons 

cos(N,V)  =  ces»,        sin(N,y)  =  sioi. 

Faisons  tourner  le  cadre  d'un  angle  droit,  de  manière  que  la  nor- 
male à  la  face  positive  se  dirige  vers  le  zénith;  nous  aurons 

cos(N,V)-=î,        sin(N,V)  =  o. 

Durant  ce  mouvement  du  cadre,  l'induction  aura  déplacé  une 
quantité  d'électricité 

(•7)  ^*^  4I;  "R"'*"^'" 

Supposons  enfin  que  l'axe  de  rotation  soit  horizontal  et  situé 
dans  le  plan  du  méridien  magnétique;  on  a  alors  constamment 

ces  0=0,        8  cos  6  =  0. 

Supposons  le  plan  du  cadre  d'abord  vertical.  La  valeur  initiale  de 
cos(N,  V)  est  o.  Nous  faisons  tourner  le  cadre  d'un  angle  droit,  de 
manière  que  la  normale  à  la  face  positive  se  dirige  vers  le  zénith. 
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La  valeur  Gnale  de  cos(N,V)  est  i.  L'induction  met  donc  en  mou- 
vement une  quantité  d'électricité 

(18)  Q3_.  JL  ^tangi. 

Nous  remarquerons  que 
(.9)  .    ^  =  .|^ta„g.-. 

L'emploi  du  galvanomètre  balistique  permet  de  déterminer  les 
rapports  ^  ou  ~;  d'où  une  méthode  très  précise  pour  déterminer 
l'inclinaison  magnétique. 
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CHAPITRE  IV. 


ÉNERGIE    INTERNE    D'UN    SYSTEME    QUI    RENFERME    DES    COURANTS 
UNIFORMES  ET  DES  AIMANTS.—  EXTENSION  DE  LA  LOI  DE  JOULE. 


§  1.  —  Énergie  interne  d'un  système  qui  renferme  des  courants 

uniformes  et  des  aimants. 

Considérons  un  système  qui  admet  un  potentiel  thermodyna- 
mique ê.  Supposons  les  paramètres  qui  définissent  Pétat  du  sys- 
tème choisis  de  telle  sorte  que,  lorsque  la  température  T  varie 
seule,  les  forces  extérieures  n'effectuent  aucun  travail.  Soit  E 
l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  L'énergie  interne  U  de  ce 
système  est  donnée  par  la  relation  [Livre  IV,  Cliap.  I,  égalité  (lo)] 

Nous  avons  trouvé  [Livre  IX,  Chap.  I,  §  2]  l'expression  du  po- 
tentiel thermodynamique  m  terne  d'un  système  qui  renferme  des 
aimants  et  des  charges  électriques  immobiles,  mais  pas  de  courants. 
Cette  expression  est  la  suivante 

(a)  ?  =  E(r— T2)-r-g'-i-W-î-]^e^-T-   r^{S(\l)dv, 

Dans  cette  expression, 

T  et  S  sont  l'énergie  interne  et  l'entropie  du  système  ramené  à 
l'état  neutre  électrique  et  à  l'étal  neutre  magnétique; 

5'  est  le  potentiel  magnétique; 

W  est  le  potentiel  électrostatique  ; 

q  est  la  charge  électrique  en  un  point  de  l'élément  de  volume  di^; 

D\L  est  l'intensité  d'aimantation  au  même  point; 

6  est  une  quantité  qui  dépend  de  la  nature  de  la  matière  autour 
de  ce  point  et  de  la  température; 
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^(OTL)  est  une  fonction  de  DÏL  qui  dépend  aussi  de  la  nature  de  la 
matière  au  point  auquel  elle  se  rapporte  et  de  la  température. 

L'énergie  interne  du  système  en  question  a  une  valeur  U,  qui, 
d'après  l'égalité  (i),  est  donnée  par  la  relation 


EU 

(3) 


-./[.fp,l,T)--T^%I)]^.. 


L'expression,  donnée  par  cette  égalité  (3),  de  l'énergie  interne 
d'un  syslème  qui  ne  renferme  pas  de  courants  ne  peut  évidemment 
pas  être  prise  comme  expression  de  Ténergie  interne  d'un  système 
qui  renferme  des  courants.  Toutefois,  nous  conserverons  cette  hypo- 
thèse, déjà  faite  au  Livre  XIV,  Chapitre  I,  pour  les  systèmes  qui 
ne  renferment  pas  d'aimants  :  La  variation  d^ énergie  interne 
d^un  système  qui  renferme  des  courants  est  égale  à  la  va- 
riation de  la  quantité  U  calculée  par  la  formule  précédente, 
toutes  les  fois  que  les  conducteurs  traversés  par  les  courants 
demeurent  immobiles  et  que  le  flux  électrique  qui  tras^erse 
chaque  élément  de  ce  conducteur  demeure  invariable  de  gran- 
deur et  de  direction;  hypothèse  à  laquelle  nous  ajouterons  main- 
tenant la  restriction  suivante  :  Les  aimants  du  système  doivent 
demeurer  invariables  de  forme  et  de  position^  et  V intensité 
d^ aimantation  en  chacun  de  leurs  points  doit  demeurer  inva- 
riable de  grandeur  et  de  direction. 

L'énergie  interne  d'un  système  renfermant  des  courants  .est 
donnée  par  l'égalilé  suivante 


EU 


(4) 


la  quantité  U'  devenant  égale  à  o  lorsque  les  intensités  de  tous  les 
courants  tombent  à  o. 

L'hypothèse  que  nous  venons  d'indiquer  permettra,  en  repro- 
duisant un  raisonnement  déjà  employé  au  Livre  XIV,  Chapitre  I, 
de  démontrer  la  proposition  suivante  : 

La  quantité  U'  dépend  uniquement  de  la  forme  et  de  la  po- 
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sit ion  des  conducteurs  qui  constituent  le  système;  des  intensités 
des  courants  qui  les  traversent;  de  la  forme  et  de  la  position 
des  aimants;  de  la  grandeur  et  de  la  direction  de  l'aiman- 
tation en  chaque  point. 

Cette  proposition  démontrée,  nous  ferons  sur  la  quantité  U' 
l'hypothèse  suivante  : 

La  quantité  EL'  est  de  la  forme 

(5)  EL"  =  2  *^^*»  ^*')  -  2  ^(^'^  ^^)» 

ds  et  ds'  étant  deux  quelconques  des  éléments  des  conducteurs 
qui  composent  le  système;  O  une  quantité  qui  dépend  de  la  po- 
sition mutuelle  des  deux  éléments  ds  et  ds\  des  intensités  J 
et  J'  des  courants  qui  circulent  dans  ces  éléments,  et  le  premier 

signe  2.  indiquant  une  sommation  qui  s'étend  à  toutes   les 

combinaisons  distinctes  que  l'on  peut  former  avec  les  éléments 
des  divers  conducteurs  du  système  pris  deux  à  deux; 

dv  étant  un  élément  de  volume  d'un  aimant;  ^  une  quantité 
qui  dépend  de  la  forme  et  de  la  position  mutuelle  des  deux 
éléments  ds,  rfc;  de  l'intensité  J  du  courant  qui  traverse  l'élé- 
ment ds;  de  l'intensité  d'aimantation  en  un  point  de  l'élé- 
ment dv\   de  la  direction  de  cette  aimantation  ;  et  le  second 

signe  ^  indiquant  une  sommation  qui  s'étend  à  toutes  les 

combinaisons  que  l'on  peut  former  en  prenant  un  élément  con- 
ducteur et  un  élément  magnétique. 

La  forme  de  la  quantité  <I>  a  été  déterminée  au  Livre  XIV,  Cha- 
pitres I,  IL  Nous  avons  vu  que  Ton  avait 


(6 


)        ^ids.  ds' )  ~  — cos6  cosO'h coso)    JJ' ds  ds'. 

'  1   y    ir  ir  J 


11  nous  reste  à  déterminer  la  forme  de  la  quantité  W(ds,  dv). 

Par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  que  nous  avons  em- 
ployés au  Chapitre  I  du  présent  Livre,  on  prouvera  aisément  que 
Ton  a 

(7)  W{ds,  dv)  =  ^[ryir,  ds\  (r,  dl),  c]  J  dïdXL  dv, 
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dl  étant  la  direction  de  Taxe  magnétique  de  l'élément  di?  et  Dît 
rintensité  d'aimantation  de  cet  élément. 

Nous  ferons  ensuite  l'hypothèse  que,  dans  le  calcul  de  V énergie 
interne  d^iin  système  qui  renferme  seulement  des  courants  fer- 
més et  uniformesy  un  élément  magnétique  équivaut  à  deux 
masses  magnétiques  situées  en  ses  deux  pôles,  le  sens  précis  de 
cette  hypothèse  étant  indiqué  par  ce  qui  a  été  dit  au  Chapitre  11. 

Des  hypothèses  el  des  raisonnements  analogues  ù  ceux  qui  onl 
été  employés  au  Chapitre  II  nous  donneront  alors  le  résultat 
suivant 

fi'  d^f'ir) 

(8)  ^^r,{r,ds),{r.dl),e\=^t.^-J^, 

JQ' étant  une  constante,  Glf(r)  une  fonction  uniforme  et  continue 
de  la  variable  r. 

Ce  résultai  achève  de  déterminer  la  forme  de  l'énergie  interne 
d'un  système  qui  renferme  des  courants  fermés  et  uniformes.  Dans 
ce  cas,  en  effet,  on  peut  écrire,  d'après  Inégalité  (8), 

(9)  \w(ds,dv)=^  fr.^^^^^^^  f^ds. 

Le  signe  ^  qui  figure  au  second  membre  de  cette  égalité  in- 
dique une  sommation  qui  s'étend  à  toutes  les  combinaisons  dis- 
tinctes que  l'on  peut  former  en  prenant  un  élément  magnétique  dv 
avec  un  conducteur  fermé  C. 

L'ensemble  des  égalités  (4),  (5),  (6)  et  (9)  nous  donne  le  ré- 
sultat que  nous  voulions  obtenir,  à  savoir  l'expression  de  l'énergie 
interne  d'un  svstème  qui  renferme  des  aimants  et  des  courants 
linéaires  fermés  et  uniformes.  Cette  énergie  U  est  donnée  par 
l'égalité  suivante 


{10; 


EU  -  Er  ^  w  -r  .7  -- 2  (^  ■■  '^  ^)  ^ 

H 7  I CCS 6  cosO'h —  costo  )  jy  ds  ds' 

2  Âaà  \     r  'ir  J 

-h^SoV^d^J  flds. 
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L'extension   des    divers    signes   de   sommation    que   renferme 
cette  formule  a  été  précisée  au  cours  du  présent  paragraphe. 


^  2.  —  Extension  de  la  loi  de  Joule  à  un  système  qui  renferme 

des  aimants. 

Nous  avons  vu  que,  dans  un  système  qui  ne  renferme  pas 
d^aimants,  la  quantité  de  chaleur  rfQ  dégagée  pendant  le  temps  dt 
était  donnée  par  Tégalité  suivante 

(II)  ErfQ=2(i:-Tj5f)j^'^ 

C  étant  une  des  forces  électromotrices  que  renferme  le  sj'stème  et 
J  rintensité  du  courant  dans  Télément,  siège  de  cette  force  élec- 
tromotrice. C'est  à  cette  égalité  que  nous  sommes  convenus 
(Livre  VI,  Chap.  11,  §  1  et  Livre  XIV,  Chap.  II)  de  conserver  le 
nom  de  loi  de  Joule, 

Cette  égalité  (i  i)  ne  peut  s'étendre  d'une  manière  générale  et 
sans  modification  aux  systèmes  qui  renferment  des  aimants.  Nous 
allons  voir  qu'en  l'appliquant  à  de  semblables  systèmes  on  pour- 
rait être  conduit  à  des  conséquences  inacceptables. 

Imaginons  un  système  qui  renferme  seulement  des  aimants  et 
point  de  conducteur  parcouru  par  des  courants.  Les  aimants  de  ce 
système  sont  immobiles,  mais  leur  aimantation  varie.  L'égalité  (i  i)^ 
appliquée  à  une  modification  infiniment  petite  de  ce  système  don- 
nerait 

rfQ  —  o. 

Mais,  d'autre  part,  on  a 


ce  qui  donne,  d'après  l'égalité  (lo), 


c)#(,7lL,  T) 


Or  on  peut  s'assurer  sur  un  exemple  que  la  quantité  rfQ,  dé- 
finie par  cette  égalité  (12),  n'est  pas  égale  à  o  en  général. 

Supposons,  par  exemple,  le  système  formé  de  deux  aimants,  un 
aimant  permanent  1  et  un  morceau  de  fer  doux  2.  Soient  X^y  i)ba,  G^ 
les  composantes  de  l'aimantation  en  un  point  {x^^  y»^^  Z2)  du  inor- 
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ceau  de  fer  doux;  soit  t),  la  fonclion  potentielle  magnétique  de 
Taimant  permanent;  soit  t)2  ^^  fonction  potentielle  magnétique  du 
morceau  de  fer  doux.  Nous  aurons 


oORj  ^pj 


On  a,  d'ailleurs, 


"•^""= ait; 

D'autre  part,  les  équations  de  l'équilibre  magnétique  sur  le  fer 
doux  sont 

on.,      dd\L\      '^«---       ^x^     -  ' 

L'égalité  (12)  devient  alors 
(.3)  E./Q^T-^/^^^:I>8.m.^.. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  la  quantité  â^Q  n'est  pas  nulle  en 
général,  et,  par  conséquent,  que  l'égalité  (i)  ne  peut  s'étendre, 
sans  restriction  ni  modification,  aux  systèmes  qui  renferment  des 
aimants. 

Nous  ferons  donc  l'hypothèse  suivante  : 

La  loi  de  Joule  s^ applique  à  un  système  qui  renferme  à  la 
fois  des  courants  électriques  et  des  aimants,  pourvu  que  les  ai- 
mants gardent  tous  une  aimantation  invariable. 

Moyennant  cette  restriction,  la  loi  de  Joule  ne  donne  plus  lieu 
aux  conséquences  contradictoires  dont  il  vient  d'être  question. 
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§  3.  —  Détermiiiation  de  la  constante  s{. 

L'hypothèse  que  nous  venons  d'énoncer  va  nous  servir  à  déter- 
miner la  valeur  qu'il  convient  d'attribuer  à  la  constante  JQ'.  Il 
nous  suffira,  pour  déterminer  cette  valeur,  d'appliquer  la  loi  de 
Joule  à  l'exemple  suivant  : 

Un  élément  magnétique  OPLc/^,  invariable  d'état,  de  position  et 
d'aimantation,  se  trouve  en  présence  d'un  circuit  C,  invariable  de 
forme  et  de  position,  parcouru  par  un  courant  uniforme  d'inten- 
sité variable  J. 

La  quantité  de  chaleur  rfQ  que  ce  système  dégage  pendant  le 
temps  dt  peut  être  calculée  en  partant  de  l'expression  (lo)  de  l'é- 
nergie interne  du  système.  On  trouve  ainsi 

Ec/Q=-E8r-8W-82(^~'^S)^ 

^p}^dt-^^dXL  dv  -f-  df  A  dt, 
"^     dt  4~  dt      J 

p  étant  le  coefficient  d'induction  propre  du  circuit. 

Le  courant  étant  uniforme,  la  distribution  électrique  est  inva- 
riable sur  le  système.  D'ailleurs  le  système  est  immobile.  On  a 

donc 

oW  =  o, 

0^  =  o. 

Comme  nous  l'avons  toujours  fait  en  appliquant  la  loi  de  Joule, 
nous  négligeons  la  quantité 


(- 


Île-T*) 


Nous  avons  donc  simplement 

« 

(i4  )  E  rfQ  =  -  E  8r  H-  p}  ^^  dt  -  i  e'Tc  dv  ^  dt  fl  ds. 

Le  circuit  n'est  le  siège  d'aucune  force  électromotrice  d'induc- 
tion électromagnétique  ;  il  est  le  siège  d'une  force  électromotrice 
d'induction  électrodynamique  C^  et  d'une  force  électromotrice 
hydro-électrique  C". 

D.  —  m.  15 
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Si  l'on  observe  que  la  force  C'  ne  dépend  pas  de  la  leinpératurp, 
on  voit  que  Ton  a 


On  a  d'ailleurs 


C_T-~=C'+£'-T-^ 


f  —    r,  ''^ 


Si  Ton  néglige  86,  on  a 

L'égalité  (i)  donne  donc 
(i5)  EdQ=  —  Eùr-^p^Jdf. 

Si  l'on  compare  les  égalités  (i4)  et  (i5),  on  trouve 

Cette  valeur  de  la  constante  JÇ',  reportée  dans  l'égalité  (lo), 
donne  à  celle-ci  la  forme 

EU  =    E  r  H-  w  +  .7  +  2  ^e  -  T  ^  V/ 

(.6)      l  ^/[,nOK.T)-T^i^<flI)],/. 

-\-  ^—y  ( cos8  cos6'h costu  )  JJ'  ds  ds  . 

L  énergie  interne  d^un  système  renfermant  des  courants 
fermés  et  uniformes  et  des  aimants  ne  contient  aucun  terme 
dépendant  de  la  situation  relative  des  courants  et  des  aimants: 
ce  qu'on  peut  énoncer,  si  l'on  veut,  de  la  manière  suivante  :  Il  n'y 
a  pas,  dans  l'expression  de  V énergie  interne  d'^un  système  qui 
renferme  des  courants  électriques  et  des  aimants,  de  terme 
électromagnétique . 

A  l'époque  (année  scolaire  1889-1890)  où  nous  enseignions 
cette  proposition  paradoxale  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille, 
M.  E.  Vascliy  (  '  )  la  publiait  de  son  côté  dans  son  important  Traite 
d'Electricité  et  de  Magnétisme. 


(»)    E.   Vaschy,   Traité  d'Électricité  et  de  Magnétisme,  t.  I,  p.  3 18  (Paris, 
1890). 
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§  4.  —  Comment  l'on  doit,  en  Électromagnètisme,  définir  les  corps 

magnétiques  parfaitement  doux. 

En  étudiant  raîmantation  par  influence  (Livre  IX,  Chap.  I 
et  II),  nous  avons  supposé  que  les  corps  étudiés  faisaient  partie 
d'un  système  admettant  un  potentiel  thermodynamique  interne  et 
nous  avons  défini  les  corps  magnétiques  parfaitement  doux 
comme  portant  à  chaque  instant  une  distribution  magnétique  qui 
rendît  minimum  le  potentiel  thermodynamique  interne. 

Nous  avons  vu  (Livre  XIV,  Chap.  IV)  que  la  notion  de  poten- 
tiel thermodynamique  interne  ne  saurait  s'étendre  à  un  système 
qui  renferme  des  courants.  Nous  ne  saurions  donc,  non  plus,  re- 
garder la  définition  que  nous  venons  de  rappeler  comme  suscep- 
tible de  marquer  ce  qu'il  faut  entendre  par  corps  magnétique 
parfaitement  doux  dans  un  système  qui  renferme  à  la  fois  des  ai- 
mants et  des  courants. 

Revenons  aux  systèmes  qui  ne  renferment  pas  de  courants. 

Imaginons  qu'un  semblable  système  devienne  immobile  et  que 
l'aimantation  des  corps  parfaitement  doux  qu'il  renferme  subisse 
seule  une  variation  infiniment  petite,  tandis  que  l'aimantation 
des  autres  corps  demeure  invariable.  Nous  avons  vu,  au§  2,  que, 
dans  ces  conditions^  le  système  dégageait  une  quantité  de  cha- 
leur rfQ  donnée  par  l'égalité 

Cette  égalité  exprime  une  propriété  générale  des  corps  parfaite- 
ment doux,  découlant  immédiatement  de  leur  définition. 

Inversement,  cette  propriété  peut  être  prise  comme  une  défi- 
nition nouvelle  des  corps  parfaitement  doux  dans  un  système  qui 
ne  renferme  aucun  courant.  Nous  pouvons  dire  qu'2//i  corps  ma- 
gnétique, faisant  partie  d^un  système  qui  ne  renferme  aucun 
courant,  est  un  corps  parfaitement  doux  si  toute  variation 
d^ aimantation  de  ce  corps  engendre  dans  le  système  un  déga-- 
gement  de  chaleur  donné  par  Inégalité  (i3).  Nous  allons  mon- 
trer que  cette  nouvelle  définition,  que  nous  savons  être  une  Con- 
séquence de  la  première,  entraîne  à  son  tour  la  première  comme 
conséquence,  en  sorte  qu'elle  lui  est  équivalente. 
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En  effet,  si,  dans  un  système  qui  ne  renferme  aucun  courant, 
Taimantation  subit  une  variation  quelconque  sur  un  corps  quel- 
conque 2,  le  système  est  le  siège  d'un  dégagement  de  chaleur  dQ, 
qui  peul  se  calculer  en  partant  de  Tégalité  (3),  et  dont  la  valeur 
est  donnée  par  Fégalité 

J   \      I.         dxr  "^  ;)rc,         ÔÔK^        J    "^^ 

^  I — ÔT, —  ^  ^  — 5mîr~  J  ^'  1  "^  " 

Cette  égalité  ne  peut  être  compatible  avec  Tégalité  (i3),  quels 
<|ue  soient  oX^,  ûi)!}2}  082?  que  si  Ton  a,  en  tout  point  du  corps  % 

Or,  ces  égalités  sont  précisément  celles  qui  assurent  le  minimum 
(lu  potentiel  thermodynamique  interne. 

Nous  sommes  donc  en  possession  de  deux  définitions  du  mot 
corps  parfaitement  doux,  qui  sont  équivalentes  pour  des  sys- 
tèmes qui  ne  renferment  pas  de  courant.  Mais  la  seconde  a  sur  la 
première  un  grand  avantage  *:  elle  peut  s'étendre  aux  systèmes 
(lui  renferment  à  la  fois  des  courants  et  des  aimants. 

On  peut  toujours,  sans  hypothèse,  écrire  la  quantité  de  chaleur 
(lue  dégage  une  modification  infiniment  petite  dans  un  système 
qui  renferme  à  la  fois  des  courants  électriques  et  des  aimants 
sous  la  forme 

(18)  ErfQ  =  2((i:-T^!j;)j^/-hiw/Q', 

rfQ'  étant  une  certaine  quantité  de  chaleur. 

Nous  avons,  au  §  2,  fait  V hypothèse  que  la  quantité  rfQ'  était 
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égale  à  o  lorsque  tous  les  corps  magnétiques  du  système  gardaient 
une  aimantation  invariable. 

Nous  allons  maintenant  admettre  la  définition  suivante  : 

Nous  dirons  que  les  corps  sur  lesquels  l' aimantation  a 
varié,  dans  un  système  renfermant  des  aimants  et  des  cou- 
rants, sont  des  corps  parfaitement  doux,  si  la  quantité  de 
chaleur  rfQ'  est  donnée  par  la  formule 

(19)  Edq=T^J        ^^^       d,. 

Appliquée  aux  systèmes  qui  ne  renferment  pas   de  courant^ 
cette  définition  coïncide  avec  la  seconde  des  définitions  équiva- 
•  lentes  que  Ton  peut,  au  sein  de  pareils  systèmes,  donner  des  corps 
magnétiques  parfaitement  doux. 


*—* 
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CHAPITRE  V. 


CHALEUR    DE    DESAIMANTATION. 


L^expression,  obtenue  au  Chapitre  IV,  de  l'énergie  interne  d'un 
système  qui  renferme  des  aimants  et  des  courants  fermés  et  uni- 
formes nous  permet  de  donner  l'explication  théorique  d'une  expé- 
rience que  plusieurs  physiciens  ont  répétée. 

Voici  en  quoi  consiste  cette  expérience  : 

Un  courant  d'une  intensité  donnée  J  traverse  une  bobine  qui 
est  placée  dans  un  calorimètre.  Après  qu'elle  y  a  séjourné  un 
temps  court  t,  on  ouvre  le  circuit. 

Le  courant  s'évanouit.  Le  calorimètre  accuse  un  dégagement 
de  chaleur  qui  a  pour  valeur 

RJ2f-HQ, 

R  étant  la  résistance  de  la  spirale. 

On  recommence  la  même  expérience,  la  spirale  contenant  un 
morceau  de  fer  doux.  On  observe  un  dégagement  de  chaleur 

RJî/-hQ'. 

Quel  est  le  sens  que  l'on  doit  attribuer  à  la  différence 

de  ces  deux  dégagements  de  chaleur? 

Dans  chacune  de  ces  deux  circonstances,  le  dégagement  de  cha- 
leur est  la  variation  changée  de  signe  de  l'énergie  interne.  On 
trouve  donc  aisément  que  Ton  a 
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p  étant  le  coefficient  d'induction  propre  du  circuit,  et 

les  deux  derniers  termes  se  rapportant  à  Taimantation  prise  par  le 
fer  doux  à  l'intérieur  de  la  bobine.  On  a  donc 

IjC  potentiel  magnétique  ^  de  Taimant  est  une  quantité  essentiel- 
lement positive.  Il  en  est  de  même  de  la  quantité  ^( OÏL).  La  quan- 
tité T   '  L. —  est,  pour  le  fer  doux,  assez  petite  par  rapport  à  la 

précédente.  La  quantité  ^est  donc  positive. 

Il  est  extrêmement  intéressant  d'obtenir  une  vérification  expé- 
rimentale précise  de  la  formule  (i);  en  effet,  on  vérifiera  ainsi, 
d'une  manière  presque  immédiate,  que  la  constante  JQ'  est  égale 
à  o,  et  que  l'expression  de  l'énergie  interne  d'un  système  de  cou- 
rants et  d'aimants  ne  renferme  pas  de  terme  électromagnétique. 

Supposons  la  bobine  assez  longue  ;  nous  verrons  au  Chapitre  VII 
que  le  champ  électrodjnamique,  à  l'intérieur  de  cette  bobine  et  à 
une  distance  suffisante  de  ses  extrémités,  peut  être  regardé  comme 
sensiblement  uniforme;  la  direction  de  ce  champ  est  la  direction 
de  l'axe  de  la  bobine.  Soit  "Ç  la  fonction  potentielle  des  courants 
qui  forment  cette  bobine.  Nous  verrons  au  Chapitre  suivant  qu'un 
morceau  de  fer  doux,  placé  dans  ce  champ,  s'aimante  comme 
dans  un  champ  magnétique  dont  la  fonction  potentielle  aurait 
pour  valeur  en  chaque  point 


47::^ 


'<>. 


Supposons  que  le  fer  doux  ait  la  forme  d'un  ellipsoïde  dont 
Tun  des  axes,  pris  pour  axe  des  Xj  soit  dirigé  comme  le  champ. 

D'après  les  lois  connues  de  l'aimantation  (Livre  IX,  Chap.  IV), 
cet  ellipsoïde  s'aimante  uniformément  dans  la  direction  même  du 
champ.  Soit  Oïl  son  intensité  d'aimantation;  posons 

F(Oli)=  --^ 

d{D\l) 
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et  nous  aurons,  comme  composantes  de  son  aimantation  [loc.  cii., 
égalité  (5)], 

(  ji  =iv5        F(JIL)       &Q 

(  lft>  =  o,  G  =  o, 

X  étant  une  constante  qui  dépend  de  la  forme  de  l'ellipsoïde. 

D'ailleurs,  si  nous  désignons  par  O  la  fonction  potentielle  ma- 
gnétique de  cet  ellipsoïde,  nous  aurons 

OU  bien,  en  remarquant  que  les  lois  de  l'aimantation  donnent 

^  7.J    F(OIV)  SirJlJ  dx 

Les  égalités  (2),  qui  donnent  <y\o  =  OTL,  permettent  de  transfor- 
mer cette  égalité  en 

2XFO!t)  r 

Si  nous  désignons  par  a,  6,  c  les  trois  demi-axes   de    notre 
ellipsoïde,  nous  trouverons 


J,.=\. 


abc 


et 

(3) 

3-=  \'i:abc\d\l^. 

On  a  aussi 

(4)       /p(^)- 

-  T  — -^ —    "''  —  3  "***' 

En  vertu  de  ces  égalités  (3)  et  (4),  l'égalité  (i)  devient 
(5)  E^=\7:abcU\U[L^^§{2f[L)^T^J^']^ 

Supposons  que,  conformément  à  la  théorie  de  Poisson,  on  rem- 
place la  fonction  magnétisante  F(d1l/)  par  un  coedQcient  d'aiman- 
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talion  k  indépendant  de  Tintensité  d^aimantation.  On  aura  alors 
[Livre  IX,  Chap.  II,  égalité  (27)] 

dêiOXi)  __      D\L^  dk 
dT       ~~      ik^   dH' 

et  FégaJité  (5)  deviendra 

T^  ^       '-i       A    / ,  ^       k       k^  dk\  ^^„  ^ 

Mais,  si  l'on  désigne  par  M  le  moment  magnétique  deTelIipsoïde, 

on  a 

M 


3ÎL  = 


x  it  abc 


et  l'égalité  précédente  devient 

/1-4-4XA:        i    dk\     M» 
(6)  E^=(^^—^ j-^^j 


-  Tzabc 


Le  coefficient  X  dépend  de  la  forme  de  l'ellipsoïde;  si,  laissant 
fixes  les  deux  demi-axes  b  et  c,  on  fait  croître  au  delà  de  toute 
limite  le  demi-axe  a,  ce  coefficient  X  tend  vers  o.  Or,  l'ellip- 
soïde tend  en  même  temps  vers  la  forme  d'un  cylindre  elliptique 
indéfini. 

Si  l'on  assimile  un  cylindre  elliptique  très  long  à  un  ellipsoïde 
très  allongé,  on  voit  que,  pour  un  cylindre  elliptique  de  longueur  L, 
de  section  (o,  on  devra  prendre 

a  =  -  y  0)  =  Ttbc, 

et  l'égalité  (6)  deviendra 

/     X  r^n.  /I  I     dk\       M^ 

(7)  E^=(jj-^^)^— -. 

-ictoL 

La  quantité  de  chaleur  ^  est  proportionnelle  au  carré  du 
moment  magnétique  de  l'aiguille  et  en  raison  inverse  de  son 
volume. 
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Cette  loi  a  été  vérifiée  expérimentalement  par  M.  Joule  (*),  par 
M.  Ëdlund  (^)  et  surtout  par  Gazin  (').  Voici  les  nombres  obte- 
nus par  Cazin  en  opérant  sur  trois  aiguilles  de  même  substance, 
de  même  section,  mais  de  longueur  différente,  et  aimantées  dif- 
féremment. D'après  la  théorie  précédente,  le  quotient 

devrait  avoir  la  même  valeur  pour  toutes  ces  aiguilles  : 


L.        M.        ^. 

3,2 


[    74,9      0,068        82700      25800 
(  iOji  0,020        80700       253oo 


121,0       0,1 38        106000       3 1200* 
65,1       0,046        92000       26900 


3,4 

2,4  5o,6  0,04 i^  »  26700 

Sauf  pour  l'observation  que  nous  avons  marquée  d'un  *,  l'écart 

maximum  entre  deux  valeurs  trouvées  pour  ^j*  n'atteint  pas  la 

quinzième  partie  de  l'une  de  ces  valeurs,  concordance  que  l'on 
doit  regarder  comme  satisfaisante,  dans  ces  expériences  qui  of- 
frent une  foule  de  causes  d'erreur.  Quant  à  l'anomalie  présentée 
par  l'observation  marquée  d'un  *,  eJle  s'explique  aisément;  cette 
observation  se  rapporte  à  un  cas  où  l'aiguille  était  aimantée  d'une 
manière  particulièrement  intense;  pour  une  semblable  aimanta- 
tion, l'approximation  obtenue  en  remplaçant  la  fonction  magnéti- 
sante F  (OU),  par  un  coefficient  d'aimantation  constant,  est  insuffi- 
sante. 


(  '  )  Joule,  On  the  catorific  effects  of  magneto-electricity  and  on  the  niecha- 
nical  value  of  heat  [Philosophical  Magazine^  t.  XXIH,  pp.  263,  347i  435 
(i8/,3)]. 

(')  Edlund,  UndersÔkning  ont  galvaniska  induktionsstromars  Vàrmentveck- 
ling  och  dennas  fôrJiâllande  tUl  det  dervid  forbrukade  mekaniska  Arbetet 
[Stockholm,  Ofversigt,  t.  XXI, p.  79;  1864.  —  Poggendorff's  Annalan,  t.  CXXIII, 
p.  îïoS  (1864  )]. 

(')  Cazin,  Mémoire  sur  les  effets  thermiques  du  magnétisme  [Annales  de 
Chimie  et  de  Physique^  5*  série,  t.  VI,  p.  49^  (1875)]. 
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CHAPITRE  VI. 


AIMANTATION  PAR  LES  COURANTS. 


Suivons  les  conséquences  de  la  déGnilion  électromagnétique 
des  corps  parfaitement  doux  donnée  au  Chapitre  IV.  Nous  allons 
voir  qu'il  est  facile  d'en  déduire  les  lois  de  la  distribution  magné- 
tique sur  ces  corps. 

Considérons  un  système  que,  pour  fixer  les  idées,  nous  suppo- 
serons formé  d'un  aimant  permanent  1,  d'un  morceau  de  fer 
doux  2  et  d'un  conducteur  fermé  et  immobile  C,  traversé  par  un 
courant  uniforme  et  constant  d'intensité  J.  Supposons  que  l'ai- 
mantation du  morceau  de  fer  doux  subisse  une  certaine  variation 
et  exprimons  que  le  système  dégage  une  quantité  de  chaleur  rfQ 
donnée  par  l'égalité 

Le  premier  membre  a  pour  valeur 

-E8U. 

Négligeons,  comme  nous  sommes  convenus  de  le  faire,  la  quan- 
tité \]gr  8(0 —  Itt/î  remarquons  que  l'uniformité  du  courant 
exige  que  l'on  ait,  en  tout  point, 

oq  =  0,        et  aussi        8W  =  o  ; 

nommons    tDi,    O2    les   fonctions   potentielles   magnétiques    des 
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corps  1  et  2;  nous  aurons  [Chap.  IV,  égalité  (16)] 

V  il — àF, —  +    àùK,    5r,J  "'-*'* 
"    1. — ^1 —  ^     àOK,     5iï;  J  °'*^' 

D'autre  part,  le  circuit  est  le  siège  de  deux  forces  électromo- 
trices : 

i"  Une  force  électromotrice  hydro-électrique  e,  dont  la  valeur 

est  telle  que 

eJc?/=  — E8(r  — T£); 

2°  Une  force  électromotrice  d'induction  électromagnétique^ 
celle-ci  a  une  valeur  ef  telle  que 

e'}dt=z^J  SV  on  dv  f\  os. 

Si  A,  B,  C  sont  les  composantes  de  la  directrice  du  courant  en 
un  point  de  Télément  rfr,  cette  dernière  égalité  peut  s'écrire 
[Chap.  III,  égalité  (5)], 

e'5dt=  -^j'y(A8Xî  +  BoiJb,-4-  C  8Gi)  ^t-'j. 

D'autre  part,  si  'Ç  désigne  la  fonction  potentielle  magnétique 
d'un  feuillet  quelconque  équivalent  a/^/?oi/if  de  vue  de  V Electro- 
dynamique  à  notre  courant  fermé,  ou,  en  d'autres  termes,  la 
fonction  potentielle  de  notre  courant,  nous  aurons  [Liv.  XIV, 
Chap.  XI,  égalités  (4)]> 

%    Al  ^^ 


Nous  aurons  donc 
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et,  par  conséquent, 

Si  donc  nous  posons 
l'égalité  (i)  deviendra 

rPi«L±i2i)  -44^^  îT^ls^'..  d.,. 

^J  L^ 4-3Î  ^.  -^  F;(i)iîô.r-"''' 

Cette  égalité  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  quantités  S^A.^, 
o\)l)29  S83,  ce  qui  donne 

(3)  ]  ,i..=-F.(0R.)r^02L±«L)_lvJ  J?l. 

^,  =-F,(01l.)|^ ^^- ^^-  —   . 

Ces  équations  donnent  les  lois  de  Faimantation  du  fer  doux,  par 
les  courants. 

Si  on  les  compare  aux  égalités  (17)  du  Chapitre  précédent  qui 
donnent  les  lois  de  Taimantation  par  les  aimants,  on  voit  sans 
peine  qu'elles  se  peuvent  interpréter  de  la  manière  suivante  : 

Considérons  le  feuillet  magnétique  qui  est  équivalent,  au 
point  de  vue  de  V E lectrodynamique,  au  courant  fermé  et  uni- 
forme que  Von  considère.  Multiplions  les  composantes  de  l'ai- 
mantation en  chaque  point  de  ce  feuillet  par 

47:51' 


398  LIVRE   XV.  —   AIMANTS   ET   COIRVNTS  UNIFORMES. 

Nous  obtiendrons  un  noui^eau  feuillet  magnétique.  Le  courant 
en  question  influera  sur  ^aimantation  d^un  morceau  de  fer 
doux  de  la  même  manière  que  ce  dernier  feuillet. 

Cet  énoncé  suppose  que,  par  le  courant,  on  puisse  faire  passer 
un  feuillet  magnétique  ne  rencontrant  pas  l'aimant,  mais  les  é^- 
Htés  (3),  que  cet  énoncé  traduit  moyennant  cette  restriction,  de- 
meurent vraies  sans  restriction.  Toutefois,  il  est  entendu  que 
le  courant  et  V aimant  n^ont  aucun  point  commun. 

Si  la  forme  et  l'intensité  du  courant  sont  données,  les  trois  dé- 
rivées partielles  de  sa  fonction  potentielle  sont  données  ;  le  pro- 
blème de  l'aimantation  d'un  morceau  de  fer  doux  par  des  courants 
de  forme  donnée  et  d'intensité  donnée  est  donc  purement  et 
simplement  ramené  au  problème  de  l'aimantation  par  des  aimants 
permanents  ;  on  peut  transporter  à  celui-là  toutes  les  propriétés 
démontrées  pour  celui-ci.  En  particulier,  on  pourra  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Sur  un  corps  magnétique  parfaitement  doux  et  placé  en 
présence  de  courants  fermés  et  uniformes  d'intensité  donnée, 
l'aimantation  prend  une  distribution  parfaitement  déter- 
minée, et  cette  distribution  est  stable. 

Dans  le  cas,  au  contraire,  où  l'intensité  des  courants  est  sus- 
ceptible de  varier,  l'aimantation  du  fer  doux  devient  l'objet  d'une 
théorie  nouvelle.  C'est  à  cette  théorie  qu'appartient  la  question 
suivante  : 

Un  certain  nombre  de  conducteurs  fermés  sont  mis  en  pré- 
sence d*un  morceau  de  fer  doux.  Les  conducteurs  ne  renferment 
aucune  force  électromotrice  étrangère  à  Tinduction.  Initialement, 
les  conducteurs  ne  sont  traversés  par  aucun  courant  et  le  corps 
parfaitement  doux,  en  vertu  des  égalités  (3),  n'est  pas  aimanté. 
Un  tel  état  est-il  stable?  En  d'autres  termes,  peut-il  arriver  que 
des  courants  prennent  naissance  dans  les  conducteurs  d'un  sem- 
blable sj^slème  et  que  le  corps  magnétique  s'aimante,  le  système 
demeurant  d'ailleurs  immobile? 

Supposons  qu'au  bout  du  temps  t^  les  conducteurs  C|,  C2,  • . . , 
C„  soient  traversés  par  des  courants  d'intensité  J|,  J2,  •■• ,  J/i- 
Quelle  est,  à  l'instant  /,  la  force  électromotrice  qui  agit  dans  le 
conducteur  C|? 


CI1AP.   VI.  —  AIMANTATION   PAR  LES  COURANTS.  Sgç) 

Celte  force  est  la  somme  de  deux  autres  :  Tune,  ei,  est  due  à 
l'induction  électromagnétique;  l'autre,  e\j  est  due  à  l'induction 
électrodjnamique. 

Nous  avons 

ci  =  -Jl^P^^i"^  P,jJj-|-...-f-  Pi«J«), 

Pi  étant  le  coefficient  d'induction  propre  du  circuit  d,  et  P,/  le 
coefficient  d'induction  mutuelle  du  circuit  C|  et  du  circuit  /.  Ces 
coefficients  sont  indépendants  du  temps. 
D'autre  part,  nous  avons 


=Aé/^''''X'*- 


Jf  A  ds  étant  indépendant  du  temps, 
c, 
Si  R{  désigne  la  résistance  du  circuit  C|,  nous  aurons 

Nous  aurons  donc,  pour  tout  le  système, 
f  (R,Jf-+-RiJ|-f-...-4-R«J,î)rf^ 


(4) 


Nous  avons  d'ailleurs 

j-tPSLdvhi  I  \ds-^Jt  f\ds-h...'i-5n  f^ds 


\  ày  dy  dy  ] 

^*^4>  ^*^2?  •••>  ^*^l  désignant  les  fonctions  potentielles  des  feuillets 
équivalents,  au  point  de  vue  de  l'Électrodynamique,  aux  courants 
C|,  C2,  ...,0/1. 
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Nous  aurons,  en  vertu  des  équations  (3), 

•irA  \dx    '^  dx    "^•••"+"    àx  )  ~  dx'^  F(Orc)' 


7     <ir 


d 


47:31  Vc^7      '     d^  '  àjr  J        dy    '    F(OIL) 

41:51  V  ^^    '^   àz    ■^•••■^    (^;5   y  ~  (^5   "^  F(^l^) 


Nous  aurons  donc 


\      ôx  dy  âz  I  F{Dk) 

Désignons  par  ^  le  potentiel  magnétique  du  morceau  de  fer 
doux.  Nous  avons 


et,  par  conséquent, 


£  (R,Jî+R,J|  +  ...+  R„J») 


dt 


Chacun  des  termes  du  second  membre  est  négatif,  tandis  que 
le  premier  membre  est  nécessairement  positif.  On  voit  donc  que 
cette  égalité  (5)  est  impossible  ;  les  conducteurs  ne  peuvent  être 
traversés  par  aucun  courant  uniforme,  et  les  corps  magnétiques 
ne  s'aimantent  pas. 


*%—* 


CHAPITRE  VIL 


DÉTERMINATION   DES  COEFnCIENTS  D'AIMANTATION. 
MÉTHODE  DE  G.  KIRCHHOFF. 


S  1-  —  Champ  éleotrod;iiamiq.ue  d'uae  bobine  annulaire. 

G.  K.irc}ihoir(')  a  traïlë  en  détail  un  problème  où  il  est  fait 
appela  la  Cois  à  la  théorie  de  l'aimantation  parles  courants  el 
aux  lois  de  l'induction  par  variation  d'aimaDtation;  nous  allons 
étudier  ici  ce  problème  qui  présente,  en  outre,  Tintérét  de  fournir 
l'une  des  meilleures  méthodes  pour  la  détermination  expérimen- 
tale ducoefficienl  d'aimantation  d'un  morceau  de  fer  doux. 

Par  un  axe  ZZ'  (Jig-  63)  faisons  passer  un  plan;  dans  ce  plau, 

Fig.  63. 


traçons  une  courbe  L  ne  rencontrant  pas  l'axe  el  entourant  i 


(  '  )  G.  KiRCHUOFF,  Zur  Théorie  des  in  einem  Eiaenkôrper  inducîrien  Magne- 
tiimus  [Poggendorff'$  AnnaUn:  Ergântungiband,  l.  V;  [870.  —  Kirc/tho/fs 
Abhandlungen,  p.  iiS). 

D.  -  III.  16 
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aire  S.  Si  le  plan  tourne  autour  de  l'axe  TILl y  la  courbe  L,  jouant 
le  rôle  de  méridienne,  engendrera  un  anneau.  Nous  supposerons 
cet  anneau  formé  d'un  fer  doux  homogène. 

Dans  le  plan  primitivement  considéré,  traçons  une  seconde 
courbe  fermée  L',  entourant  la  courbe  L  et  ne  rencontrant  pas 
Taxe;  soit  S' l'aire  qu'elle  enferme. 

Par  l'axe  ZZ'  faisons  passer  ri  plans,  dont  chacun  forme  avec 
ceux  qui  l'avoisinent  un  même  angle 

n 

Nous  supposerons  le  nombre  rJ  de  ces  plans  très  grand,  et,  par 
conséquent,  l'angle  AO'  très  petit. 

Lorsque  le  plan  mobile  considéré  vient,  dans  son  mouvement, 
coïncider  successivement  avec  chacun  de  ces  plans,  la  courbe  L^ 
vient  occuper  des  positions  L', ,  L',,  . . .,  \J^,  Supposons  chacune 
de  ces  positions  réalisée  matériellement  par  un  (11  conducteur; 
nous  obtiendrons  une  bobine  annulaire  de  n!  tours  de  fil. 

Nous  supposerons  ces  tours  de  (il  tous  parcourus  par  un  même 
courant  uniforme  d'intensité  P;  le  sens  dans  lequel  ce  courant 
est  compté  positivement  sera  défini  de  la  manière  suivante  : 

Nous  supposerons  que  l'angle  0,  qui  dé(init  la  position  d'un 
demi-plan  quelconque  ZOX'  passant  par  ZZ'  par  rapport  à  un 
certain  plan  (ixe  ZOX,  aille  en  croissant  lorsque  la  droite  OX' 
tourne  autour  de  OZ  de  gauche  à  droite.  Nous  prendrons  alors 
le  sens  positif  de  la  courbe  L'  de  telle  façon  que  le  sens  où  l'angle 
0  va  en  croissant  soit  le  sens  dans  lequel  les  tours  de  la  bobine 
sont  traversés  de  leur  face  négative  à  leur  face  positive. 

La  bobine  aimante  l'anneau  de  fer  doux  qu'elle  renferme  ;  nous 
allons  nous  proposer  de  déterminer  cette  aimantation,  ce  qui 
exigera  au  préalable  la  détermination  de  la  fonction  potentielle  de 
la  bobine. 

Soit  *<?  cette  fonction  potentielle;  nous  savons  que  "Ç  ne  sera 

pas  une  fonction  uniforme  des    coordonnées,  mais  que  y  "JT' 

-r-  seront  des  fonctions  uniformes  des  coordonnées  ;  nous  allons 
ôz 

chercher  à  déterminer  ces  fonctions. 

Aux  coordonnées  cartésiennes  x^  y  de  la  projection  d'un  point 
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sur  le  plan   XOY,  nous  substituerons  les  coordonnées  polaires 
p,Q  du  même  point.  Nous  aurons 

7  =  p  sine. 

Au  lieu  de  déterminer -3—»  -r->  3->  nous  déterminerons  -r-  '  ^â^ 

ox     ày     oz  dp      aO 

—  »  les  dernières  quantités  étant  liées  aux  premières  par  lésé  ga- 

lités 

-r—  =  -T—  cosO  -h  -T—  sin  0, 
dp        ox  oy 

dz   ~  àz 

Considérons  le  tour  de  fil  L\  ;  soit  dS\  un  élément  de  l'aire  qu'il 
embrasse;  soit  N ^  la  normale  à  la  face  positive  de  cette  aire.  Ce 
tour  de  fil  h\  aura,  en  un  point  (p,  0,  z)j  une  fonction  potentielle 
électrodynamique  qui  a  pour  valeur 


'^-f^^'Ss;^''''" 


r  étant  la  distance  d'un  point  de  l'élément  dS\  au  point  (p,  0,  3). 
Soit  (Pj,  8j,  z\)  un  point  de  l'élément  dS\.  Nous  aurons 

dN\  =  p\db\, 

Si  l'on  remarque  que  ^\  a  la  même  valeur  pour  tous  les  points  de 
la  surface  S^ ,  on  pourra  écrire 

*"/ï       àK\/^    Pi   ' 

OU  bien,  en  posant 


(4)  V.  =  S    If 

^8    ^    Pi 


/â      <^®i 
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Od  en  déduit 

àp  ""  ^^   op  de;  ' 
dô  ~  /2    d6  de;  ' 

c^U,  ^  A  j,  d«V, 


On  a  d'ailleurs 


dz      ^2    d^  de; 

i?  =  U,H-Uï-t-...-+-U„ 


et,  par  conséquent, 

^p  ~/i    V^p^i  "^c^pe^e',     •••"^dpde;7' 
^^^  1  (^e  "^â    \<^0de;"^dedG;        "^dede;/' 

^^  "  y/a    \c^^de;  "^d-sdoi  d^de;/' 

Si  Ton  prend  la  courbe  U  dans  une  position  quelconque  définie 
par  l'angle  6',  et  si,  pour  cette  courbe,  on  forme  la  fonction  V  dé- 
finie par  l'égalité  (4)?  cette  fonction  coïncidera  successivement 
avec  Vi,  V2,  . . . ,  V/i  quand  la  courbe  U  viendra  occuper  les  posi- 
tions -1^1  y  *^2^  *  *  '  )  *^n' 

En  vertu  de  l'égalité  (i),  la  première  des  égalités  (5)  peut 
s'écrire 

dp  "■  y/5  2ir  \dp  de;  "^  àp  de;  dp  de;/  ^  • 

Si  l'angle  AO'  est  très  petit,  cette  égalité  peut  se  transformer  en  la 
première  des  égalités 

dp    ■"  v^î   27zJ^      dpde'"^' 


d\?        J3l   n'J'   r^""  d^Y 


\  d-Ç  _  3i  n'y  r 


dzd^ 


7^0'; 


les  deux  autres  se  démontrent  d'une  manière  analogue. 
D'après  l'égalité  (4)j  la  fonction  V  est  la  fonction  potentielle 
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ordinaire  d'une  couche  superGcielle  distribuée  sur  la  surface  S'  et 

ayant  pour  densité  en  chaque  point  la  quantité  —  •  Les  dérivées 

partielles  de  cette  fonction  potentielle  peuvent  subir  une  discon- 
tinuité si  le  point  (p,  0,  z)  vient  à  traverser  la  surface  S',  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  si  la  surface  S',  en  se  déplaçant^  vient  à  se  faire 
traverser  par  le  point  (p,  0,^).  Cette  remarque  est  fondamentale 
pour  la  transformation  que  nous  allons  faire  subir  aux  égalités  (6). 
Avant  de  faire  cette  transformation,  nous  distinguerons  le  cas 
où  le  point  (p,  0,  z)  est  extérieur  à  la  bobine  annulaire  du  cas  où 
il  est  intérieur  à  cette  bobine. 

1*  Le  point  (p,8,  5)  est  extérieur  à  la  bobine  annulaire. 
Lorsque  8' varie  de  o  à-27ï,  la  courbe  L'  décrit  la  bobine  annu- 
laire; le  point  (p,  B,^)  ne  heurte  à  aucun  moment  la  surface  S'; 

les  dérivées  -r-  »  ^k*  >  ^—  varient  d'une  manière  continue  avec  la  po- 

d^     o^     oz  ^ 

sition  de  la  courbe  S',  et  les  égalités  (6)  donnent 

d-Ç  d-Ç  at? 

Une  bobine  annulaire  à  tours  serrés  n^ exerce  aucune  action 
sur  les  points  qui  lui  sont  extérieurs, 

2°  Le  point  (p,8,2)  est  intérieur  à  la  bobine  annulaire. 
Dans  ce  cas,  lorsque  0'  varie  de  o  à  aie,  la  surface  S'  rencontre  le 
point  (p,  0,  z)  et  se  fait  traverser  par  lui  de  la  face  positive  à  la  face 
négative. 

Un  peu  avant  cette  rencontre,  le  point  (p,  0,  z)  est  situé  du  côté 
positif  de  la  surface  S'  ;  de  plus,  un  accroissement  rfô  de  l'angle  8 
augmente  de  p  <R  sa  distance  normale  à  la  surface  S'.  On  a  donc 

N  étant  la  normale  à  la  face  positive  de  la  surface  S. 

Un  peu  après  la  rencontre,  le  point  (p,  6,  z)  est  situé  du  côté 
négatif  de  la  surface  S';  de  plus,  un  accroissement  rfô  de  l'angle  8 
diminue  de  p  d^  sa  distance  normale  à  la  surface  S'.  On  a  donc 
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N'  étant  la  normale  à  la  face  négative  de  la  surface  S'.  Lors  donc 
que  6'  augmente  de  o  à  211c,  il  y  a  un  moment  où  -rr  subit  l'accrois- 
sement brusque 

^V^N       dN'J 

La  fonction  V  est  la  fonction  potentielle  ordinaire  d'une  distri- 
bution superficielle  répandue  sur  la  surface  S'.  Si  Ton  désigne  par 
9  la  densité  de  cette  distribution,  on  aura 

Ici,  0"  =  -  ou,  ce  qui  revient  au  même,  o-  =     •  La  variation  brus- 

que  que  subit  -t^^  à  un  instant  compris  entre  l'instant  où  V  part  de 
o  et  l'instant  où  0'  prend  la  valeur  27î  a  donc  pour  valeur  4'^*  On 
verrait  sans  peine  que  ^  et  -r-  ne  subissent  aucune  discontinuité. 
Les  égalités  (6)  donnent  alors 

¥  =  "• 

(S)  (^=_^an'J-, 

A  l'intérieur  d'une  bobine  à  tours  serrés,  l'action  électro- 
dynamique  est,  en  chaque  point,  normale  au  plan  méridien 
de  ce  point;  elle  est  dirigée  de  manière  à  former  avec  l'axe 
des  z  un  couple  à  rotation  négative  (moyennant  les  conventions 
arrêtées  pour  le  sens  du  courant);  elle  a  pour  grandeur 

p  étant  la  distance  du  point  à  l'axe. 

Considérons  un  cercle  ayant  ZZ'  pour  axe  et  passant  par  le 
point  (p,  0, 'I).  Soit  A  l'arc  très  petit  de  ce  cercle  compris  entre 
les  plans  de  deux  tours  successifs  de  la  bobine.  On  aura 

n'A  =  airp, 
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en  sorte  que  l'égalité  (9)  pourra  s'écrire 

(,o)  ""^r^-^ 

Cette  nouvelle  expression  de  la  force  F  est  rendue  intéressante 
par  la  conséquence  suivante  : 

Imaginons  que  la  distance  de  l'axe  TjTI  à  la  bobine  augmente  de 
plus  en  plus,  sans  que  la  surface  S' change,  non  plus  que  A.  A  la  li- 
mite, nous  aurons  une  bobine  cylindrique  illimitée,  dont  S' sera  la 
section  et  dont  les  tours  plans,  très  serrés,  seront  à  une  distance  A 
les  uns  des  autres.  On  voit  donc  qu'à  l'intérieur  d'une  semblable 
bobine,  le  champ  électrodynamique  est  uniforme,  dirigé  comme 
les  génératrices  de  la  bobine,  et  ayant  une  intensité  définie  par 
l'égalité  (10). 

Cette  conclusion,  exacte  pour  une  bobine  illimitée,  est  vraie 
approximativement  pour  une  bobine  cylindrique  limitée  très 
longue,  pourvu  que  l'on  ne  considère  pas  les  points  trop  voisins 
des  extrémités.  Nous  avons  fait  usage  de  ce  résultat  au  Chapitre  V. 

§  2.  —  Aimantation  du  noyau  de  fer  doux. 

Cherchons  maintenant  l'aimantation  prise  par  l'anneau  de  fer 
doux  qui  se  trouve  placé  dans  l'âme  de  la  bobine  annulaire. 

D'après  les  égalités  (3)  du  Chapitre  précédent,  les  composantes 
X,  ilb,  G  de  l'aimantation  sont  données  par  les  relations 

F(Oll^)  étant  la  fonction  magnétisante  et  XD  la  fonction  potentielle 
magnétique  de  l'anneau. 

Considérons  la  tangente  au  parallèle  qui  passe  par  le  point 
(p,  0,  z)  de  Taimant,  cette  tangente  étant  menée  dans  le  sens  où  0 
va  en  croissant;  considérons  aussi  celui  des  rayons  de  ce  parallèle 
qui  se  dirige  du  centre  vers  le  point  (p,  ô,  Js).  Soit  ©  la  compo- 
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sanle,  suivant  la  première  droite,  de  raimantatton  au  point  (p,  0,  z)] 

soit  Si  la  composante  de  l'aimantation  suivant  la  seconde  droite. 

Au  lieu  de  déterminer,  en  chaque  point  de  Taimant,  les  quantités 

-V»,  Tlî),  C,  nous  pouvons  déterminer  les  quantités  ^,  S,  G.  Nous 

aurons  évidemment 

(  e^l>  =  JlcosB  — G  sin6, 
(12)  . 

(  lJl)  =  ^  sine-hScose. 

Ces  égalités,  comparées  aux  égalités  (11),  aux  égalités  (3),  et 
aux  égalités  analogues  à  (3)  que  Ton  peut  écrire  pour  la  fonction  t>, 
donnent 

ou  bien,  en  vertu  des  égalités  (8), 

^  =  -F(01l.)^, 


e=-Fon,)§ 


Nous  savons  que  ces  équations  ne  peuvent  être  vérifiées  de  plus 
d'une  manière.  Or  nous  allons  démontrer  qu'elles  sont  vérifiées  si 
l'on  pose 


(i4)  {  S=--*-F(yiL)  — ,         2fïL  =  \fEl 

G  =  o. 

en  sorte  que  nous  serons  assurés  d'avoir  ainsi  obtenu  l'aimantation 
de  notre  anneau  de  fer  doux. 

Supposons,  en  effet,  l'aimantation  donnée  parles  égalités  (i4)- 
Considérons  un  élément  rfS'  de  la  courbe  S'.  Cet  élément,  tour- 
nant autour  de  l'axe  ZZ',  engendre  un  tore  infiniment  délié.    Si 
l'aimantation  est  donnée  par  les  égalités  (i4)}  ^^  ^^^^  ^^^  ^^  sole- 
noïde  magnétique  fermé  dont  la  fonction  potentielle  magnétique 
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est  égale  à  o  en  tout  point;  il  en  est  de  même  de  la  fonction  po- 
tentielle magnétique  de  Panneau  de  fer  doux,  qui  est  la  somme 
des  fonctions  potentielles  magnétiques  de  ces  tores  élémentaires. 
Ainsi,  si  l'aimantation  est  donnée  par  les  égalités  (14)7  on  a 

t)  =  o, 

et  les  égalités  (i3)  sont  vérifiées.  Les  égalités  (i4)  nous  font  donc 
connaître  les  lois  très  simples  suivant  lesquelles  s'aimante  le  tore 
de  fer  doux.  L^ aimantation  est,  en  chaque  point,  tangente  au 
parallèle  qui  passe  par  ce  point;  elle  est  inversement  propor- 
tionnelle à  la  distance  de  ce  point  à  Vaxe, 

§  3.  —  Induction  produite  dans  une  bobine  extérieure. 

Le  nojau  de  fer  doux  et  la  bobine  B'  que  nous  venons  d'étudier 
sont  placés  tous  deux  dans  l'âme  d'une  seconde  bobine  annulaire  B"; 
cette  seconde  bobine  annulaire  est  formée  de  n"  tours  équidi- 
stants  ;  chacun  de  ces  tours  est  formé  par  une  ligne  plane  L"  entou- 
rant une  aire  S". 

Cette  bobine  est  en  relation  avec  un  galvanomètre  balistique  ; 
R  est  la  résistance  totale  du  circuit. 

Examinons  le  phénomène  d'induction  suivant  : 

Au  début  de  l'expérience,  la  première  bobine  B'  est  parcourue 
par  un  courant  d'intensité  J;  le  fer  doux  est  aimanté;  aucun  cou- 
rant ne  parcourt  la  seconde  bobine  B". 

On  ouvre  la  première  bobine;  au  bout  d'un  temps  très  court, 
aucun  courant  ne  traverse  plus  cette  bobine  B'  non  plus  que  la  se- 
conde bobine  B''.  Le  fer  doux  est  désaimanté. 

Entre  ces  deux  époques,  la  bobine  ^B"  a  été  parcourue  par  un 
courant  d'induction  qui  a  mis  en  mouvement  une  quantité  d'élec- 
tricité Q.  On  peut  calculer  cette  quantité. 

A  un  instant  où  le  fer  doux  a  une  aimantation  donnée,  rem- 
plaçons chaque  élément  magnétique  par  le  petit  courant  C  auquel 
il  est  équivalent.  Soit  B  le  système  de  courants  ainsi  défini. 

Soient  P(^)5  P'(^)ï  ^ij')  les  potentiels  électrodynamiques  des 
systèmes  B,  B',  B",  tels  qu'ils  sont  à  Tins  tant  t^  sur  le  circuit  B'' 
parcouru  par  un  courant  égal  à  l'unité. 

A  l'instant  f,  la  force  électromotrice  d'induction  dans  la  bo- 
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bine  B"  est 

^      dP'(t)      dP'{t)      ^ylldV^ 
dt  dt  ^Tz%  dt 

Dans  le  temps  dt,  le  système  B^  est  traversé  par  une  quantité 
d'électricité  rfQ  qui  a  pour  valeur 

^Q  =  R  l—dT-  -^  —di —  4^  -dr\  ^'• 

La  quantité  Q  que  nous  voulons  calculer  a  donc  pour  valeur 

Q  =  ^[      P^^i)-hP'(^i)-J^P(^i) 

Au  début  de  l'expérience,  la  bobine  B''  n'est  traversée  par  au- 
cun courant.  On  a  donc 

P'(<o)  =  o. 

A  la  fin  de  l'expérience,  les  bobines  B',  B"  ne  sont  traversées 
par  aucun  courant;  il  en  est  de  même  du  système  B,  puisque  l'ai- 
mant est  désaimanté.  On  a  donc 

P^«i)  =  o,        P'(«i)  =  o,        P(^i)  =  o 

et,  par  conséquent, 

Déterminons  donc  P(^o)  et  P'(^o)- 

Soit  ^  la  fonction  potentielle  de  la  bobine  B''  parcourue  par  un 
courant  égal  à  l'unité;  en  reproduisant  la  démonstration  qui  a 
donné  les  égalités  (8),  nous  trouverons  que  l'on  a,  en  tout  point 
intérieur  à  la  bobine  B'', 


(i6) 


dp 

= 

o, 

= 

— 

51 

^'2 

'in\ 

dz 

=: 

0. 

Considérons  le  petit  circuit  C  équivalent  à  un  élément  magné- 
tique DÏLdç  de  l'aimant.  Soient  co  son  aire,  n  la  normale  à  sa  face 
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positive  ety  Pintensité  du  courant  qui  le  parcourt  à  Tiustant  t.  Le 
potentiel  électrodynamique  de  ce  petit  courant  sur  la  bobine  B^ 
parcourue  par  un  courant  égal  à  l'unité  sera,  à  l'instant  t^ 

ou  bien,  comme  -py  w  est  précisément  égal  à  U[Lds^^  que  la  nor- 
maie  n  coïncide  avec  la  direction  de  T  aimantation, 

On  a  donc 

l'intégration  s'étendant  à  tout  l'aimant. 

A  l'instant  t^^  l'aimantation  est  donnée  par  les  formules  (i4)< 
On  voit  sans  peine  que 

dx  ày  âz     ~  p       dO 

On  peut  d'ailleurs  écrire 

dv  =  pdS  e/6. 

On  a  donc 


^('^)=-/  &s''-w''^'- 


Si  l'on  fait  usage  des  égalités  (i4)  et  (16)  et  si  l'on  effectue  l'in- 
tégration par  rapport  à  8,  on  trouve 

(,7)  P(M=-v/5«3ln'«'J'S^^-^ 

avec 


(18) 


F(OIL) 


A.  ^' 

2Tt       p 


Calculons  maintenant  P'(^o)* 

Le  potentiel  électrodynamique  de  l'un  des  tours  de  la  bobine  L', 
soit  le  tour  L',,  sur  la  bobine  B"^  sera 


'»")-^Ss.»'''«' 
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Mais 

ou  bien,  d'après  les  égalités  (16), 

On  a  donc 

kJs'   P 

Les  quantités />2(/o)j  • --i />'n'(^o)  ont  la  même  valeur.  Leur 
somme  a  donc  pour  valeur 


(19)  F(/o)  =  5i«/i'/i'J'§ 


dS' 


S'    p 


Reportons  dans  l'égalité  (i5)  les  résultats  des  égalités  (17) 
et  (ig),  et  nous  aurons 

(,o)        Q  =  5i.-^|_V^^_  +  (^^   V^^ J, 

dit  étant  défini  par  l'égalité  (18). 

Cette  formule  (20)  prend  une  forme  plus  simple  ^e  fo/i  sup- 
pose la  bobine  B'  exactement  appliquée  sur  Vanneau  de  fer 
doux.  Les  deux  surfaces  S  et  S'  sont  alors  identiques  et  l'on  a 

Dans  les  limites  où  la  fonction  magnétisante  F(OIL)  peut  être 
remplacée  par  un  coefficient  d'aimantation  constant  A:,  cette  éga- 
lité devient 

Nous  verrons  bientôt  (Chap.  XII)  que 


4ic5l 
L'égalité  précédente  deviendra  alors 


n'nJ'V ,        .    ,.C\    d% 


(a3)  Q  =  5i.!L^(r-t-4^^)§ 


s  p 
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La  boussole  des  taDgenles,  employée  comme  galvanomètre  ba- 
listique, permet  y  comme  nous  le  verrons  bientôt,  de  détermi- 


"«•"a» 


^«  Nous  obtenons  donc  un  moyen  de  déterminer  expérimen- 


talement (i  -+-  ^Tzk). 

Si  l'on  veut  tenir  compte  de  la  variation  de  la  fonction  ma- 
gnétisante avec  l'aimantation,  on  pourra,  en  vertu  de  l'égalité  (i8), 
écrire  l'égalité  (21) 

'k  étant  la  fonction,  liée  àF(OlL),  qui  sert  à  réduire  à  un  problème 
d'équations  aux  dérivées  partielles  le  problème  de  l'aimantation 
par  influence  {voir  Livre  IX,  Chap.  II). 

Si  l'anneau  de  fer  doux  aimanté  est  un  anneau  de  très  petite  sec- 
tion et  de  très  grand  rayon,  p  aura  sensiblement,  pour  tous  les 
points  de  cet  anneau,  une  môme  valeur  r,  et  l'égalité  précédente 
deviendra 

OU  bien,  en  faisant 

Cette  formule  permet,  par  une  série  d'expériences  effectuées 
avec  des  valeurs  différentes  de  l'intensité  J',  de  déterminer  la 
fonction  X  et,  partant,  la  fonction  magnétisante  F(dlL). 
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CHAPITRE  YIII. 

FORCES  ÉLECTROMAGNÉTIQUES  ENTRE  AIMANTS  ET  COURANTS 

UNIFORMES. 


§  1.  ~  Loi  fondamentale  des  forces  électromagnétiques* 

Considérons  un  système  que,  pour  simplifier  les  écritures,  nous 
supposerons  formé  d'un  seul  élément  magnétique  dv  et  d'un  seul 
conducteur  fermé  C  traversé  par  un  courant  d'intensité  J. 

Ce  système  est  soumis  à  l'action  de  certaines  forces  extérieures. 

Supposons  qu'il  subisse  un  certain  déplacement  pendant  lequel 
l'aimantation  de  l'élément  magnétique  et  l'intensité  du  courant 
demeurent  l'une  et  l'autre  invariables.  Pendant  ce  déplacement, 
les  forces  extérieures  effectuent  un  travail  d^c  I  la  force  vive  du 

système  s'accroît  de  S^-;— ;   le  système  dégage  une  quantité  de 

chaleur  rfQ,  et  l'on  a 

ErfQ4-S2^=-E8U-H  d(De, 

D'autre  part,  si  ûfC,-  désigne  le  travail  des  forces  intérieures, 
on  a 


Enfin,  dans  les  conditions  actuelles,  la  loi  de  Joule  est  appli- 
cable au  système,  et  l'on  a 

'  On  a  donc  finalement 


(1) 


(f5/  =  -  E  8U  —  ^e  -  T ~^^  J  dt. 
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Proposons-nous  de  calculer  les  quantités  qui  figurent  au  second 
membre  de  cette  égalité. 

D'après  l'égalité  (i6)  du  Chapitre  IV,  si  nous  désignons  par/> 
le  coefficient  d'induction  propre  du  circuit,  nous  aurons 

(a)  E8U  =  E8r+8W  +  82(e-Tf^)y-4-^^rf/. 

Les  courants  étant  uniformes,  on  a,  en  tout  point,  8^  =  o.  Nous 
sommes  convenus  de  négliger  ôf  6  —  '^^r)*  ^^^^  avons  donc 

Étant  donnée  une  quantité  quelconque  A,  nous  désignerons 

par  SA  la  variation  totale  de  cette  quantité  ;  par  AA  la  partie  de 

cette  variation  qui  dépend  seulement  du  changement  de  forme  et 

de  position  du  système;  par  DA  la  partie  de  cette  variation  qui 

dépend  seulement  du  changement  d'état;  en  sorte  que  nous  aurons, 

en  général, 

8A  =  AA-hDA. 

Les  courants  étant  uniformes,  nous  aurons 

DW  =  o,        8W  =  AW, 
en  sorte  que  l'égalité  (a)  deviendra 

(3)  ErfU  =  Ear-4--^^rf/. 

Soit  e  la  force  électromotrice  hj^dro-électrique  qui  agit  dans  le 
circuit;  nous  aurons 

eJrf^=  — ED(r  — TU). 
Soit  e'  la  force  électromotrice  d'induction  ;  nous  aurons 

dt  4  "ï^  dt  J 

Nous  aurons  donc 


(4) 


dt  47C  J 


4l6  LIVRE   XV.  — -  AIMANTS   ET   COURANTS   UNIFORMES. 

Les  égalités  (3)  et  (4),  reportées  dans  Fégalité  (i),  donnent 
ré|;alîté  suivante  : 

(5)  6;g:^  =  -EAV  — AW~  -  ^dt—^  DMdvJdt^i  f^ds. 
^   '  2    ar  477  dtj 

Interprétons  cette  égalité  (5)  : 

—  E  AT  représente  le  travail  des  forces  intérieures  qui  agissent 
dans  le  système  à  l'état  neutre  ; 

—  AW  représente  le  travail  des  forces  électrostatiques  données 
par  la  loi  de  Coulomb  ; 

-^ dt  représente  le  travail  des  actions  électrodynamiques; 

■ 

L'égalité  (5)  nous  montre  donc  que,  dans  un  système  formé  par 
un  élément  magnétique  et  un  courant  fermé  et  uniforme,  pour 
avoir  le  système  complet  des  forces  intérieures,  il  nous  faut  ad- 
joindre aux  forces  que  nous  font  déjà  connaître  les  autres  parties 
de  la  Physique  des  forces  dont  le  travail  élémentaire  a  pour  ex- 
pression 

dt^  =  —  ^  dK.dv}dt  y    fl ds. 
4  ^  dt  J 

Ce  résultat  a  été  obtenu  en  considérant  seulement  un  élément 
magnétique  et  un  courant  fermé  et  uniforme.  On  aurait  pu  sou- 
mettre à  un  raisonnement  analogue  un  système  formé  d'un  nombre 
quelconque  d'aimants  et  d'un  nombre  quelconque  de  courants 
fermés  et  uniformes,  et  l'on  serait  arrivé  sans  peine  au  résultat 
suivant  : 

Dans  un  système  formé  d'aimants  et  de  courants  fermés  et 
uniformes  s'exercent,  outre  les  forces  connues  par  les  autres 
parties  de  la  Physique,  des  forces  électromagnétiques  dont  le 
travail  élémentaire,  dans  un  déplacement  quelconque  du  sys- 
tème, a  pour  expression 

(6)  d^^—^^tSÏLdvn  Ciids, 

la  signe  x  indiquant  une  sommation  qui  s'étend  à  toutes  les 

combinaisons  que  Von  peut  former  en  prenant  un  élément 
magnétique  et  un  courant  fermé. 
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On  peut  encore  dire  que  ces  forces  électromagnétiques  ont 
pour  potentiel  la  quantité 

(7)  ^'^S^d.ljxds, 

à  la  condition  de  prendre  seulement,  dans  la  variation  de 
cette  quantité^  les  termes  qui  ne  dépendent  ni  des  change- 
ments  d^ intensité  des  courants,  ni  de  changement  de  grandeur 
de  l'aimantation,  ni  de  ses  changements  d^ orientation  par 
rapport  à  des  axes  invariablement  liés  à  Vêlement  magné- 
tique. 

Revenons  à  l'expression,  donnée  par  l'égalité  (  1 6)  du  Chapitre  IV, 
de  l'énergie  interne  d'un  système  qui  renferme  des  aimants  et  des 
courants  fermés  et  uniformes 

H 7   ( cos6  cosô'-T — ^^^cosu)  )  iy  dsds\ 

'2  jÉ^  \    ir  ir  I 

Nous  observons  que,  parmi  les  termes  qui  forment  le  second 
membre,  le  potentiel  électrostatique  et  le  potentiel  magnétique 
figurent  avec  leur  signe;  le  potentiel  éleclrodjjiamique  figure, 
mais  précédé  du  signe  —  ;  quant  au  potentiel  électromagnétique, 
il  ne  se  trouve  pas  parmi  ces  termes. 

Ce  résultat  paradoxal  s'explique  comme  les  paradoxes  du  même 
genre,  qui  ont  été  étudiés  au  Livre  XIV,  Chapitre  IV.  Il  ne  doit 
donc  pas  nous  surprendre.  Il  doit  seulement  servir  à  nous  rap- 
peler de  quelles  précautions  doivent  toujours  être  entourées  les 
applications  de  la  Thermodynamique  aux  systèmes  qui  renferment 
des  courants  électriques.  Il  montre,- avec  évidence,  combien  les 
simples  raisonnements  par  analogie  seraient  dangereux  en  pareil 
cas. 

§  2.  —  Relations  entre  les  forces  électromagnétiques  et  l'induction 

électromagnétique. 

La  loi  des  forces  électromagnétiques  présente,  avec  la  loi  de 
l'induction  électromagnétique,  des  relations  analogues  à  celles  que 
D.  —  m.  27 
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ia  loi  des  forces  électrodynamiques  présente  avec  la  loi  de  Tin- 
duction  électrodynamique,  relations  qui  ont  été  étudiées  au 
Livre  XIV,  Chapitre  VI. 

1°  Considérons  un  système  formé  d*un  aimant  et  d^un  seul  cir- 
cuit fermé.  Supposons  Taimant  invariable  de  forme,  de  position, 
d*aimantation;  le  circuit  induit,  au  contraire,  déformable  et  mo- 
bile. 

L'aimant  y  engendrera  une  force  électromotrice  d^induction 
électromagnétique  qui  aura  pour  valeur 


^=^S^'^'^^è/^'''- 


Soit  R  la  résistance  du  circuit.  Si  la  force  électromotrice  en 
question  y  agissait  seule,  elle  y  engendrerait  un  courant  ayant 
pour  intensité 

Sur  ce  courant,  Faimant  exercerait  certaines  forces  électroma- 
gnétiques dont  le  travail,  dans  le  déplacement  considéré  de  l'in- 
duit, aurait  pour  valeur 


'^  =  -f,i<^^S0Kd.-^-J^ds, 


OU,  en  remplaçant  S  par  sa  valeur, 

Ce  travail  est  certainement  négatif. 

Ce  résultat  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Si  l'on  déforme  et  déplace  un  conducteur  fermé  en  pré- 
sence d'un  aimant  invariable  de  forme^  de  position  et  d*ai- 
mantation,  cet  aimant  y  engendre  une  force  électromotrice 
d'induction;  si  cette  force  agissait  seule  dans  le  conducteur 
considéré,  elle  y  donnerait  naissance  à  un  certain  courant. 
Dans  le  déplacement  considéré,  les  actions  de  V aimant  sur  ce 
courant  effectueraient  un  travail  négatif.  En  d'autres  termes, 
elles  généraient  le  déplacement.  C'est  l'extension  de  la  loi  de 
Lenz  à  Tinduction  électromagnétique. 
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L'égalité 

peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Pour  calculer  la  force  électromotrice  qui! un  aimant  inva- 
riable de  forme,  de  position  et  d'aimantation  induit  dans  un 
conducteur  fermé  mobile,  supposez  ce  conducteur  parcouru 
par  un  courant  d'intensité  égale  à  V  unité  ;  calculez  le  travail 
produit,  pendant  un  déplacement  élémentaire  du  conducteur, 
par  les  actions  de  V aimant  sur  ce  courant;  divisez-le  par  la 
durée  du  déplacement  élémentaire,  et  changez  le  signe  du 
quotient.  C'est  l'extension  de  la  loi  de  Neumann  à  l'induction 
électromagnétique. 


§  3.  —  Relations  entre  les  forces  électromagnétiques  et  les  forces 

électrodynamiques. 

Les  forces  électromagnétiques  qui  s'exercent  entre  des  aimants 
et  des  courants  fermés  et  uniformes  admettent  pour  potentiel  la 
quantité 


(7)  fi^^'^^'J 


De  là  on  déduit  immédiatement  une  conséquence  qui  abrège 
singulièrement  l'étude  des  actions  électromagnétiques. 

Entourons  l'axe  magnétique  de  l'élément  dv  d'un  petit  circuit, 
d'aire  Û',  parcouru,  dans  le  sens  positif  par  rapport  à  cet  axe  ma- 
gnétique, par  un  courant  d'intensité  J',  telle  que  Ton  ait 

Ce  sera  le  courant  élémentaire  équivalent,  au  point  de  vue  de 
l'Électrodjnamique,  à  l'élément  magnétique  3ïLdv, 

Le  potentiel  électrodynamique  de  ce  petit  courant  et  du  courant 
fermé  considéré  a  pour  valeur 

-  —  J'Û' J  A  rf5  =  -  y_  d\L  dv}  Ta  ds. 
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Si  Fon  compare  cette  expression  à  l'expression  (7),  on  arrive 
sans  peine  à  la  proposition  suivante  : 

Pour  obtenir  les  grandeurs  géométriques  qui  représentent 
les  actions  mutuelles  d'un  courant  fermé  et  d'un  élément  ma- 
gnétique, il  suffit  de  multiplier  par 

les  grandeurs  géométriques  qui  représentent  les  actions  mu- 
tuelles  du  courant  fermé  considéré  et  du  courant  équivalent, 
au  point  de  vue  de  l  E lectrodynamique,  à  l'élément  magné- 
tique. 

Cette  proposition  ramène  tous  les  problèmes  relatifs  aux  ac- 
tions électromagnétiques  à  des  problèmes  relatifs  aux  actions 
électrodynamiques,  et  par  conséquent  fournit  la  solution  des  pre- 
miers lorsque  les  derniers  sont  résolus. 

§  4.  —  Remarques  sur  la  généralité  des  lois  de  l'Électromagnétisme. 

Pour  établir,  au  Chapitre  VI,  les  lois  de  l'aimantation  par  les 
courants,  nous  avons  supposé  les  aimants  et  les  conducteurs 
maintenus  immobiles  ;  pour  étudier,  au  présent  Chapitre,  les  lois 
des  forces  électromagnétiques,  nous  avons  supposé  les  aimants 
doués  d'un  magnétisme  invariable  et  les  courants  d'une  intensité 
constante.  Ce  mode  de  démonstration  fait  naître  dans  Tesprit  un 
doute  qu'il  importe  d'éclaircir  :  les  lois  de  l'aimantation  par  les 
courants  ne  seraient-elles  pas  autres  dans  un  système  animé  de 
mouvements  que  dans  un  système  immobile?  Les  actions  électro- 
magnétiques exercées  entre  un  aimant  dont  l'aimantation  varie  et 
un  courant  dont  l'intensité  change  ne  seraient-elles  pas  autres 
que  les  actions  électromagnétiques  exercées  entre  un  aimant  per- 
manent et  un  courant  invariable? 

Nous  allons  montrer  que  ce  doute  n'est  pas  fondé;  que  les  res- 
trictions apportées  à  nos  démonstrations  avaient  pour  but  de 
faciliter  les  calculs,  mais  que  les  résultats  obtenus  sont  indépen- 
dants de  ces  restrictions. 

Considérons  un  système  renfermant  des  courants,  des  aimants 
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permanents  1,  des  corps  parfaitement  doux  2.  L'énergie  interne 
de  ce  système  est  donnée  par  l'égalité  (8).  La  quantité  de  chaleur 
dégagée  par  ce  système  pendant  le  temps  dt  est  donnée  par  l'éga- 
lité 

E  (fQ  =  —  E  8U  -^  e/C«-  8  y  --  , 

ou  bien,  en  négligeant,  suivant  l'usage  établi  dans  les  questions  de 
ce  genre,  le  terme 

IE  c^Q  ^  —  E  ^r  -  8W  -  —  8  y  (^-:rib-  cose  cose'-+-  i^  costo")  JJ'rfi  ds' 
2     ^^\    ar  ar  / 

En  second  lieu,  l'aimantation  variant  seulement  sur  les  corps 
parfaitement  doux,  on  doit  avoir 

(.0)  ErfQ.2(^-^^Î)''"-^^/^T-''''- 

D'ailleurs,  les  lois  de  l'induction  électromagnétique  donnent 

:^_EDr  —  —  dV  (^—^  cose  cos  0'  4-  i^  cos  w)  }yds  ds' 
•à       A^  \   %r  ir  I 

—  51»  aV  fi~-  cosOcosÔ'-f-  ^^  Go%tù\u'dsds' 
Enfin  on  a 

(i2)  rf5^_HrfS/— 8y  ^^ =o. 

Les  égalités  (y),  (lo),  (ii),  (12)  donnent 
/    E  Ar -t-  AW 4-  A7 -  ^  iS  (^—^  cose  cose'-f-  i^^ 005(1) )  Wds ds' 
(i3)  ^  -+-  ^Cail<fpJ8  f^ds-i-d^i 
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Celle  idenlilé  doil  avoir  lieu  quelle  que  soil  la  modificalion 
subie  par  le  système  pendanl  le  lemps  dt.  Or,  les  termes  des  deux 
premières  lignes  dépendent  seulement  des  variations  des  para- 
mètres qui  fixent  la  situation  géométrique  des  diverses  parties  du 
système  et  les  termes  de  la  dernière  ligne  dépendent  seulement 
des  variations  des  autres  paramètres.  LMdentité  (i3)  se  scinde 
donc  en  deux  autres  qui  sont 


EAV-t-AW-h  Ag^ 


(14) 


A  >  ( cosO  cos6'h costo  J  JJ'e/5  ds 

-h^Coitéft^Jô  fiids-\-d^i=o, 

(i5)  i)^^J^l(^lI}^3i^dç-^-^^Z^ 

L'égalité  (i4)  redonne  les  lois  des  forces  électrodynamiques  et 
électromagnétiques  telles  que  nous  les  avons  trouvées  dans  ce  qui 
précède,  et  l'identité  (i5)  redonne  les  lois  de  l'aimantation  par 
les  courants  telles  que  nous  les  avons  établies  au  Chapitre  VI. 
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CHAPITRE  IX. 


PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DES  MACHINES  DYNAMO-ÉLECTRIQUES. 


11  n'entre  nullement  dans  le  plan  de  cet  Ouvrage  de  traiter  des 
machines  fondées  sur  les  lois  de  l 'électrodynamique  et  de  TElec- 
tromagnétisme.  La  description  de  ces  machines  et  des  diverses  par- 
ticularités de  leur  fonctionnement  ressortit  à  Tart  de  l'ingénieur. 
Les  phénomènes  dont  les  machines  dynamo-électriques  ou  magné- 
to-électriques sont  le  siège  sont  en  général  trop  compliqués 
pour  ppuvoir  donner  prise  à  une  théorie  rigoureuse  ;  on  doit  se 
contenter,  pour  les  étudier,  de  formules  semi-théoriques  et  semi- 
empiriques. 

Toutefois,  le  fonctionnement  de  ces  machines,  quelle  qu'en 
soit  la  disposition  particulière,  est  soumis  à  certaines  lois  géné- 
rales et  simples,  et  c*est  à  l'établissement  de  ces  lois  que  sera  con- 
sacré le  présent  Chapitre.  Ces  lois  résultent  immédiatement  des 
principes  établis  dans  les  Chapitres  précédents. 

Nous  donnerons  le  nom  de  système  dynamo-électrique  à  un 
système  formé  de  morceaux  de  fer  doux  et  de  conducteurs  fermés 
susceptibles  d'être  parcourus  par  des  courants  uniformes. 

Nous  donnerons  le  nom  de  système  magnéto-électrique  à  un 
système  formé  d'aimants  permanents  et  de  conducteurs  fermés 
susceptibles  d'être  parcourus  par  des  courants  uniformes. 

Enfin  un  système  mixte  sera  un  système  renfermant  à  la  fois 
des  fers  doux  et  des  aimants  permanents. 

Pour  de  pareils  systèmes,  on  peut  écrire  une  égalité  qui  conduit 
à  d'importantes  conséquences. 

Pendant  le  temps  dt^  la  quantité  de  chaleur  ûf^  dégagée  par  le 
système  doit  être  donnée  par  l'égalité  (lo)  du  Chapitre  précédent, 
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et  aussi  par  Tégalité  (9)  du  même  Chapitre.  Posons 


(!) 


n  = 


5l« 


—  X 


À  Âêâ  \    a/* 


cos6cos6' 


ar 


COSb) 


^  JJ' 


dxjls'. 


Ces  égalités  nous  donneront 


(2) 


(  2^ti:-T^^^jrff==-E8r--ôw~s,T-s  rcf(ari,T)rfi; 


an 


mv^ 


dlB,-  8  2  ^ 


Supposons  d'abord  que  le  système  ne  renferme  pas  de  pile 
thermo-électrique  ou  hydro- électrique.  Les  forces  électromo- 
trices ne  dépendront  pas  explicitement  de  la  température.  On 
aura,  en  outre,  E  ST  =  —  rfr,  dz  étant  le  travail  des  frottements  in- 
térieurs au  système.  D'ailleurs,  si  R  est  la  résistance  du  segment 
de  fil  où  agit  la  force  électromotrice  C,  on  aura 

L'égalité  (2)  deviendra  donc,  dans  ce  cas, 


(3) 


Cette  égalité  (3)  va  nous  permettre  de  démontrer  certaines 
propositions  intéressantes. 

Imaginons  un  système  formé  seulement  de  fers  doux  et  de  con- 
ducteurs. A  rinstant  t^^  on  suppose  les  fers  doux  désaimantés^  les 
conducteurs  privés  de  mouvement,  le  système  à  l'état  neutre  et 
immobile.  Peut-il  arriver  qu'à  l'instant  ty  les  conducteurs  soient 
parcourus  par  des  courants,  les  fers  doux  aimantés,  le  système 
électrisé  et  en  mouvement? 

Pour  répondre  à  cette  question,  intégrons  les  deux  membres  de 
l'égalité  (3)  entre  t^  et  ^1,  en  remarquant  que,  à  l'instant  /09  on  a 

Nous  aurons 

Vf'  Rjj^<  _2  ^miA  ^  Cdz  =  Cd^e-^  n  — w— g-  -  r.f  (mL,T)  dç. 


mp* 


=  o. 
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Le  premier  membre  est  essentiellement  positif,  à  moins  que 
tous  les  courants  ne  soient  égaux  à  o,  et  que  tous  les  conducteurs 
ne  soient  immobiles. 

Si  tous  les  courants  ne  sont  pas  égaux  à  o,  Il  est  certainement 
négatif. 

Si  tous  les  conducteurs  ne  sont  pas  à  Fétat  neutre,  W  est  cer- 
tainement positif. 

Si  tous  les  fers  doux  ne  sont  pas  désaimantés,  Ij^-I-  /^(3'R/,T)rfi^  1 

est  certainement  positif.. 

Il  n'y  a  donc  que  deux  manières  de  satisfaire  à  Téquation  pré- 
cédente : 

Ou  bien  tous  les  corps  du  système  demeurent  en  repos,  privés 
de  courants,  de  charges  électriques,  d'aimantation. 

Ou  bien  /  rfC^  est  positif. 

Ainsi,  si  nous  considérons  un  système  dynamo-électrique  ne 
renfermant  pas  de  pile,  qui  soit  primiti{?ement  immobile,  à 
rétat  neutre,  désaimanté  et  privé  de  courants,  il  persistera 
indéfiniment  dans  cet  état,  à  moins  qu^on  ne  le  mette  en  mou- 
vement en  lui  appliquant  des  forces  extérieures  capables  de 
produire  un  travail  positif  . 

Une  machiné  dynamo-électrique  ne  s'amorce  donc  pas  d'elle- 
même,  mais  seulement  par  le  jeu  d'un  moteur  étranger. 

Concevons  maintenant  une  machine  dynamo-élçctrique ,  ma- 
gnéto-électrique ou  mixte,  en  mouvement  et  amorcée  à  l'instant  ^o? 
et  intégrons  les  deux  membres  de  l'égalité  (3)  entre  l'instant  ^o 
et  un  instant  ultérieur  /.  Nous  aurons 


(4) 


1     =_j^w-i-g'-^y'.f(ait,T)rfi^-n-f-2^']V^''rfG,. 


La  quantité 


-  [w^-g-^-  r^(31L,  T)rfp--n-f.V!^''j' 
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ne  peut  surpasser  la  quantité  positive 

C^est  donc  une  quantité  qui  admet  une  limite  supérieure. 

Supposons  qu'à  partir  de  l'instant  ^o  le  moteur  ait  cessé  de 

fournir  du  travail  au  système,  on  aura  alors  /    d^g=o.  On  voit 

donc  que,  quel  que  soit  /|,  la  quantité 


y  f\i^dt-\-  ç  ' dz 


ne  peut  surpasser  une  certaine  limite,  ce  qui  exige  que  toutes  les 
intensités  J  tendent  vers  o  lorsque  t^  croît  au  delà  de  toute  li- 
mite et  que  la  force  vive  du  système  tende  aussi  vers  o.  Ainsi, 
une  machine  dynamo-électrique,  ou  magnéto-électrique,  ou 
mixte,  étant  amorcée,  si  F  on  cesse  de  lui  fournir  un  travail 
extérieur  positif,  elle  se  désamorce. 

Imaginons  un  système  dynamo-électrique,  magnéto-électrique  ou 
mixte,  qui  sert  d'intermédiaire  entre  un  moteur  fournissant,  dans 
le  temps  dt^  un  travail  externe  rfâ  et  une  machine- outil  utilisant 
un  travail  rf2r';  désignons  par  rfâ"  le  travail  absorbé  par  les  frotte- 
ments contre  les  corps  extérieurs  au  système. 

Nous  aurons 

et  l'égalité  (3),  intégrée  entre  t^  et  t^ ,  donnera 

/    f^W^       d^'       ^^       dz        dy^ms^^\ 
\  Jt^    W^         dt         dt         dt       dt^    x    ) 


(^) 


I     =2] /"rj*^^-  Tw-h^^-f.  Ç§{d\L,i:)dv—n\  *. 


Si  lamachine  ne  se  désamorce  pas,  le  premier  terme  du  second 
membre  croît  au  delà  de  toute  limite  avec  t^  et  le  second  demeure 
toujours  supérieur  à  une  certaine  limite.  Le  premier  membre  doit 
donc  croître  au  delà  de  toute  limite  avec  t^.  Si  la  transmission, 
au  lieu  d'être  électrique,  était  établie  par  un  moyen  mécanique,  ce 
premier  membre  serait  identiquement  nul.  Il  y  a  là  une  différence 
considérable  entre  les  transmissions  électriques  et  les  transmissions 
mécaniques. 
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Faisons  une  application  particulière  du  théorème  qui  précède  : 

Imaginonsun  système  dynamo-électrique,  ou  magnéto-électrique, 
ou  mixte,  qui,  périodiquement,  revienne  au  même  état  avec  la  même 
force  vive.  On  peut  se  demander  a  priori  si,  pendant  la  durée  9 
d'une  période,  un  semblable  système  mettra  en  mouvement,  par 
induction,  une  quantité  d'électricité  différente  de  o;  si  les  forces 
électrodynamiques  ou  électromagnétiques  effectueront  un  travail 
différent  de  o.  11  est  aisé  de  voir  qu'il  en  peut  être  ainsi,  car  la 
quantité  d'électricité  mise  en  mouvement,  dans  chaque  élément 
conducteur,  pendant  un  temps  infiniment  petit ^  le  travail  effectué 
par  les  forces  électrodynamiques  ou  électromagnétiques,  pen<]ant 
un  temps  infiniment  petit,  se  déduisent  de  la  différentiation  de 
fonctions  uniformes  et  continues  de  l'état  du  système,  mais  elles 
n'en  sont  pas  les  différentielles  totales.  De  fait,  en  étudiant  l'in- 
duction unipolaire,  nous  n'avons  vu  qu'un  système  repassant 
périodiquement  par  la  même  forme  pouvait  mettre  en  mouvement, 
durant  une  période,  une  quantité  d'électricité  différente  de  o.  Au 
Chapitre  XI,  l'étude  des  rotations  électromagnétiques  mettra  le 
même  fait  en  évidence  pour  les  forces  électrodynamiques  ou 
électromagnétiques. 

Considérons  donc  un  système  qui,  au  bout  de  chaque  période 
de  temps  6,  repasse  par  le  même  état  avec  la  même  force  vive.  Si 
le  système  est  formé  d'une  machine  dynamo-électrique  analogue  à 
celles  qu'emploie  l'industrie^  la  période  9  sera  l'a  durée  d'un  tour 
de  bobine;  s'il  renferme  deux  semblables  machines  tournant  avec 
des  vitesses  angulaires  différentes,  on  pourra  supposer  ces  deux 
vitesses  commensurables  et  prendre  pour  9  un  commun  multiple 
des  durées  de  révolution  dans  chacune  des  deux  bobines. 

Dans  l'égalité  (5),  faisons 

^1  =  «0  -i-  e. 
Nous  aurons  alors 

et  l'égalité  (5)  deviendra 


Jf^       \dt        dt       dt        dt  )      "  Ad  J^ 


RJ*ûfr 
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La  quantité 

-SX""* 

est  la  valeur  moyenne  du  travail  moteur  par  unité  de  temps. 
La  quantité 

est  la  valeur  moyenne  du  travail  transmis  par  unité  de  temps. 
La  quantité 


est  la  valeur  moyenne  du  travail  employé  par  les  résistances  pas- 
sives. 

Moyennant  ces  notations,  on  peut  écrire 

(6)  ®  =  ®'-+-^'H-g  y   f       RJ*^^ 

LorsqiC un  système  dynamo-électrique ,  ou  magnéto-élec- 
trique, ou  mixte,  employé  à  transmettre  le  travail  (Vun  mo- 
teur à  une  machine-outil,  est  en  marche  régulière,  la  quantité 
de  travail  quHl  emprunte  au  moteur  est  supérieure  à  la  quan- 
tité de  travail  qu!il  emploie  à  actionner  Voutil  et  à  vaincre 
les  résistances  passives.  Ces  quantités  de  travail  sont  égales, 
si  la  transmission  s'ejffectue  par  des  moyens  mécaniques. 

Le  rendement  de  la  machine  est  la  quantité 

D'après  Tégalité  (6),  on  a 

P-i ^ 

Lorsque  la  transmission  s*effectue  par  des  moyens  mécaniques, 
on  a 

Le  rendement  d'une  transmission  mécanique  tend  vers  i  lorsque 
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les  frottements  deviennent  infiniment  faibles.  Dans  les  mêmes 
conditions^  le  rendement  d^une  transmission  électrique  tend  vers 
la  limite,  inférieure  à  Punité, 

Une  transmission  électrique  est  donc  comparable,  au  point  de 
vue  du  rendement,  à  une  transmission  mécanique  dans  laquelle 
les  frottements  absorberaient  en  moyenne,  pendant  l'unité  de 
temps^  un  travail 


isr 


Une  transmission  électrique  serait  donc  moins  avantageuse 
qu'une  transmission  mécanique,  si  les  frottements  de  ces  deux 
transmissions  absorbaient  en  moyenne  le  même  travail  par  unité 
de  temps.  Mais  il  se  peut  que,  en  substituant  une  transmission 
électrique  à  une  transmission  mécanique,  on  diminue  le  tra- 
vail B"  absorbé  par  les  frottements  pendant  l'unité  de  temps  d'une 
quantité  supérieure  à 


52X 


La  substitution  de  la  première  transmission  à  la  seconde  sera  alors 
avantageuse. 
La  quantité 

a  une   signification  simple.  Nous  avons  vu,   en   effet,   que   l'on 
avait 

D'ailleurs,  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  système  dans  le 
temps  dt  a  pour  valeur 

Si  l'on  observe  que  la  quantité  /  — ^^=r^ — -  ds>  reprend  à  Fin- 
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stant  (^0  +  0)  ia  même  valeur  qu'à  l'inslant  t^s  on  voit  que  la  quan- 
tité de  chaleur  Q  dégagée  par  le  système  pendant  la  période  0 
sera  donnée  par  Fégalité 

Étudions  maintenant  un  système  renfermant  des  forces  élec- 
tromolrices  hydro-électriques.  Si  r^  désigne  Tune  de  ces  forces,  le 
premier  membre  de  l'égalité  (i)  aura  pour  valeur 

On  aura  d'ailleurs 

L'égalité  (3)  sera  donc  remplacée  par  la  suivante 

(7)        '  , 

Si  les  piles  que  renferme  le  système  sont  disposées  de  telle 

sorte  que  \]  vj  Jrf^  soit  positif,  on  verra  que  le  système  pourra 

non  seulement  s'amorcer  de  lui-même,  mais  même  s'amorcer  en 
effectuant  un  certain  travail. 

En  appliquant  l'égalité  précédente  à  un  système  qui  repasse 
périodiquement  par  le  même  état  électrodynamique  et  magné- 
tique, on  trouve 

Dans  ce  cas,  il  n'est  plus  nécessaire  de  fournir  au  système  plus 
de  travail  qu'il  n'en  peut  rendre.  Il  peut,  au  contraire,  rendre 
plus  de  travail  qu'on  ne  lui  en  fournit.  Le  travail  ainsi  rendu  est 
toujours  inférieur  à 

c'est-à-dire  au  travail  non  compensé  engendré  par  les  réactions 
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chimiques  dont  les  piles  sont  le  siège  pendant  le  temps  0.  Il  ne 
peut  atteindre  cette  limite  sans  que  la  machine  se  désamorce. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  quantité  de  chaleur  Q  engendrée 
dans  le  système  pendant  le  temps  t  est  donnée  par  l'égalité 

EQ 


2X"— SfS'-. 


ce  qui  peut  encore  s'écrire 

Cette  dernière  expression  montre  que  la  quantité  de  chaleur 
dégagée  dans  le  système  pendant  un  certain  temps  est  la 
somme  de  la  quantité  de  chaleur  que  dégagerait  la  réaction 
chimique  produite  dans  les  piles  pendant  le  même  temps  et  de 
la  chaleur  équivalente  au  travail  produit  par  les  forces  exté- 
rieures. 

Ces  deux  égalités  rendent  compte  des  expériences  faites  par  di- 
vers auteurs,  et  notamment  par  Favre  (*),  sur  les  phénomènes 
calorifiques  qui  se  produisent  dans  un  système  composé  d'une 
pile  et  d'un  électromoteur. 


(*)  P.-A.  Favre,  Recherches  sur  les  courants  hydro-électriques  (troisième 
Partie).  Relation  entre  la  chaleur  dépensée  par  un  courant  qui  produit  un 
travail  mécanique  et  la  chaleur  engendrée  par  l'action  chimique  qui  déve- 
loppe ce  courant  {Comptes  rendus,  t.  XLV,  p.  56;  1867). 
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CHAPITRE  X. 


ACTION  D'UN  COURANT  FERME  ET  UNIFORME  SUR  UN  AIMANT. 


§  1.  —  Action  d'un  courant  fermé  et  uniforme  sur  un  aimant. 

Expérience  de  Biot  et  Savart. 

La  proposition  démontrée  à  la  iin  du  §  3  du  Chapitre  VIII 
nous  fournît  immédiatement  la  loi  de  l'actîon  exercée  par  un  cou- 
rant fermé  et  uniforme  sur  un  aimant.  Si  Ton  observe  que  le  pe- 
tit courant  plan  équivalent  à  un  élément  magnétique  est  assimi- 
lable à  un  solénoïde  infiniment  court  dont  les  pôles  coïncideraient 
avec  les  pôles  de  même  nom  de  l'élément  magnétique,  et  si  l'on 
se  reporte  aux  égalités  (i3)  (Livre  XIV,  Chap.  X),  qui  définis- 
sent l'action  d'un  courant  fermé  et  uniforme  sur  un  pôle  de  so- 
lénoïde, on  arrive  sans  peine  à  la  conséquence  suivante  : 

Un  courant  fermé  et  uniforme  dHntensité  J  agit  sur  un 
aimant  comme  si  chaque  élément  ds  de  courant,  placé  au 
point  (x,y,  -s),  exerçait  sur  chaque  masse  magnétique  jjl,  pla- 
cée au  point  (Ç,  r^,  ÎJ),  une  force  ayant  pour  composantes 


(!) 


On  peut,  comme  le  voulait  Biot,  supposer  cette  force  appli- 
quée au  point  (Ç,  yj,  Q  où  se  trouve  la  masse  [x,  ou  bien, 
comme  le  voulait  Ampère,  au  point  (a;,  y^  z)  où  se  trouve 
l'élément  ds,  ce  dernier  point  étant  supposé  invariablement 
lié  à  r aimant. 
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Celte  loi  est  généralement  connue  sous  le  i^om  de  loi  de  La- 
place. 

On  sait  qu'on  peut  encore  Ténoncer  de  la  façon  suivante  : 

Un  courant  fermé  et  uniforme  agit  sur  un  aimant  comme 
si  chaque  élément  ds  du  courant  exerçait  sur  chaque  masse 
magnétique  \k  une  force  normale  à  l'élément  de  courant,  nor- 
male à  la  ligne  de  jonction  de  l'élément  ds  et  de  la  masse  jx, 
dirigée  vers  la  gauche  de  l'observateur  placé  en  Vêlement  de 
courant  et  regardant  la  masse  jx,  et  ayant  pour  grandeur 

Le  point  d'application  de  cette  force  peut  être  pris  coïncidant 
soit  avec  la  masse  [jl,  soit  avec  l'élément  ds. 

Les  développements  donnés  au  Livre  XIV,  Chapitre  X,  nous 
fournissent  quelques  conséquences  de  cette  loi,  qui  sont  suscep- 
tibles d'être  vérifiées  expérimentalement. 

1°  Un  élément  magnétique  horizontal,  mobile  autour  d'un  axe 
vertical,  soumis  à  l'action  d'un  courant  rectiligne,  indéfini,  ren- 
contrant l'axe,  se  mettra  en  croix  avec  le  courant;  le  pôle  austral 
sera  à  droite  du  courant  si  la  constante  jÇ  est  positive,  et  à  gauche 
si  la  constante  JQ  ^^^  négative. 

On  sait  qu*en  efiet,  dans  ces  conditions,  une  petite  aiguille  ai- 
mantée se  met  en  croix  avec  le  courant,  et  que  son  p6le  austral  se 
place  à  gauche  du  courant.  C'est  la  célèbre  expérience  d'OErs- 
tedt  (*),  faite  en  1820,  point  de  départ  de  toutes  les  recherches 
qui  ont  constitué  rElectrod}namique  et  TÉlectromagnétisme. 
L'expérience  d'Œrstedt  est  donc  une  première  vérification  expéri- 
mentale des  lois  précédentes  et,  de  plus,  elle  établit  ce  fait  capital  : 

La  constante  jg  est  négative. 

'2°  Imaginons  un  courant  indéfini,  situé  dans  un  plan  vertical, 
parcourant  les  deux  côtes  MN,  NM'  {/ig.  64)   d'un    angle    aol] 


(»)  OErstbdt,  Expérimenta  circa  ejfectum,  conjî ictus  electrici  in  acum  ma- 
^neticum;  Hafniae,  i8ao  {^Collection  de  Mémoires  publiés  par  la  Société  fran- 
çaise de  Physique,  t.  II,  p.  1  ). 

D.  —  III.  28 
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sur  le  prolongemenl  de  la  bissectrice  se  trouve  un  pôle  austral 
d'aimant  A;  p  est  la  distance  AN. 

Fig.  64. 


/ 


Le  courant  exerce  sur  le  pôle  d'aimant  une  force  horizontale  G, 
dirigée  en  avant  du  plan  du  courant  et  avant  pour  grandeur 


G  =  —  -^  -^  tan":-. 


t)e  ce  résultat,  on  peut  déduire  une  formule  susceptible  d'une 
vérification  expérimentale. 

Le  plan  du  courant  {fig'^^)  est  perpendiculaire  à  la  méri- 
dienne magnétique  jxv  dirigée  vers  la  gauche  du  courant. 


Fig.  65. 


B^ 


./M' 


/  fi\v 


En  [JL,  sur  le  prolongement  de  la  bissectrice  de  Tangle  MNxM', 
se  trouve  le  point  où  un  fil  de  cocon  \ient  soutenir  un  petit  ai- 
mant horizontal  AB. 

Le  courant  exerce  aux  pôles  A  et  B  des  forces  données  par  lu 


r 
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loi  précédente.  Ces  forces  tendent  à  orienter  BA  suivant  [jlv.  Le 
magnétisme  terrestre  exerce  une  action  semblable,  [jlv  est  donc  la  ' 
position  d'équilibre  de  BA. 

Écartons  BA  de  [xv  d'un  angle  0  vers  Touest.  Un  couple  tendra 
à  ramener  BA  suivant  [jlv.  Calculons  le  moment  de  ce  couple. 

L'action  du  courant  fournit  à  ce  moment  un  terme 

4   J  a  . 

al  lanff     sinO, 

2  71    p  '  °  '2 

/étant  la  distance  des  deuv  pôles.  L'action  du  magnétisme   ter- 
restre fournit  un  terme 

{ji/H  sinO, 

H  étant  la  composante  horizontale  de  la  force  magnétique  ter- 
restre. 

Si  l'on  désigne  par  M  le  moment  magnétique  |jl/  de  l'aimant,  on 
voit  que  le  couple  à  calculer  aura  pour  moment 


M 


(n  —  ^-  tang-^sin0. 
\  ait  p        °  2/ 


Après  avoir  écarté  l'aimant  de  sa  position  d'équilibre,  laisson 
le  osciller.  Soit  1  son  moment  d'inertie  par  rapport  au  fil  de  sus 
pension.  Le  nombre  n  d'oscillations  par  seconde  aura  pour  va 
leur 


s- 


(■'■) 


n=l\    ^JL 

TZ      ^  1 


a 

tang- 

—  ^J ? 


Sur  le  même  aimant,  faisons  agir  successivement,  à  des  di- 
stances différentes,  des  conducteurs  formant  des  angles  différents, 
traversés  par  des  courants  d'intensité  différente. 

Soient  n,  /i',  nf\  ...  les  nombres  d'oscillations  trouvés  dans 
des  expériences  différentes.  D'après  la  formule  (2),  nous  aurons 


,,         „       -j^  lang 

J'           a' 
-p7tang^ 

n'i      n*  ~    y           a' 

J            a 

-7  tang tang- 

p         °  à        p        °  2 
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et,  dans  le  cas  particulier  où  les  courants  ont  la  même  intensité, 


I  a'       I  z' 


Cette  relation  se  prête  aisément  à  des  vérifications  expérimen- 
tales. 

Biot  et  Savart  (  '  ),  en  opérant  sur  un  courant  reciiligne,  avaient 

(l'abord  vérifié  l'égalité 

I        I 

?       P 

et  en  avaient  conclu  que  l'action  d'un  courant  rectiligne  sur  un 
pôle  d'aimant  est  en  raison  inverse  de  la  distance  du  courant  au 
pôle.  Laplace  (^)  montra  que  cette  loi  s'accordait  avec  une  action 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  exercée  par  chaque  élé- 
ment de  courant  sur  un  pôle  d'aimant. 

Plus  tard,  Biot  et  Savart  (^),  en  étudiant  l'action  d'un  courant 
angulaire,  crurent  déduire  de  leurs  expériences  la  relation 

»•         f        -,  sina' ,  sina 


P  P 


'a ni 


n^ —  n^  I    .      ,       I    . 

-7  sina sina 

P  P 


Mais  Savary  (*)  montra  que,  dans  les  idées  d'Ampère,  celte  rela- 


(•)  Biot  et  Savart,  Mémoire  sur  l'action  d* un  fil  rectiligne  sur  un  aimant, 
lu  à  l'Académie  des  Sciences  le  3o  octobre  1820  et  non  publié  {t^ir  Biot, 
Précis  élémentaire  de  Physique j  t.  II,  p.  704;  i8u3,  et  Collection  de  Mémoires 
publiés  par  la  Société  française  de  Physique,  t.  II,  p.  80). 

(')  Laplace  n'a  rien  publié  à  ce  sujet;  nous  ne  connaissons  sa  participation  à 
la  découverte  des  lois  de  l'Électromagnétisnie  que  par  le  témoignage  de  Biot. 

(»)  Biot  et  Savart,  Mémoire  sur  Inaction  d^ un  fil  oblique  sur  un  aimant, 
communiqué  à  l'Académie  le  18  décembre  1820  et  non  publié  {voir  RioT,  Précis 
élémentaire  de  Physique,  t.  II,  p.  704;  i8a3,  et  Collection  de  Mémoires  publiés 
par  la  Société  française  de  Physique,  t.  II,  p.  80). 

(«)  F.  Savary,  Mémoire  sur  l'application  du  calcul  aux  phénomènes  élec- 
trodynamiques {Journal  de  Physique,  t.  XCVI,  p.  1;  février  i883.  —  Collection 
de  Mémoires  publiés  par  la  Société  française  de  Physique,  t.  II,  p.  364). 
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lion  devait  être  remplacée  par  la  relation  (3),  avec  laquelle,  d'ail- 
leurs, s'accordèrent  les  expériences  postérieures  de  Biot  et  Savarl. 

§  2.  —  Application.  —  Boussole  des  tangentes. 

Comme  application  des  formules  qui  représentent  l'action  d'un 
courant  sur  un  élément  magnétique,  nous  indiquerons  le  principe 
fondamental  de  la  boussole  des  tangentes. 

Un  cadre  circulaire  {^fig*  66),  placé  dans  le  plan  du  méridien 
magnétique,  est  parcouru  par  un  courant  d'intensité  J.  Un  très 

Fig.  66. 


-N 


petit  aimant  AB  est  suspendu  au  centre  de  ce  cadre  par  un  (il  de 
cocon.  Supposons  l'aimant  BA  dévié  d'un  angle  9  à  l'est  de  la 
méridienne  magnétique,  que  nous  supposons  en  même  temps  être 
la  gauche  du  courant.  Déterminons  le  couple  qui  tend  à  faire 
croître  cet  angle  6. 

Si  M  est  le  moment  magnétique  de  l'aimant  et  H  la  composante 
horizontale  du  magnétisme  terrestre,  l'action  du  magnétisme  ter- 
restre fournit  à  ce  couple  un  terme 

—  HMsinO. 

Chaque  élément  ds  du  courant  exerce  sur  la  masse  [x,  concen- 
trée au  pôle  A,  une  force  normale  au  plan  du  cadre,  dirigée  vers 
la  gauche  et  ayant  pour  valeur 

Ici  V  est  sensiblement  égal  au  rayon  R  du  cadre  et  sin(r,  rf*)  à 
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Tunilé.  Toutes  ces  forces,  toutes  les  forces  analogues  agissant 
sur  le  pôle  B,  fournissent  donc  au  couple  un  contingent 

«   MJ        . 
a     R 

Le  couple  cherché  a  pour  valeur 

—  M  Al  sinon-  —  i  coseV 
\  a    R  / 

cl  la  condition  d'équilibre  du  svslème  est  exprimée  par  l'égalité 

—  -f*  J  =  — langO. 

47t  '27C 

Si  Ton  a  eu  soin  de  délenniner,  au  lie»  où  se  fait  Tobservation, 
la  valeur  de  la  composante  horizontale  du  magnétisme  terrestre, 
la  lecture  de  la  tangente  de  la  déviation  permettra  de  déterminer 
la  valeur  du  produit 


La  boussole  des  tangentes  permet  aussi  de  déterminer,  lorsqu'on 
l'emploie  comme  galvanomètre  balistique,  la  quantité  d'électri- 
cité que  transporte  un  courant  d'induction  de  très  peu  de  durée. 

Imaginons  qu'à  l'instant  ^  =  0,  le  cadre  ne  soit  traversé  par 
aucun  courant  et  que  l'aiguille  soit  au  repos  suivant  la  méridienne 
magnétique.  On  lance  dans  le  cadre  un  courant  variable  qui  dure 
un  temps  extrêmement  court,  depuis  ^  =  0  jusqu'à  ^  =  t.  Pen- 
dant ce  temps  très  court,  9  ne  varie  qu'extrêmement  peu.  L'action 
du  courant  sur  l'aimant  est  donc  assimilable  à  une  percussion 
dont  le  moment  par  rapport  à  l'axe  de  suspension  est 


'2R    f  iR  ^' 


Q  étant  la  quantité  d'électricité  que  l'on  veut  évaluer.  Cette  per- 
cussion donne  à  l'aiguille  une  vitesse  angulaire  initiale  coq,  telle 
que 

I  étant  le  moment  d'inertie  de  l'aiguille  par  rapport  à  l'axe  de 
suspension. 
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A  partir  du  temps  t  l'aiguille  n^est  plus  soumise  qu'à  l'action 

du  magnétisme  terrestre^  dont  le  moment  par  rapport  à  l'axe  de 

suspension  est 

—  MHsine. 

La  vitesse  angulaire  changera  donc  de  signe,  en  passant  par  o,  au 
moment  où  0  prendra  la  valeur  S  définie  par  l'égalité 


—  lto:»=2MH   /      sineû?0. 


'0 


Ces  égalités  donnent 

relation  qui  permet,  ainsi  que  nous  l'avions  annoncé,  de  déter- 
miner 


4îî^ 


§  3.  —  Action  de  la  Terre  sur  un  courant  fermé. 

Les  résultats  précédents  ont  été  tirés  immédiatement,  au  moyen 
de  la  règle  établie  au  Chapitre  VIII,  des  résultats  obtenus  dans 
l'étude  de  l'action  des  courants  fermés  les  uns  sur  les  autres. 

Voici  encore  un  résultat  que  nous  tirerons  presque  sans  inter- 
médiaire de  ceux  que  nous  avons  déjà  établis. 

Le  potentiel  mutuel  d'un  aimant  et  d'un  courant  fermé  a  pour 
valeur 

^  C  OR  dvJ  Ta  ds. 
L'égalité  (G)  du  Chapitre  lU  nous  permet  de  lui  donner  la  forme 


?.'S^'^ 


"Ç  étant  la  fonction  potentielle  de  l'aimant  et  dQ  un  élément  d'une 
aire  à  deux  côtés  passant  par  le  courant. 

Si  l'aimant  considéré  est  la  Terre,  si  le  cadre  est  plan,  si  F  est 
la  force  magnétique  terrestre,  celte  quantité  pourra  s'écrire, 
comme  nous  l'avons  vu  au  §  2  du  Chapitre  III, 

—  ^FûJcos(F,  \). 
4- 
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Ce  potentiel  est  identique  à  celui  de  la  Terre  sur  une  aiguille 
aimantée  ajant  son  axe  magnétique  dirigé  suivant  la  normale  po- 
sitive au  cadre  et  pour  moment  magnétique 

— -^ûj. 
47: 

Sous  Faction  de  la  Terre,  la  normale  au  cadre  s'orientera  comme 
cette  aiguille,  ainsi  qu'Ampère  l'a  découvert. 
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CHAPITRE  XL 


§  ê 


ACTION  D'UN  AIMANT  SUR  UN   ELEMENT  DE  COURANT  UNIFORME. 

ROTATIONS  ÉLECTROMAGNÉTIQUES. 


L'action  d'up^  aimant  sur  un  élément  de  courant  unilorme  se 
définit  exactement  comme  au  Livre  XIV,  Chapitre  VII,  nous  avons 
déOni  Taction  d'un  courant  sur  un  élément  de  courant.  Les  actions 
quUin  courant  exerce  sur  un  élément  de  conducteur  AB,  tra- 
versé par  un  courant  uniforme  d^ intensité  J,  sont  telles  que, 
dans  tout  déplacement  élémentaire  qui  amène  Vêlement  en 
A'B',  elles  effectuent  un  travail  égal  au  potentiel  électro- 
magnétique de  V aimant  sur  le  conducteur  farmé  ABB'A'A 
parcouru,  dans  le  sens  des  lettres,  par  un  courant  d* inten- 
sité J. 

Cette  définition  permettrait  de  calculer  les  actions  en  question. 
Mais  on  peut  se  dispenser  de  ce  calcul.  Soit  II  le  potentiel  élec- 
tromag^nétique  de  l'un  des  éléments  de  l'aimant  surle  petit  circuit 
considéré.  Soit  P  le  potentiel  électrodynamique  du  courant  équi- 
valent à  l'élément  magnétique  sur  le  même  circuit.  Nous  savons 
que 

Or  n  est  le  travail  des  actions  exercées  par  l'élément  magnétique 
sur  l'élément  AB  lorsque  celui-ci  vient  en  A'B';  P  est  le  travail 
des  actions  exercées  par  le  courant  équivalent  à  l'élément  magné- 
tique sur  l'élément  AB. 

Les  grandeurs  géométriques  qui  représentent  les  premières  ac- 
tions s'obtiennent  donc  en  multipliant  par 

les  grandeurs  géométriques  qui  représentent  les  secondes. 


(I) 
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Or  ces  dernières  ont  été  étudiées  au  Livre  XIV,  Chapitre  XI. 
Les  résultats  contenus  dans  ce  Chapitre  nous  permettent  d'énoncer 
la  proposition  suivante  : 

[fn  aimant  agit  sur  un  élément  de  conducteur  ds,  traversé 
par  un  courant  uni/orme  d^ intensité  J,  comme  si  chaque  masse 
magnétique  [i  de  l'aimant  engendrait  une  force  appliquée  au 
milieu  de  Vêlement  et  ayant  pour  composantes 

.r,  j>',  3  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  Vêlement  ds\  et  ç, 
r,,  !J,  les  coordonnées  de  la  masse  [i. 

Nous  n^examinerons  qu^un  problème  relatif  aux  actions  qu^un 
aimant  exerce  sur  un  segment  de  conducteur  traversé  par  un  cou- 
rant uniforme  :  c'est  le  problème  des  rotations  électromagné- 
tiques ('). 

Imaginons  le  dispositif  suivant  : 

Deux  cuvettes  circulaires,  G  et  G'  ijig*  67),  pleines  de  mercure, 
ont  même  axe  et  sont  placées  Tune  au-dessus  de  l'autre.  Un  fil 
métallique  MM',  mobile,  les  relie  Tune  à  l'autre.  Un  aimant  AB 
est  disposé  suivant  l'axe  de  l'instrument. 

Un  courant  d'intensité  J  arrive  dans  la  cuvette  G,  s'y  divise  en 
deux  branches  qui  se  rejoignent  pour  parcourir  le  fil  MM'*,  il  se 
sépare  de  nouveau  en  deux  branches  dans  la  cuvette  G'  et  enfin 
retourne  à  la  pile. 

L'expérience  montre  que,  dans  certaines  circonstances,  le  fil 
mobile  MM'  prend  un  mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe  de 
l'appareil.  Calculons  le  moment  du  couple  qui  tend  à  le  faire 
tourner  de  gauche  à  droite. 

Supposons  que  le  fil  tourne,  dans  ce  sens,  d'un  angle 
MOMi  =  rfa  {Jig.  68),  de  manière  à  venir  en  M|M'^.   Soit  L  le 


(')  Les  rolatioQS  éiectromagnétiques  ont  été  découvertes  par  Faraday  en  iSaa 
(Faraday,  Expérimental  Researches  in  Electricity^  t.  II,  p.  127). 


'i'i 
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moment  du  couple  qui  tend  à  le  faire  tourner.  Le  travail  produit 
est  Lrfa. 

Fig.  67. 


^SJ^.  î  ^ 


Ce  travail  est  produit  par  les  actions  que  subit  le  segment  MM'. 
Celles-ci  sont  de  deux  sortes  : 

1°  Les  actions  exercées  par  Paimant  AB; 

'2"  Les  actions  exercées  par  le  courant  dont  le  segment  MM' fait 
partie. 

Kig.  H8. 


Les  premières  sont  proportionnelles  à  l'intensité  J  du  courant, 
les  secondes  au  carré  de  cette  intensité.  Si  l'intensité  du  courant 
est  faible,  les  secondes  pourront  être  négligées  en  comparaison 
des  premières. 

Dans  ces  conditions,  il  résulte  sans  peine  de  la  définition  posée 
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au  commeDcement  de  ce  Chapitre  que  Ldx  est  égal  au  potentiel 
électromagnétique  de  Taimant  AB  sur  le  circuit  MM'M^MiM, 
traversé,  dans  le  sens  des  lettres,  par  un  courant  d'intensité  J.  On 
voit,  par  raison  de  symétrie,  que  L  conservera  la  même  grandeur 
pendant  toute  la  durée  de  la  rotation. 

Si  le  fil  tourne  d'un  angle  fini  MO/w  =  a,  de  manière  à  venir  de 
MM'  en  mm'  {fig»  69),  on  verra  aisément  que  le  travail  produit 

Fig.  69. 


La  est  égal  au  potentiel  électromagnétique  de  l'aimant  sur  le  cir- 
cuit MM' m' m  M  parcouru,  dans  le  sens  des  lettres,  par  un  courant 
d'intensité  J. 

Supposons,  en  particulier,  que  le  fil  ait  accompli  une  révolution 
tout  entière  {fig*  70).  Le  travail  produit  a  alors  pour  valeur  27îL. 

Fig.  70. 


Il    est  toujours  égal  au   potentiel   de    l'aimant    sur    le    circuit 
MM'G'm'mGM. 

Mais  MM',  mm'  coïncident  ici  et  sont  parcourus  par  des  cou- 
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rants  égaux  et  de  sens  contraire.  Le  potentiel  en  question  se  ré- 
duit donc  à  la  somme  du  potentiel  de  Taimant  sur  le  contour  G 
parcouru  de  droite  à  gauche  par  un  courant  d'intensité  J,  et  sur 
le  contour  G'  parcouru  de  gauche  à  droite  par  le  même  courant. 
Soient  ds  et  ds'  deux  éléments  des  circuits  G  et  G'  parcourus 
de  gauche  à  droite.  Nous  aurons 

(-2)  iTzh^— $r^}^d\Ldv(  Ç \ds-  Ç b.ds^. 

Supposons,  en  particulier,  que  Taimant  soit  une  aiguille  très 
fine,  assimilable  à  un  solénoïde  magnétique.  Si  [jl  désigne  la  masse 
magnétique  que  l'on  peut  imaginer  à  l'extrémité  australe  A  de  ce 
solénoïde,  nous  aurons 

'dXLdv  =  \i.  dl 
et 

Soient /(a;,jK>'3),  f\x^y^z)  les  fonctions  non  uniformes  qui 
représentent  l'angle  sous  lequel,  d'un  point  donné,  on  voit  le  côté 
positif  de  surfaces  passant  par  les  contours  G  et  G'.  L'égalité  pré- 
cédente deviendra 

Nous  supposerons  le  pôle  austral  du  solénoïde  dirigé  vers  le 
haut.  S'il  en  était  autrement,  les  effets  que  nous  allons  décrire 
seraient  renversés.  Puis,  comme  dans  l'étude  de  l'Induction  uni- 
polaire (Livre  XIII,  Chap.  IX),  à  laquelle  nous  renverrons  pour 
le  détail  des  calculs,  nous  distinguerons  trois  cas  : 

I**  Le  solénoïde  magnétique  ne  perce  ni  Vun,  ni  Vautre  des 
plans  des  deux  cercles  G  et  G'.  Il  est,  par  exemple,  situé  tout 
entier  entre  ces  deux  plans. 

Soient  W  et  W  les  valeurs  absolues  des  angles  sous  lesquels, 
d'un  point  du  solénoïde  magnétique,  on  voit  les  cercles  G  et  G'. 
Il  est  facile  de  voir  que,  dans  le  cas  actuel,  on  aura 

Si,  comme  il  arrive  souvent  dans  la  pratique,  les  deux  cuvettes 
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ont  un  1res  petit  rayon,  L  sera  négligeable  et  le  Gl  ne  tournera 
pas. 

2®  Le  solénoïde  magnétique  SR  perce  le  plan  d'un  des  deux 
cercles,  par  exemple  du  cercle  inférieur. 

On  aura 

Si  les  deux  cuvettes  sont  très  petites,  celle  valeur  se  réduit  à 


L  r-r  -    -^-    J  IX. 


27:     * 


Cette  valeur  est  positive  comme  ( — jÇ).  Le  fil  tourne  de 
gauche  à  droite. 

3"  Le  solénoïde  magnétique  \B  perce  les  plans  des  deux 
cercles. 

On  aura  alors 

Si  les  deux  cuvettes  sont  très  petites,  celte  valeur  est  très  pe- 
tite et  le  fil  ne  tourne  pas. 

Si  Ton  maintenait  constante  rintensilé  du  courant  qui  parcourt 
le  système,  le  couple  qui  tend  à  faire  tourner  le  fil  mobile  aurait  un 
moment  sensiblement  constant,  et,  par  conséquent,  en  Tabsence 
de  frottements,  le  fil  prendrait  un  mouvement  de  rotation  unifor- 
mément accéléré. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  l'on  entretient  le  courant  au  moyen 
d'une  force  électromotrice  constante.  Dans  ces  conditions,  en 
efiet,  le  mouvement  du  fil  engendre,  par  un  phénomène  d'induc- 
tion unipolaire  électromagnétique,  absolument  analogue  à  l'in- 
duction unipolaire  électrodynamique  que  nous  avons  étudiée  au 
Chapitre  IX  du  Livre  XIII,  un  contre-courant  dont  il  faut  tenir 
compte. 

Prenons,  par  exemple,  le  second  cas. 

A  un  moment  où  le  courant  qui  parcourt  le  fil  mobile  a  pour 
intensité  J,  le  couple  qui  tend  à  le  faire  tourner  de  gauche  à  droite 
a  pour  moment 

L  = J  [X. 

2T       ' 
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La  force  éleclromolrice  d'induction  engendre  un  courant  dirigé 
de  M'  vers  M,  et  ajant  pour  intensité  moyenne  [Livre  XIIl, 
Chap.  IX,  égalité  (i  7)], 


4 


o>  étant  la  vitesse  angulaire  du  (il,  et  R  la  résistance  de  Tappareil. 
Si  E  est  la  force  électromotrice  de  la  pile,  l'intensité  moyenne  du 
courant  total  sera 

et  la  valeur  moyenne  du  moment  du  couple  sera 


^  étant  négatif,  on  voit  que  celte  valeur  du  moment  du  couple 
diminue  au  fur  et  à  mesure  que  la  vitesse  augmente.  Au  momenl 
où  la  vitesse  angulaire  atteint  la  valeur 


4TrE 


le  moment  du  couple  devient  nul,  et  le  mouvement  du  fil  devient 
un  mouvement  de  rotation  uniforme. 

On  peut  donner  à  l'expérience  précédente  une  autre  forme  sur 
laquelle  il  est  nécessaire  que  nous  insistions  un  instant.  Dans 
cette  nouvelle  forme,  l'aimant  est  mobile  et  traversé  par  le  cou- 
rant. 

L'aimant,  placé  verticalement  (yîg^.  71),  porte  à  ses  extrémités 
deux  pointes  P,  P',  par  lesquelles  il  repose  dans  de  petits  godets. 
Il  est  ainsi  susceptible  de  se  mouvoir  autour  d'un  axe  vertical. 
Le  courant,  issu  de  la  pile  O,  entre  en  M  dans  une  première  cuvette 
annulaire  remplie  de  mercure.  Il  en  ressort  en  C  pour  pénétrer 
dans  l'aimant  en  suivant  le  chemin  CDA.  Il  ressort  de  l'aimant 
en  E  pour  se  rendre,  parle  fil  EF,  dans  une  seconde  cuvette  annu- 
laire pleine  de  mercure.  Il  en  ressort  en  M'  pour  retourner  à  la 
pile. 

La  partie  mobile  de  l'appareil  est  à  la  fois  l'aimant  ABet  le  seg- 
ment de  conducteur  CDEF. 

Les  actions  auxquelles  cette  partie  mobile  est  soumise  sont  ; 

1  ^  Les  actions  de  l'aimant  sur  lui-même  ; 
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2"  Les  actions  du  courant  fermé  et  uniforme  que  renferme  l'ap- 
pareil sur  Paimant; 

3"  Les  actions  de  Taimant  sur  le  segment  de  courant  .CDEF; 
^  4"  Les  actions  du  courant  fermé  et  uniforme  que  renferme  l'ap- 
pareil sur  le  segment  de  courant  CDEF. 


/^^^ 


■1 


Les  premières  de  ces  actions  admettent  un  potentiel,  le  poten- 
tiel magnétique  de  l'aimant,  qui  demeure  invariable  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement.  Elles  n'effectuent  donc  aucun  travail 
et  peuvent  être  laissées  de  côté. 

Les  secondes  admettent  un  potentiel  :  le  potentiel  électroma- 
gnétique du  courant  sur  l'aimant.  A  chaque  révolution,  ce  poten- 
tiel reprend  la  même  valeur.  Le  travail  mojen  effectué  par  les 
secondes  actions  durant  une  révolution  de  la  partie  mobile  de 
l'appareil  étant  nul,  ces  actions  ne  peuvent  tendre  à  imprimer  un 
sens  de  rotation  uniforme  à  la  partie  mobile  de  l'appareil.  Il  en 
est  de  même  pour  les  quatrièmes. 

Le  phénomène  de  rotation  observé  est  donc  dû  aux  actions  de 
la  troisième  catégorie,  que  l'on  peut  d'ailleurs  étudier  comme 
dans  l'expérience  précédente. 
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Ainsi  Pexpérience  en  question  met  en  évidence,  comme  la  pré- 
cédente, la  rotation  d'un  segment  de  courant  sous  l'action  d'un 
aimant;  seulement  Tairoant  agissant,  étant  invariablement  lié  au 
segment  de  conducteur  mobile,  est  mis  en  mouvement  avec  lui. 

Cette  expérience  de  rotation  d'un  segment  de  courant  sous  l'ac- 
tion d'un  aimant  a  reçu  le  nom  de  rotation  dUin  aimant  par  un 
courant.  Cette  dénomination  impropre  se  relie  à  des  interpréta- 
tions inexactes  qui  onl  été  données  de  l'expérience  en  question. 
Nous  allons  dire  quelques  mots  de  ces  interprétations. 

Les  actions  mutuelles  d'un  courant  fermé  et  uniforme  et  d'un 
aimant,  les  actions  d'un  aimant  sur  un  segment  de  courant,  grand 
ou  petit,  sont  des  grandeurs  qui  existent  réellement;  elles  peuvent 
être  observées  et  mesurées;  au  contraire,  on  ne  peut  observer 
l'action  d'un  élément  de  courant  sur  un  aimant  :  une  semblable 
action  n'a  pas  d'existence  réelle;  c'est  seulement  une  fiction  ma- 
thématique qui  sert  d'intermédiaire  pour  calculer  l'action  d'un 
courant  fermé  et  uniforme  sur  un  aimant. 

Il  en  résulte  qu'il  n'y  a  pas  à  discuter  pour  savoir  quelle  est  la 
véritable  loi  de  l'action  d'un  élément  de  courant  uniforme  sur  un 
aimant;  toutes  les  lois  qui  conduiront  au  même  résultat  lorsqu'on 
les  appliquera  au  calcul  de  l'action  d'un  courant  fermé  et  uniforme 
sur  un  aimant  sont  aussi  justes  les  unes  que  les  autres. 

Cette  idée  n'était  point  encore  entrée  dans  les  esprits  à  l'époque 
d'Ampère  et  de  Biot;  elle  eût  suffi  à  empêcher  une  discussion 
fort  vive  qui  eût  lieu  entre  ces  deux  physiciens. 

Ampère  et  Biot  (*)  admettaient  tous  deux  que  l'action  d'un  élé- 
ment de  conducteur  ds^  traversé  par  un  courant  uniforme  d'inten- 
sité J,  sur  un  pôle  d'aimant  ut.  situé  à  la  distance  r,  est  une  force 
normale  à  la  direction  de  /'  et  de  ds^  dirigée  à  gauche  de  l'ob- 
servateur placé   suivant  l'élément  ds   et  regardant  le  pôle   a,  et 

ayant  pour  valeur 

_  ^        sin(^)  ^^ 

Mais,  tandis  que  Biot  croyait  cette  force  appliquée  au  pôle  de 


(')  Ampère,  Théorie  maCfiématique  des  phénomènes  électrodynamiques, 
uniquement  déduite  de  l'expérience  (  Collection  de  Mémoires  publiés  par  la 
Société  française  de  Physique,  t.  III,  pp.  i32  ctsuiv.  ). 

D.  —  lïl.  29 
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^aimant,  Ampère,  s^appuyant  sur  le  principe  de  Tégalité  entre 
Taction  et  Ja  réaction,  qui  sert  de  point  de  départ  à  ses  recherches 
d'Électrodjnamique,  prétendait  que  le  point  d^application  de  cette 
iorce  coïncidait  avec  un  point  de  Télément  ds. 

Nous  avons  vu  (Livre  XIV,  Chap.  XI)  que  ces  deux  lois  don- 
naient le  même  résultat  lorsqu'on  les  appliquait  au  calcul  de  l'ac- 
tion exercée  par  un  courant  fermé  et  uniforme  sur  un  aimant; 
doac^  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  elles  sont  aussi  bonnes 
Tune  que  l'autre. 

Mais  Ampère  n'était  pas  de  cet  avis. 

Il  chercha,  ce  que  nous  voyons  bien  aujourd'hui  être  dépourvu 
de  sens,  à  décider  par  l'expérience  entre  la  manière  de  voir  de 
Biol  et  la  sienne.  Il  crut  avoir  trouvé  dans  les  soi-disant  phéno- 
mènes de  rotation  d'un  aimant  par  un  courant,  découverts  par 
Faraday,  l'expérience  décisive  qu'il  cherchait. 

Les  actions  du  segment  de  courant  extérieur  M'OM  sur  l'ai- 
mant ayant,  d'après  lui,  leur  point  d'application  hors  de  l'aimant, 
peuvent  faire  tourner  l'aimant  autour  de  son  axe,  tandis  que,  d'a- 
près Biot,  les  points  d'application  se  trouvant  à  l'intérieur  même 
de  l'aimant,  l'aimant,  s'il  est  mince,  ne  peut  tourner  autour  de 
son  axe. 

Ampère  crut,  par  là,  avoir  ruiné  la  manière  de  voir  de  Biot.  ne 
s'apercevant  pas  que,  dans  toute  expérience,  l'aimant  est  soumis 
à  Taction  d'un  courant  fermé  et  uniforme  et  que,  par  conséquent, 
toute  expérience  qui  s'expliquait  par  sa  loi  devait  s'expliquer 
aussi  par  la  loi  de  Biot  et  inversement. 

Sir  W.  Thomson  a  fourni,  de  son  côté,  une  interprétation 
inexacte  des  phénomènes  en  question.  Cette  interprétation  est 
reproduite  aujourd'hui  dans  la  plupart  des  Traités  d'électri- 
cité (*). 

Considérons  un  courant  fermé  C  et  un  élément  magnétique 
dVudv,  Leur  potentiel  électromagnétique  est 

^  JOTLû?p  f  ùids. 


(' )  Maxwell,  Traité d* Électricité  et  de  Magnétisme,  trad.  par  Seligmann-Lui. 
t.  II,  pp.  iSiet  i54.  -  Mascart  et  Joubert,  Traité  d'Électricité  et  de  Magnétisme, 
l.  I,p.  49 '4. 
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Soient 

dl  la  direction  de  l'axe  magnétique  de  l'élément; 
[JL  la  niasse  magnétique  définie  par 

dVudv  =  [idl; 

fi^^yj  ^)  ^^  fonction  non  uniforme  définie  au  Chapitre  III  de 
l'Introduction; 

Le  potentiel  en  question  peut  s'écrire 

On  voit  qu'il  a  la  même  valeur  que  si  les  actions  mutuelles  d'un 
courant  fermé  et  d'une  masse  magnétique  ^{\^  r^,  Ç)  admettaient 
pour  potentiel  la  quantité 

411 

Cette  quantité  n'est  point  une  fonction  uniforme  des  coordonnées 
Ç,  7i,  !J,  de  la  masse  \l. 

Supposons  que  Ton  fasse  décrire  à  la  masse  jjl  un  chemin  fermé 
perçant  n  fois  de  la  face  négative  à  la  face  positive  et  n'  fois  de  la 
face  positive  à  la  face  négative  une  aire  à  deux  côtés  passant  par 
le  contour  C.  Il  aura  augmenté  de 

<ÇfxJ(7i  — n'). 

Ce  fait  est,  d'après  Sir  W.  Thomson,  Texplication  des  phéno- 
mènes de  rotation  d'un  aimant  par  un  courant. 

Soit  un  aimant  AB  {^g-  72)  qui  sert  en  partie  de  véhicule  à  un 
courant  fermé  C. 

Fig.  7a. 


Considérons  une  masse  magnétique  M  da  cet  aimant. 

Si  l'aimant  effectue  une  révolution  de  gauche  à  droite  autour 
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de  son  axe,  cette  masse  traversera  une  fois  la  surface  menée  par 
le  courant  fermé,  en  passant  de  la  face  négative  à  la  face  positive. 
Les  actions  du  courant  sur  cette  masse  auront  eflectué  un  tra- 
vail 

Elle  est  donc  Torigine  d'un.couple  tendant  à  faire  tourner  Tai- 
mant  de  gauche  à  droite  et  ayant  pour  moment 

•2  TU  2  71 

(]e  sont  ces  couples  qui,  d'après  Sir  \V.  Thomson,  font  tourner 
Taimanl. 

Il  est  vrai  que,  si  un  aimant  se  déplace  en  présence  d*un  cou- 
rant fermé,  de  manière  à  revenir  à  sa  position  primitive,  certaines 
parties  de  l'aimant  pourront  bien,  à  chaque  révolution,  traverser 
une  surface  à  deux  côtés  menée  par  le  courant;  mais  Sir  W.  Thom- 
son oublie  que  ces  parties  renfermeront  toujours  autant  de  flui  Je 
positif  que  de  fluide  négatif.  Auprès  d'une  masse  de  fluide  positif, 
dont  le  potentiel  sur  le  courant  aura  crû  de 

se  trouvera  une  masse  égale  de  fluide  négatif  dont  le  potentiel 
aura  crû  de 

en  sorte  que  le  potentiel  total  de  l'aimant  sur  le  courant  n'aura 
pas  varié. 

Lorsqu'un  aimant  part  d'une  certaine  position,  puis  y  revient, 
le  travail  total  des  actions  d'un  courant  fermé  sur  cet  aimant  est 
égal  à  o.  Les  actions  d'un  courant  fermé  ne  peuvent  donc,  comme 
le  voulait  Sir  W.  Thomson,  produire  un  déplacement  d'un  ai- 
mant suivant  un  chemin  fermé. 


»««*4 
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CHAPITRE  XII. 

KELATION    ENTRE    LES    DEUX    CONSTANTES    FONDAMENTALES 
DE  L'ÉLECTRODYNAMIQUE  ET  DE  L'ÉLECTROMAGNÉTISME. 


Avant  la  théorie  indiquée  dans  le  présent  Livre,  les  lois  de  l'K- 
lectromagnétisme  étaient  obtenues  comme  conséquence  de  l'ana- 
logie, admise  en  principe,  des  solénoïdes  magnétiques  et  des 
solénoïdes  électrodjnamiques.  Les  expériences  d'CErstedt  et  de 
Biot  et  Savart  ont  fait  connaître  seulement  Faction  d'un  courant 
rectiligne  indéfini  sur  un  pôle  d'aimant.  Comme  Ampère  l'a  si 
sagacement  fait  remarquer,  et  quoi  qu'en  disent  certains  Traités, 
il  est  impossible  de  déduire  de  là  la  loi  de  l'action  d'un  courant 
fermé  quelconque  sur  un  pôle  d'aimant,  et  encore  moins  l'action 
d'un  pôle  d'aimant  sur  un  élément  de  courant. 

La  seule  méthode  qui  permît  de  constituer  l'Électromagnétisme 
était  celle  d'Ampère  :  montrer,  comme  conséquence  de  l'Electro- 
dynamique,  l'analogie  qui  existe  entre  les  lois  de  l'aclion  de  deux 
solénoïdes  électrodynamiques,  et  les  lois,  étudiées  par  Coulomb, 
de  deux  solénoïdes  magnétiques;  entre  les  lois  de  l'action  d'un 
courant  rectiligne  sur  un  solénoïde  électrodynamique,  et  les  lois, 
étudiées  par  OErstedt,  Biot  et  Savart,  de  l'action  d'un  courant 
rectiligne  sur  un  aimant,  puis,  inférant  de  là  que  les  solénoïdes 
électrodynamiques  devaient  être  en  toute  circonstance  analogues 
aux  solénoïdes  magnétiques,  transporter  à  ceux-ci  toutes  les  pro- 
positions sur  les  actions  mutuelles  des  courants  et  des  solénoïdes 
électrodynamiques  que  nous  enseigne  l'Éleclrodynamique. 

Cette  méthode  est  celle  qui  a  servi  à  établir  la  théorie  des  phé- 
nomènes électromagnétiques  dans  les  écrits  d'Ampère  et  de  Savary. 
Tout  autre  est  celle  que  nous  avons  suivie  dans  le  présent  Ou- 
vrage. 


É 
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Les  lois  de  rÉlectrodjnamîque  d'une  part,  les  lois  de  rtleclro- 
magnétisme  d^autre  part,  ont  été  établies  indépendamment  les  unes 
des  autres,  par  des  méthodes  semblables,  mais  dont  chacune  peut 
se  suffire  à  elle-même.  Le  développement  de  ces  théories  a  mis 
en  complète  évidence  l'analogie  des  solénoïdes  magnétiques  et  des 
solénoïdes  électrodynamiques  ;  des  feuillets  magnétiques  et  des 
courants  fermés  et  uniformes;  mais  nulle  part  cette  analogie  n\i 
été  prise  pour  point  de  départ  de  la  théorie. 

Résumons  les  analogies  que  nous  avons  ainsi  établies  : 

I**  En  Electrodynamique,  nous  avons  obtenu  le  résultat  sui- 
vant : 

Soient  OFl  rfr,  DFc'  rfi''  les  moments  de  deux,  éléments  magné- 
tiques; BA  =  rf/  et  B'A'=dl'  les  axes  de  ces  deux  éléments; 
autour  de  dl  et  dl'  traçons  deux  petits  contours  C  et  C,  d'aires  U 
et  û',  ayant  dl  et  rf/' pour  normales  positives;  supposons  ces  petits 
cercles  parcourus  par  des  courants  d'intensité  J  et  J'  telles  que 

Les  forces  électrodynamiques  par  lesquelles  les  deux  petits  cou- 
rants C  et  G  agissent  l'un  sur  l'autre  sont  identiques  aux  actions 
magnétiques  mutuelles  des  deux  éléments  DJLd{>,  DVJ  d{'\ 

C'est  pour  rappeler  cette  analogie  que  nous  açons  dit  que  le 
petit  courant  C  était  équivalent,  au  point  de  vue  de  l'électro- 
dynamique,  à  Vêlement  magnétique  ÙXL  dv^  si  Von  avait 

(i)  ^Qi  =d\Ldv. 

2**  Toutes  les  propositions  que  nous  avons  établies  en  Élec- 
tromagnétisme peuvent  se  résumer  de  la  manière  suivante  : 

Envisageons  un  élément  magnétique  Oïl  dv  et  un  petit  contour  C, 
construit  comme  dans  le  cas  précédent,  mais  parcouru  par  un 
courant  d'intensité  ^  telle  que 

—  7^  12  J  =  OPl  dv. 
4îc 
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L'élément  niagnélique  OÏL  dv  et  le  courant  C  : 

1°  Produiront  en  toutes  circonstances  la  même  force  éledro- 
motrîce  d'induction  en  un  conducteur  fermé  quelconque; 

2^  Influeront  de  la  même  manière  sur  l'aimantation  d'un  mor- 
ceau de  fer  doux  ; 

S""  Exerceront  les  mêmes  actions  sur  un  élément  de  courant 
uniforme  ; 

4**  Subiront  les  mêmes  actions  de  la  part  d'un  courant  fermé  et 
uniforme  quelconque. 

Toutes  ces  analogies  peuvent  se  résumer  en  disant  que  le 
petit  courant  C  est  équivalent,  au  point  de  vue  de  l^Électroma- 
gnétisme,  à  l'élément  magnétique  DXLdv,  si  Von  a 

(1)  —  $-ÇL%  =  OKdv. 

Les  deux  intensités  J  et  J  du  courant  équivalent,  au  point  de  vue 
électrodynamique,  et  du  courant  équivalent,  au  point  de  vue  élec- 
tromagnétique, sont  laissées  entièrement  indépendantes  l'une  de 
l'autre  par  les  théories  précédentes. 

C'est  Texpérience,  l'expérience  d'OErstedt  par  exemple,  qui  nous 
enseigne  que  ces  deux  intensités  sont  de  même  signe,  la  con- 
stante i^  étant  négative.  Mais  ce  résultat  n'est  lui-même  qu'un 
premier  acheminement  vers  cette  proposition  fondamentale  que 
rien,  dans  les  théories  précédentes,  ne  permettait  de  prévoir  : 

Le  courant  qui  est  équivalent  à  un  élément  magnétique  au 
point  de  vue  de  V Electrodynamique  lui  est  aussi  équivalent  au 
point  de  vue  de  V E lectromagnétisme. 

Cette  proposition  exige  que  les  égalités  (i)  et  (2)  déterminent  la 
même  valeur  l'une  pour  J,  l'autre  pour  ^,  ce  qui  entraîne  cette 
autre  proposition. 

Entre  les  deux  constantes  fondamentales  de  VElectrodyna- 
mique  et  de  C E lectromagnétisme  existe  la  relation 

(3)  ^=:_^. 

Cette  relation,  nous  l'avons  dit,  ne  peut  être  prévue  par  la 
théorie  précédente.  C'est  à  l'expérience  qu'il  faut  en  demander  la 
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vérification.  Voici  un  moyen  d'effecluer  celte  vérification  avec 
toute  la  précision  désirable. 

Lançons  un  même  courant,  dont  Tîntensité  J  n'a  pas  besoin  de 
nous  être  connue,  à  la  fois  dans  un  électrodynamoraètre  et  dans 
une  boussole  des  tangentes.  Les  indications  de  l'électrodynamo- 
mètre  nous  détermineront  la  quantité 

3l« 


'À 


Les  indications  de  la  boussole  des  tane^entes  nous  détermineront 
la  quantité 


Si  la  relation  (3)  est  exacte,  nous  devrons  avoir 

Cette  dernière  égalité  vérifiée,  il  suffira  de  se  reporter  à  Texpé- 
rience  d'OËrstedt,  d'après  laquelle  la  quantité  jç  est  négative, 
pour  être  assuré  de  l'exactitude  de  la  relation  (3). 

L'expérience  que  nous  venons  de  décrire  n'a  jamais  été  faite 
explicitement  dans  le  but  que  nous  venons  d'indiquer,  car  les 
physiciens  ont  toujours  admis,  sans  même  mentionner  leur  hypo- 
thèse (*),  l'exactitude  de  la  relation  (3). 

Mais,  si  elle  n'a  jamais  été  faite  explicitement,  elle  a  certaine- 
ment été  faite  implicitement  un  grand  nombre  de  fois;  toutes  les 
fois  qu'un  physicien,  admettant  a  priori  l'exactitude  de  la  rela- 
tion (3),  s'est  servi  en  même  temps  d'un  électrodynamomètre 
et  d'une  boussole  des  tangentes  pour  déterminer  l'intensité  d'un 


(■)  Il  faut  excepter  MM.  Mascart  et  Joubert  et  M.  Paul  Le  Cordier.  MM.  Mas- 
cart  et  Joubert  s'expriment  à  cet  égard  avec  la  plus  grande  nelteté  :  a  Un  courant 
fermé,  disent-ilâ,  et  un  feuillet,  équivalents  vis-à-vis  d'un  système  magnétique 
quelconque,  le  sont-ils  vis-à-vis  d'un  autre  courant?  Ainsi,  le  courant  C,  et  le 
feuillet  S,  de  même  contour  sont  équivalents  vis-à-vis  du  système  magnétique  M,; 
supposons  que  ce  système  magnétique  soit  un  feuillet  S,;  l'action  réciproque  qui 
s'exerce  entre  S,  et  S,  est  identique  à  celle  qui  s'exerce  entre  S,  et  le  courante,; 
mais  cette  dernière  est-elle  la  même  que  celle  qui  s'exerce  entre  les  deux  cou- 
rants C,  et  C,?  L'afHrmative  parait  probable;  mais  ce  n'est  là  qu'une  induction, 
et  il  serait  facile  de  trouver  des  exemples  pour  lesquels  le  même  mode  de  raison- 
nement conduirait  à  des  conséquences  manifestement  erronées.  Ainsi,  dans  des 
conditions  convenablement  choisies,  il  peut  se  faire  que  les  actions  exercées  sur 
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même  courant,  et  qu*il  a  constaté  Taccord  de  ces  instruments,  il  a 
implicitement  fait  Texpérience  en  question. 

L'exactitude  de  la  relation  (3)  ne  saurait  donc  être  mise  en 
doute.  Les  deux  constantes  fondamentales  de  TÉlectrod^namique 
et  de  l'Klectromagnétisme  cessent,  par  cette  relation,  d'être  indé- 
pendantes. Ces  deux  branches  de  la  Physique  ne  dépendent  plus, 
en  réalité,  que  d'une  seule  constante  fondamentale. 


un  aimant  par  un  aimant  et  par  un  morceau  de  fer  doux  soient  les  mômes;, 
on  n'en  saurait  conclure  que  le  morceau  de  fer  doux  et  l'aimant  seraient  encore 
équivalents  vis-à-vis  d'un  autre  morceau  de  fer  doux.  C'est  donc  comme  un  ré- 
sultat expérimental  et  non  comme  une  déduction  nécessaire  de  la  théorie,  que 
nous  admettrons  le  théorème  suivant  d'Ampère  :  Uaction  réciproque  de  deux 
courants  fermés  est  identique  à  celle  des  deux  feuillets  magnétiques  respec- 
tivement équivalents  à  chacun  d'eux  »  (Mascart  et  Joubert,  Traité  d'Élec- 
tricité et  de  Magnétisme^  t.  I,  p.  492)-  M.  Le  Cordier  s'exprime  d'une  manière 
analogue  (  Paul  Le  Cordier,  Actions  mécaniques  produites  par  les  aimants  et 
par  le  magnétisme  terrestre.  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le 
i6  avril  i883.  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  3*  série,  t.  X, 
pp.  ii3  et  381;  1884  ). 
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LES  UNITES  ELECTRIQUES. 


Un  exposé  des  principes  qui  régissent  le  choix  des  unités  électriques 
semblera  peut-être  quelque  peu  déplacé  dans  le  présent  Ouvrage,  tant  à 
cause  de  son  caractère  élémentaire  que  du  nombre  des  exposés  analogues 
que  Ton  trouve  dans  les  divers  Traités  ;  aussi  notre  première  intention 
n'était-elle  pas  de  nous  arrêter  à  Texamen  de  ces  principes.  Mais  la  lecture 
attentive  des  Traités  et  des  Manuels  répandus  dans  renseignement  nous  a 
révélé  combien  ces  principes,  bien  simples  en  apparence,  étaient  en  général 
méconnus.  Les  erreurs  les  plus  graves  entachent  les  pages  que  plusieurs 
auteurs  consacrent  aux  unités  électriques.  ' 

Certains  croient  que  les  unités  électrostatiques  ne  peuvent  servir  qu'en 
électricité  statique  et  les  unités  électromagnétiques  dans  l'étude  des  cou- 
rants. 

La  plupart,  conformément  à  cette  idée,  écrivent  les  formules  de  l'Elec- 
trostatique dans  le  système  électrostatique  d'unités,  en  y  faisant  égale 
à  I  la  constante  e  des  lois  de  Coulomb;  puis,  dans  le  même  livre,  sans 
avertir  du  grave  changement  de  conventions  qu'ils  adoptent,  ils  écrivent 
les  formules  de  l'Électrodynamique  et  de  l'Électromagnétisme   dans  le 

système  électromagnétique  d'unités,  en  faisant  égale  à  i  la  constante  ^ 

de  l'Électrodynamique. 

De  là  des  confusions  sans  nombre;  par  exemple,  celle  qui  consiste  à 
confondre,  dans  le  système  électromagnétique  d'unités,  une  différence  de 
niveau  potentiel  et  une  force  électromotrice,  alors  que  celle-ci  est  le  pro- 
duit de  la  première  par  la  constante  &. 

11  y  a  plus;  certains  Traités  et  certains  Manuels  très  répandus  enseignent 
que  le  système  électromagnétique  d'unités  est  défini  par  le  choix  de 
l'unité  de  pôle  magnétique;  que,  dans  ce  système  seulement,  deux  pôles 
magnétiques  égaux  respectivement  à  l'unité,  séparés  par  l'unité  de  distance, 
se  repoussent  avec  une  force  égale  à  l'unité.  Et  l'on  voit,  dans  les  Tableaux 
où  ces  Traités  consignent  les  dimensions  des  principales  unités  électriques, 
le  pôle  magnétique  figurer  avec  des  dimensions  diiïérentes  dans  le  système 
électrostatique  et  dans  le  système  électromagnétique! 
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C'est  en  lisant  de  pareilles  erreurs  que  nous  avons  cru  nécessaire  de 
joindre  à  nos  Leçons  un  appendice  où  seraient  brièvement  exposés  les 
principes  qui  déterminent  les  choix  des  unités  électriques. 

§  1.  —  Du  Magnétisme. 

On  démontre,  en  Géométrie  élémentaire,  le  théorème  suivant  : 

Le  nombre  qui  représente  le  volume  d'un  prisme  est  proportion- 
nel au  produit  du  nombre  gui  représente  la  sur/ace  de  la  base  du 
prisme  par  le  nombre  qui  représente  sa  hauteur. 

Ce  théorème  est  indépendant  du  choix  des  unités  de  volume,  de  surface 
et  àe  longueur. 

Si  l'on  désigne  par  V,  B.  H  les  trois  nombres  qui  représentent  le  vo- 
lume du  prisme,  la  surface  de  sa  base  et  sa  hauteur,  on  pourra  écrire 

V  =  X:BH, 

k  étant  un  coefficient  positif  dont  la  valeur  est  parfaitement  déterminée 
lorsque  les  unités  de  longueur,  de  surface  et  de  volume  sont  choisies, 
dont  la  valeur  change  lorsqu'on  change  Tune  au  moins  de  ces  trois  unités. 

On  pourrait  exposer  la  Géométrie  tout  entière  en  laissant  indépendantes 
les  unités  de  longueur,  de  surface  et  de  volume;  toutes  les  formules  qui 
expriment  des  relations  entre  ces  trois  espèces  de  grandeurs  renferme- 
raient alors  le  coefHcient  >X:. 

Les  géomètres  ont  trouvé  plus  commode  de  débarrasser  leurs  formules 
de  la  présence  de  ce  coeffîcient,  en  établissant  entre  les  unités  de  longueur, 
de  surface  et  de  volume  une  relation  telle  que  le  coefficient  X:  devint  égal 
à  l'unité;  il  leur  a  suffi  pour  cela  de  prendre  pour  unité  de  volume  le 
volume  du  prisme  qui  a  pour  base  l'unité  de  surface  et  pour  hauteur 
l'unité  de  longueur. 

Ces  principes,  qui  ont  guidé  les  géomètres  dans  le  choix  des  unités 
auxquelles  ils  rapportent  les  grandeurs  d'espèces  différentes  qu'ils  ont  à 
considérer,  sont  connus  de  tout  le  monde.  Ce  sont  ces  mêmes  principes  qui 
ont  guidé  les  physiciens  dans  le  choix  des  unités  auxquelles  ils  rapportent 
les  grandeurs  d'espèces  différentes  qu'ils  considèrent  dans  l'étude  de  l'élec- 
tricité. Nous  allons  examiner,  dans  le  présent  Chapitre,  comment  ils  ont 
appliqué  ces  principes. 

Nous  admettrons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  Ton  ait  traité  la  Géométrie 
et  la  Mécanique  avant  de  s'occuper  de  l'électricité  ;  que  l'on  ait,  par  consé- 
quent, fixé  les  unités  auxquelles  sont  rapportées  les  grandeurs  d'espèces 
différentes  considérées  dans  ces  Sciences;  on  sait  que  les  diverses  conven- 
tions admises  en  Géométrie  et  en  Mécanique  ramènent  le  choix  de  toutes 
les  unités  géométriques  et  mécaniques  au  choix  des  trois  unités  fonda- 
mentales de  longueur,  de  temps  et  de  masse. 

Dans  l'étude  du  magnétisme,  toutes  les  grandeurs  d'espèce  différente 
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que  Ton  a  à  considérer  sont  définies  à  partir  d*une  grandeur  fondamentale, 
la  quantité  de  magnétisme  ou  masse  magnétique.  Lorsqu'on  connaît, 
d'une  part,  les  unités  de  longueur,  de  masse,  et  de  temps;  d'autre  part, 
l'unité  de  quantité  de  magnétisme,  la  définition  même  des  diverses  gran- 
deurs (intensité  d'aimantation,  moment  magnétique,  fonction  potentielle 
magnétique,  etc.)  que  l'on  considère  dans  l'étude  du  magnétisme  déter- 
mine l'unité  à  laquelle  chacune  de  ces  grandeurs  doit  être  rapportée. 

D'autre  part,  la  manière  même  dont  la  quantité  de  magnétisme  a  été 
définie  relie  immédiatement  le  choix  de  l'unité  de  quantité  de  magnétisme 
au  choix  des  unités  fondamentales  de  longueur,  de  masse  et  de  temps.  II 
résulte,  en  effet,  de  cette  définition  que  l'unité  de  masse  magnétique  est 
ta  masse  magnétique  qui,  placée  à  l'unité  de  distance  d'une  masse 
qui  lui  est  égale,  la  repousse  avec  une  force  égale  à  Vunité. 

Cette  unité  de  masse  magnétique  ne  dépend  donc  que  des  unités  fonda- 
mentales de  longueur,  de  masse  et  de  temps.  Il  est  aisé  de  voir  de  quelle 
manière  elle  en  dépend. 

Prenons  deux  masses  magnétiques  égales  entre  elles  et  bien  déterminées, 
m  et  my,  placées  à  une  distance  bien  déterminée  r;  elles  exercent  Tune 
sur  l'autre  une  action  bien  déterminée/. 

Choisissons  un  premier  système  d'unités  de  longueur,  de  masse  et  de 
temps;  les  trois  grandeurs  m,  r, /seront  mesurées  par  des  nombres  bien 
déterminés  fx,  p,  q  entre  lesquels,  d'après  les  lois  de  Coulomb  et  de  Gauss, 
on  aura  la  relation 

(0  0=^. 

Prenons  un  deuxième  système  d'unités  fondamentales,  qui  se  déduise 
«lu  premier  en  multipliant  la  précédente  unité  de  longueur  par  L,  la  pré- 
cédente unité  de  temps  par  T,  la  précédente  unité  de  masse  par  M.  Les 
trois  grandeurs  m,  r,  /  seront  mesurées  par  de  nouveaux  nombres  bien 
détermines  jji',  p',  o'  entre  lesquels  nous  aurons  la  relation 

0  * 
I 

Or  nous  aurons  évidemment 

?  =  L?'. 

D'après  la  dêfinilion  de  la  force  donnée  en  Mécanique,  on  voit  sans  peine 
(|ue  Ton  a 

o  =  MLT-ïo'. 

Les  égalités  (1)  et  {1)  donnent  alors 

MLT-î=:  ^^  L-î 
ou  bien 
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Ainsi,  lorsqu'on  multiplie  par  M  la  masse  prise  pour  unité,  par  L  la  lon- 
gueur prise  pour  unité,  par  T  le  temps  pris  pour  unité,  le  nombre  qui  re- 
présente une  masse  magnétique  déterminée  est  divisé  par 

M»l't-i; 

en  d'autres  termes,  la  nouvelle  unité  de  masse  magnétique  s'obtient  en 
multipliant  la  précédente  unité  par  ce  même  nombre 

i    3 

C'est  ce  qu'on  convient  d'exprimer  en  disant  que  les  dimensions  de  la 
quantité  de  magnétisme  sont 

Puisque  rien  n'est  plus  arbitraire  dans  le  choix  des  unités  magnétiques 
lorsqu'on  a  fixé  les  unités  fondamentales  de  longueur,  de  temps  et  de 
masse,  on  ne  doit  pas  s'étonner  que  les  formules  du  magnétisme  ne  ren- 
ferment plus  aucun  coeffîcient  de  proportionnalité  que  l'on  puisse  faire 
varier  par  le  choix  des  unités. 


§  2.  —  Il  y  a,  dans  l'étude  de  Pélectricité,  une  grandeur  dont  l'unité 

peut  être  choisie  arbitrairement. 

Les  principales  espèces  de  grandeurs  que  Ton  a  à  considérer  dans  Tétudc 
de  l'Électrostatique,  du  galvanisme,  de  lÉ'Iectrodynamique  et  de  l'Électro- 
magnétisme  sont  :  la  quantité  d* électricité j  la  fonction  potentielle  élec- 
trostatique, Vintensité  d'un  courant,  la  résistance  d'un  conducteur, 
la  force  électromotrice,  la  capacité  d'un  conducteur. 

Rien,  dans  la  définition  de  la  quantité  d'électricité  n'oblige  à  prendre 
pour  unité  de  quantité  une  charge  électrique  plutôt  qu'une  autre.  Le 
choix  de  l'unité  de  quantité  d'électricité  est  donc  arbitraire, 

La  quantité  d'électricité  est,  d'ailleurs,  la  seule  grandeur  électrique 
dont  l'unité  soit  arbitraire;  une  fois  que  l'on  a  choisi  cette  unité  et  les 
unités  fondamentales  de  longueur,  de  masse  et  de  temps,  les  unités  aux- 
quelles doivent  être  rapportées  les  autres  grandeurs  électriques  sont  com- 
plètement déterminées. 

La  fonction  potentielle  électrostatique  en  un  point  M  est  définie  par 
l'égalité 


=2? 


q  étant  la  charge  électrique  qui  se  trouve  au  point  A  de  l'espace,  rla  dis- 
tance AM,  et  la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  charges  agissantes.  11 
résulte  de  cette  définition  qu'une  charge  électrique  égale  à  l'unité  en- 
gendrera au  point  M  une  fonction  potentielle  égale  à  l'unité,  si  AM 
est  l'unité  de  longueur. 
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L'intensité  d'un  courant  linéaire  est  la  quantité  d'électricité  que  le  cou- 
rant transporte  pendant  i'unilé  de  temps,  à  travers  une  section  du  con- 
ducteur, dans  le  sens  choisi  coinme  positif.  L'unité  d'intensité  est  donc 
r intensité  du  courant  gui,  dans  l* unité  de  temps,  transporte  au  tra^ 
vers  de  la  section  du  conducteur  une  quantité  d'électricité  égale  à 
l'unité. 

La  loi  de  Joule  donne  immédiatement  la  définition  de  l'unité  de  résis- 
tance. Dans  un  conducteur  métallique  homogène  de  résistance  R,  un 
courant  d'intensité  J,  passant  pendant  le  temps  t,  dégage  une  quantité  de 
chaleur 

Ë  étant  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  Cet  échauiïement  équivaut  à 

un  travail 

6  =  RJî  t. 

On  voit,  d'après  cette  formule,  que  V unité  de  résistance  est  la  résistance 
d^un  conducteur  métallique  homogène  dans  lequel  un  courant  d'in- 
tensité égale  à  V unité  produit,  pendant  l* unité  de  temps,  un  échauf- 
fement  équivalent  à  l'unité  de  travail. 

L'intensité  J  du  courant,  qu'une  force  électromotrice  C  engendre  dans 
un  circuit  de  résistance  R,  a  pour  valeur,  d'après  la  défînition  de  la  force 
électromotrice. 

D'après  cette  formule,  l'unité  de  force  électromotrice  est  la  force 
électromotrice  qui  engendre  un  courant  d'intensité  égale  à  l'unité 
dans  un  circuit  de  résistance  égale  à  Vunité. 

La  capacité  d'un  conducteur  métallique  dans  des  conditions  détermi- 
nées est,  par  définition,  la  quantité  d'électricité  qu'il  faut  distribuer  en 
équilibre  sur  ce  conducteur  pour  que  la  force  électromotrice  qui  existe 
entre  ce  conducteur  ainsi  chargé  et  la  terre  (c'est-à-dire  un  corps  de  même 
nature  que  le  conducteur,  porté  au  niveau   potentiel  o),   soit   égale   à 

l'unité  (M- 
D'après  cette  définition,  un  conducteur  aura   une  capacité  égale  à 

l'unité,  s'il  existe  une  force  électromotrice  égale  à  Vunité  entre  le  con- 
ducteur et  un  conducteur  et  de  même  nature  au  niveau  potentiel  o. 


(*)  On  donne  souvent,  dans  les  Traités,  une  déûnition  inexacte  de  la  capacité; 
on  dit  que  la  capacité  est  la  quantité  d'électricité  nécessaire  pour  porter  le  con- 
ducteur au  niveau  potentiel  i.  En  réalité,  si  V  est  le  niveau  potentiel  d'un  con- 
ducteur, la  force  électromotrice  C,  qui  existe  entre  ce  conducteur  et  la  terre,  a 
pour  valeur 

£  étant  le  coefficient  de  la  loi  électrostatique  de  Coulomb.  Ainsi,  d'après  la  défi- 
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L'énumération  que  nous  venons  de  faire  montre  bien  que,  lorsque  Ton 
connaît,  d'une  part,  les  unités  de  longueur,  de  temps  et  de  masse,  et, 
d'autre  part,  Tunité  de  quantité  d'électricité,  toutes  les  autres  unités  élec  • 
triques  sont  déterminées.  Il  n'y  a  donc  d'arbitraire,  dans  l'étude  de  l'élec- 
tricité, que  le  choix  de  l'unité  de  charge  électrique. 


§  3.  —  Il  y  a,  dans  les  formules  de  rélectricité,  deux  coefficients 
dépendant  du  choix  des  unités  fondamentales. 

L'action  mutuelle  de  deux  particules  matérielles,  portant  des  charges 
électriques  q  et  q*  et  situées  à  une  distance  r  l'une  de  l'autre,  est,  d'après 
les  lois  de  Coulomb,  une  force  répulsive  ayant  pour  grandeur 


r 


%  ' 


e  est  un  coefficient  positif  qui  dépend  des  unités  fondamentales  de  lon- 
gueur, de  temps,  de  masse  et  de  charge  électrique. 

Ce  coefficient  se  retrouve  dans  toutes  les  formules  de  l'Electrostatique: 
ainsi  le  potentiel  électrostatique  d'un  système  de  conducteurs  a  pour 
valeur 


(3)  W  =  e22^ 


J 

r 


q,  q'  étant  deux  charges  quelconques  du  système,  r  la  distance  qui  les  sé- 
pare, et  le  signe  \^  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  telles  que  ^^ 

distinctes  les  unes  des  autres.  Cette  expression  du  potentiel  électrosta- 
tique  domine  toute  l'Electrostatique. 

Entre  deux  points  d'un  conducteur  métallique  homogène  où  la  fonction 
potentielle  a  des  valeurs  V  et  V,  existe  une  force  électromotrice 

C  =  e(V-V'). 

Cette  formule  est  le  point  de  départ  de  toute  l'étude  des  courants  station- 
naires. 
L'étude  de   l'induction   électrodynamique  et    des    forces    électrodyna- 

nition  que  nous  avons  donnée,  la  capacité  est  la  quantité  d'électricité  nécessaire 
pour  porter  le  conducteur  au  niveau  potentiel  -i  et  non  pas  au  niveau  poten- 
tiel I.  Notre  déQaition  ne  coïncide  donc  avec  celle  des  Traités  que  dans  le  sys- 
tème électrostatique  où  e  =  i.  La  défînition  des  Traités  n'aurait  aucun  inconvé- 
nient si  l'on  s'y  tenait.  Mais,  ordinairement,  les  Traités,  après  avoir  donné  cette 
définition,  raisonnent  comme  s'ils  avaient  donné  celle  que  nous  adoptons.  De  là, 
des  erreurs  et  des  contradictions. 
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miques  se  ramène  enliérement  à  la  considéralion  du  potentiel  cleclrody- 
naoïique;  ce  potentiel  a  pour  expression 

(4)  n  =  —  ^  ^  JJ  l  "TT"  cosOcosO'-i-  -î-— cosu)j  dsds'; 

ds  et  ds'  sont  deux  éléments  conducteurs,  traversés  par  des  courants  J 
et  J';  /'  est  leur  distance;  0,  6',  ta  sont  les  trois  angles  qui  fixent  leur  orien- 
tation respective;  le  signe  \   s'étend  à  toutes  les  combinaisons  que  Von 

peut  former  en  prenant  deux  à  deux  les  éléments  du  système. 

X  est  la  constante  d'HelmhoItz;  c'est  une  constante  numérique,  absolu- 
ment indépendante  du  choix  des  unités  fondamentales. 

—  est  un  coefficient  qui  dépend  du  choix  des  unités  fondamentales  de- 
longueur,  de  temps,  de  masse  et  de  charge  électrique. 

Ce  coefficient  se  retrouve  dans  toutes  les  formules  de  TÉlectrodyna- 
mique;  il  se  retrouve  aussi  dans  toutes  les  formules  de  l'Électromagnr- 
tisme. 

En  elTet,  Tétude  de  l'induction  électromagnétique,  de  Taimanlation  par 
les  courants,  des  forces  électromagnétiques,  se  déduit  tout  entière  de  la 
considération  du  potentiel  électromagnétique  d'un  élément  magnétique- 
ÔT^dv  et  d'un  courant  fermé.  Ce  potentiel  a  pour  valeur 


Ç=  ^nKdv5  flds, 


1  ayant  une  signification  que  nous  avons  souvent  eu  à  rappeler  dans  les 
Chapitres  précédents. 

Or,  nous  avons  vu,  au  Livre  XV,  Chapitre  Xf!,  que  l'on  avait 

Le  potentiel  électromagnétique  peut  ditic  s'écrire 

(iùis)  $=— AoîlrfrJ   f^ds, 

'    yj'i  J 

ce  qui  introduit  le   coefficient  —  dans  toutes  les  formules  de  TÉlectro- 

magnétisme. 

L'étude  de  l'électricité  mène  donc  à  la  considération  de  deux  coefficients 
qui  dépendent  des  unités  fondamentales  de  longueur,  de  temps,  de  masse 
et  de  charge  électrique;  c'est  le  coefficient  fondamental  de  Tiilectrosla- 

tiques,  et  le  coefficient  fondamental  de  TElectromagnétisme  • — • 

•2 
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§  4.  —  Le  rapport  du  coefficient  fondamental  de  ITÉlectrodynamique 
au  coefficient  fondamental  de  l'Électrostatique  est  indépendant  des 
unités  de  masse  et  de  charge  électrique. 

Chacun  des  deux  coefficients  fondamentaux  de  l'Électrostatique  et  de 
rÉiectrodynamique  dépend  des  unités  fondamentales  de  longueur,  de  temps, 
de  masse  et  de  charge  électrique.  Cherchons  de  quelle  manière  il  dépend 
de  ces  unités. 

Supposons  qu'après  avoir  adopté  un  premier  système  d'unités  fondamen- 
tales, on  en  adopte  un  second  qui  se  déduise  du  premier  en  multipliant 
Tunité  de  longueur  par  L,  l'unité  de  temps  par  T,  l'unité  de  masse  par  M, 
Punité  de  quantité  d'électricité  par  Q. 

Ce  changement  d'unités  changera  la  valeur  du  nombre  qui  représente 
une  grandeur  concrète  déterminée.  Nous  désignerons  par  une  lettre  sans 
indice  le  nombre  qui  représente  une  grandeur  concrète  dans  le  premier 
système  d'unités  et  par  une  lettre  affectée  de  l'indice  i  le  nombre  qui  re- 
présente la  même  grandeur  concrète  dans  le  second  système  d'unités. 

Considérons,  par  exemple,  le  potentiel  électrostatique  d'un  système  dé- 
terminé. Il  sera  défini,  dans  le  premier  système  d'unités  par  la  formule 


9q_ 
r 


(3')  W  =  6>r 

et  dans  le  second  système  d'unités,  par  la  formule 


(3'; 


On  aura  évidemment 


9i       9\       ^' 
^  =  L. 

Un  potentiel  étant  une  grandeur  de  même  espèce  qu'un  travail,  ou  verra 

sans  peine  que  l'on  a 

W 

^  =  ML»T-». 

Wt 

Il  résulte  alors  des  formules  (3')  et  (3')  que  l'on  aura 

(5)  -  =  ML»T-«Q-». 

El 

Ainsi,  si  l'on  multiplie  l'unité  de  longueur  par  L,  l'unité  de  temps  par  T, 
l'unité  de  masse  par  M,  l'unité  de  charge  électrique  par  Q,  le  nombre  qui 
représente  le  coefficient  fondamental  de  l'Électrostatique  est  divisé  par 

ML3T-«Q  î». 
D.  -  III.  3o 
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En  d'autres  termes,  lorsqu'on  laisse  Vunité  de  charge  électrique  indé- 
pendante des  unités  mécaniques,  le  coefficient  fondamental  de  l'Elec- 
trostatique a  pour  dimensions 

ML»T-«Q-*. 

Considérons  maintenant  le  potentiel  électrodynamique  d'un  système  de 
courants. 
Dans  le  premier  système  d'unités,  il  est  représenté  par  la  formule 

(4  )  11= >  I cos8  cos6  -1 costo  j  — dsds  . 

Dans  le  second  système  d'unités,  il  est  représenté  par  la  formule 
(4')      U,  =  -?^^l^-:ilco^^ç,os^'-^ 

On  a  évidemment 

ds  ds'  _''__- 

ds^  "~  ds\  ~  Ti  "" 

L'intensité  d'un  courant  étant  le  rapport  d'une  quantité  d'électricité  à 
à  un  temps,  on  a  évidemment 


Enfin  on  a 


k  =  h  ^^-- 


Il  résulte  alors  des  formules  (4')  et  (4*)  que  l'on  a 

(6)  -^=LMQ-^ 

Ainsi,  si  l'on  multiplie  l'unité  de  longueur  par  L,  Tunité  de  temps  par 

T,  l'unité  de  masse  par  M,  l'unité  de  charge  électrique  par  Q,  le  nombre 

qui  représente  le  coeffîcient  fondamental  de  l'Ëlectrodynamique  est  divisé 

par 

LMQ-*. 

En  d'autres  termes,  lorsqu'on  laisse  l'unité  de  charge  électrique 
indépendante  des  unités  mécaniques,  le  coefficient  fondamental  de 
l'Ëlectrodynamique  a  pour  dimensions 

LMQ-*. 
La  comparaison  des  égalités  (5)  et  (6)  conduit  à  un  résultat  remar- 
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quable;  cette  comparaison  donne  en  effet 

'    -    '*    =L*T-«. 


Le  rapport  -^j  du  coefficient  fondamental  de  l* Électrostatique  au 

coefficient  fondamental  de  Vhlectrodynamique  ne  dépend  pas  du 
choix  des  unités  de  masse  et  de  charge  électrique;  il  dépend  seule- 
ment du  choix  des  unités  de  longueur  et  de  temps. 

Posons 
(7)  ^=.'. 

L'ég.ililé  précédente  montre  que,  si,  dans  un  chanp;ement  d'unités,  runité 
de  longueur  est  multipliée  par  L  et  l'unité  de  temps  par  T,  le  nombre  qui 
représente  v  est  divisé  par  LT-^  La  grandeur  v  est  donc  le  rapport  d'une 
longueur  à  un  temps. 

La  grandeur  v  est  une  grandeur  de  même  espèce  qu'une  vitesse. 

M.  H.  von  Helmholtz  a  donné  à  cette  quantité  v  le  nom  de  vitesse 
caractéristique  de  l'électricité. 


§  5.  —  Les  divers  systèmes  d'unités  électriques. 

Supposons  que  les  unités  mécaniques  fondamentales,  c'est-à-dire  les 
unités  de  longueur,  de  temps  et  de  masse,  aient  été  choisies  une  fois  pour 
toutes.  Le  rapport  des  coefficients  fondamentaux  de  l'Électrostatique  et 
de  l'ÉIectromagnétisme  a  alors  une  valeur  parfaitement  déterminée,  sur 
laquelle  le  choi\  de  l'unité  de  charge  électrique  ne  peut  exercer  aucune 
influence. 

Mais,  par  le  choix  de  l'unité  de  charge  électrique,  laissée  jusqu'ici  arbi- 
traire, on  peut  faire  prendre  la  valeur  positive  que  l'on  veut,  soit  au  coef- 
ficient fondamental  de  l'Électrostatique,  soit  au  coefficient  fondamental  de 
rÉlectrodynamique.  Seulement,  comme  le  rapport  de  ces  deux  coefficients 
a  une  valeur  déterminée,  quand  on  aura  donné  à  l'un  de  ces  deux  coeffi- 
cients une  valeur  choisie  arbitrairement,  la  valeur  de  l'autre  coefficient 
n'aura  plus  rien  d'arbitraire;  elle  sera  entièrement  déterminée. 

Ce  sont  des  raisons  de  commodité  qui  font  attribuer  telle  ou  telle 
valeur  soit  à  l'un,  soit  à  l'autre  des  deux  coefficients.  De  semblables 
raisons  n'ayant  rien  d'absolu,  le  choix  qu'il  s'agit  de  faire  a  été  fait,  au 
gré  des  auteurs,  de  diverses  manières,  auxquelles  correspondent  divers 
systèmes  d'unités  électriques.  On  en  distingue  trois  principaux  :  le  système 
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électrostatique,  le  système  électrodynamique  et  le  système  électro- 
magnétique. 

1*  Système  électrostatique,  —  Dans  le  système  électrostatique,  on 
cherche,  par  un  choix  convenable  de  l'unité  de  charge  électrique,  à  faire 
disparaître  des  formules  le  coefficient  e  en  lui  donnant  la  valeur  i. 

Il  est  aisé  de  voir  quelle  charge  électrique  on  doit  prendre  pour  unité 
lorsque  Ton  veut  atteindre  ce  but. 

Si,  en  eiïet,  l'unité  de  charge  électrique  a  été  choisie  de  manière  que  & 
prenne  la  valeur  i,  si  les  charges  électriques  sont  rapportées  à  cette  unité, 
la  formule  qui  exprime  l'action   répulsive   des   deux   charges   électriques 


s'écrit 


Cette  formule  montre  que  l* unité  de  charge  électrique  est  déter- 
minée, dans  le  système  électrostatique,  par  la  condition  de  repousser 
avec  l* unité  de  force  une  charge  égale  placée  à  V unité  de  distance. 

Moyennant  ce  choix  de  l'unité  de  charge,  le  coefficient  e  prend  la  va- 

5t* 

leur  I,  et.  d'après  l'égalité  (7),  le  coefficient  fondamental  —  de  l'Électro- 

dynamique  prend  la  valeur  —  •   Le  potentiel  électrodynamique  d'un  sys- 
tème de  courants  devient  alors,  d'après  l'égalité  (4)} 

n  = z7\~     -  cos6  cos6'--    coscu  )  IV  ds  ds\ 

v^  ^d  \   'ir  jL r  I 

Le  potentiel  électromagnétique  devient,  d'après  l'égalité  (4  ^ù), 


«-- i^rfi'J  Ç Lds. 


•2*'  Système  électrodynamique .  —  D'après  la  formule  d'Ampère,  deux 
éléments  de  courants  uniforipes  se  repoussent  avec  une  force  qui  a  pour 
valeur,  en  faisant  usage  des  notations  habituelles, 


P^_^,jj'rf,*' 


sds  f  3        .        ^A 

(  coso) cos6  cosO     . 

*        \  a  J 


Ampère  voulait  que  l'action  mutuelle  de  deux  éléments  de  courants 
parallèles  entre  eux  et  perpendiculaires  à  la  droite  qui  les  joint  fût  repré- 
sentée par  la  formule 

-,  JJ'  ds  ds' 

Comme  on  a,  dans  ce  cas, 

cos6  =  o,        cos6'— o,        cosu)  —  I, 

on  voit  que  l'on  doit  prendre 

5l«=i, 
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et,  par  conséquent,  en  vertu  de  la  relation  (7), 

La  formule  qui  exprime  l'action  répulsive  de  deux  charges  électriques 
devient  alors 

en  sorte  que  Vunité  de  charge  électrique  est  déterminée,  dans  le  sys- 
tente  électrodynamique ,  par  la  condition  d'exercer  sur  une  charge 
égale,  placée  à  Vunité  de  distance,  une  force  représentée  par  le 
même  nombre  que  iv^. 

Le  système  électrodynamique,  employé  dans  les  écrits  d'Ampère  et  de 
ses  contemporains,  est  aujourd'hui  entièrement  abandonné. 

3**  Système  électromagnétique.  —  Considérons  deux  solénoïdes;  dans 
le  premier,  les  courants  circulaires  ont  une  aire  U,  une  intensité  J,  ils  sont 
séparés  par  une  distance  D;  dans  le  second,  les  courants  ont  une  aire  Q', 
une  intensité  J',  une  distance  D'.  Ces  solénoïdes  ont  respectivement  pour 
puissance 

D  D' 

L'action  répulsive  qui  s'exerce  entre  le  pôle  austral  du  premier  solénoïde 
et  le  pôle  austral  du  second,  placés  à  la  distance  r  l'un  de  l'autre,  est  re- 
présentée par  la  formule 

r    =     —    r-- 

Dans  le  système  électromagnétique,  on  se  propose  de  choisir  l'unité  de 
charge  électrique,  de  manière  que  cette  formule  prenne  la  môme  forme  que 
celle  qui  donne  l'action  de  deux  pôles  d'aimants,  c'est-à-dire  la  forme 

On  prend  donc  arbitrairement,  dans  ce  système,  la  valeur  i  pour  valeur 

du  coefficient  fondamental  —  de  l'EIectrodynamique,  ce  qui  fait  disparaître 

ce  coefficient  de  toutes  les  formules  de  l'EIectrodynamique. 

Le  coefficient  fondamental  de  l'EIectrodynamique  ayant  la  valeur  1,  le 
coefficient  fondamental  de  l'hlectrostatique  est  déterminé;  il  a,  d'après 
l'égalité  (7),  la  valeur 

La  formule  qui  donne  l'action  répulsive  de  deux  charges  électriques  q 
et  q\  placées  à  la  distance  r  l'une  de  l'autre,  devient,  dans  ce  système, 
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Ainsi  V unité  de  charge  électrique  est  déterminée,  dans  le  système 
électromagnétique,  par  la  condition  d^ exercer  sur  une  charge  égale, 
placée  à  V  unité  de  distance,  une  force  représentée  par  le  même  nom- 
bre que  v^. 

Dans  ce  système,  le  potentiel  électrostatique  a  pour  expression,  d'après 
l'égalité  (3), 

Le  potentiel  électrodynamique  a  pour  expression,  d'après  l'égalité  (4), 

n  =  —  >  JJ'i •  cos6  cosO'-- cosoi  )  dsds', 

Ad      \   'ir  'Àr  I 

Le  potentiel  électromagnétique  a  pour  expression,  d'après  l'éga- 
lité (4  ôw), 

Ç  --  —  ^  dv^  Ta  ds. 


§  6.  —  Rapport  des  unités  correspondantes  dans  les  deux  systèmes 

électrostatique  et  électromagnétique. 

Prenons  une  certaine  unité  arbitraire  de  charge  électrique  correspon- 
dant à  une  certaine  valeur  e  du  coefficient  fondamental  de  TÉlectrosta- 
tique.  Deux  charges  qui,  mesurées  avec  cette  unité,  sont  représentées  par 
les  nombres  q  et  q\  placées  à  la  distance  r,  exerceront  l'une  sur  l'autre 
une  force  répulsive  représentée  par  la  formule 

(a)  F=«2f:. 

•  r* 

Soit  c  le  nombre  qui  mesure,  au  moyen  de  cette  unité  arbitraire,  la 
charge  servant  d'unité  dans  le  système  électrostatique.  Deux  telles  charges, 
placées  à  l'unité  de  distance,  doivent  se  repousser  avec  l'unité  de  force.  Si 
donc,  dans  la  formule  (a),  on  fait 

q  =c,         q'-c,         /•  =  I 

on  doit  trouver 

F  =  i, 

ce  qui  donne 

Soit  C  le  nombre  qui  mesure,  au  moyen  de  la  même  unité  arbitraire,  la 
charge  servant  d'unité  dans  le  système  électromagnétique.  Deux  telles 
charges,  placées  à  Tunité  de  distance,  doivent  se  repousser  avec  une  force 
représentée  par  le  nombre  v^.  Si  donc,  dans  la  formule  (a),  on  fait 

y  =  G,         q'  =  G,         r  =  I. 
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on  doit  trouver 

F  =  v^, 

ce  qui  donne 

(y)  i>«  =  «C«. 

La  comparaison  des  formules  (p)  et  (y)  donne 

C 

—  =  t». 
c 

Ainsi  la  charge  qui  sert  d* unité  dans  le  système  électromagnétique 
est  V  fois  plus  grande  que  la  charge  qui  sert  d'unité  dans  le  système 
électrostatique. 

II  en  résuite  qu'une  même  charge  électrique  est  représentée  par  un 
nombre  v  fois  plus  petit  dans  le  Système  électromagnétique  que  dans  le 
système  électrostatique. 

Ce  premier  résultat  obtenu,  des  raisonnements,  trop  aisés  pour  qu'il  soit 
nécessaire  de  les  développer,  conduisent  aux  propositions  suivantes  : 

La  fonction  potentielle  qui  sert  d'unité  dans  le  système  électromagné- 
tique est  ç  fois  plus  grande  que  la  fonction  potentielle  qui  sert  d'unité  dans 
le  système  électrostatique. 

L'intensité  qui  sert  d'unité  dans  le  système  électromagnétique  est  v  fois 
plus  grande  que  l'intensité  qui  sert  d'unité  dans  le  système  électrosta- 
tique. 

La  résistance  qui  sert  d'unité  dans  le  système  électromagnétique  est  v^ 
fois  plus  petite  que  la  résistance  qui  sert  d'unité  dans  le  système  électro- 
statique. 

La  force  électromolrice  qui  sert  d'unité  dans  le  système  électromagné- 
tique est  V  fois  plus  petite  que  la  force  électromotrice  qui  sert  d'unité  dans 
le  système  électrostatique. 

La  capacité  qui  sert  d'unité  dans  le  système  électromagnétique  est  s?^  fois 
plus  grande  que  la  capacité  qui  sert  d'unité  dans  le  système  électrosta- 
tique. 

On  voit  que  la  connaissance  de  la  quantité  \?  suffit  pour  déterminer  le 
nombre  qui  mesure  une  certaine  grandeur  électrique  dans  l'un  des  deux 
systèmes,  lorsqu'on  connaît  le  nombre  qui  mesure  cette  même  grandeur 
dans  l'autre  système. 


§  7.  —  Détermination  de  la  vitesse  caractéristique  de  l'électricité; 
elle  se  ramène  à  la  détermination  de  l'ohm. 

Supposons  que  l'on  ait  fait  choix  d'un  système  quelconque  d'unités  élec- 
triques :  soit  le  système  électrostatique,  soit  le  système  électromagnétique, 
soit  tout  autre  système  que  l'on  aura  jugé  commode. 

Pour  pouvoir  traduire  en  nombre  toutes  les  formules  de  l'électricité,  il 
faudra  connaître  deux  constantes  fondamentales  :  la  constante  d'Helmholtz, 
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X,  et  la  vitesse  de  l'électricité  v,  La  première  de  ces  deux  constantes  dis- 
parait de  toutes  les  formules  qui  se  rapportent  seulement  aux  courants 
fermés  et  uniformes.  Lors  donc  qu'on  ne  veut  pas  traiter  des  courants  non 
uniformes,  la  constante  v  est  la  seule  dont  on  ait  besoin  de  connaître  la 
valeur. 

La  détermination  expérimentale  de  la  vitesse  caractéristique  de  l'électri- 
cité se  présente  donc  comme  un  problème  ayant,  en  Physique,  une  im- 
portance capitale. 

Voici  une  des  méthodes,  celle  de  Sir  W.  Thomson  (*),  qui  permettent 
de  déterminer  ç. 

Imaginons  une  partie  homogène  et  métallique  AB  d'un  circuit  que  tra- 
verse un  courant  dont  l'intensité,  évaluée  dans  un  système  quelconque  d'u- 
nités, ait  pour  valeur  J  ;  la  résistance  de  cette  portion  de  (il  AB  a  pour 
valeur  R  dans  le  même  système  d'unités;  un  électrométre  absolu  fait  con- 
naître le  nombre 

a  =  e(VA--VB)». 

Va  et  Vb  étant  les  niveaux  potentiels  en  A  et  B  (voir  Livre  III,  Ghap.  IV, 

§8}- 

D'autre  part,  une  partie  du  fil  AB  forme  soit  le  cadre  d'une  boussole  des 

tangentes,  soit  les  bobines  d'un  électrodynamomètre.  Si  l'instrument  em- 
ployé est  une  boussole  des  tangentes,  ses  indications  font  connaître  le 
nombre 

Si  l'instrument  employé  est  un  électrodynamomètre,  ses  indications  font 
connaître  le  nombre 

Les  égalités  que  nous  venons  d'écrire  donnent 

•  a  J« 


P«  = 


Mais  la  loi  d'Ohm  donne 


^~?^  (Va-V  )* 

2 


,       £(Va-Vb) 


R 
ou  bien 


31* 
(Va-Vb)*      R*        R* 


(')  Sir  W.  Thomson,  Peport  of  the  British  Association  for  1869,  p.  434- 
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On  a  donc,  finalement, 


v^ 


^  ?' 


Les  deux  nombres  ^  et  a  étant  donnés  directement  par  les  instruments 
employés,  on  voit  que  la  détermination  de  p  est  ramenée  à  la  détermi- 
nation du  nombre  qui  représente,  dans  le  système  d'unités  employé,  la 
valeur  de 

'À 
pour  le  fil  AB. 
Les  méthodes  de  comparaison  des  résistances  donneront  aisément  la  va- 

leur  de  -^-^  pour  le  fil  AB,  lorsqu'on  connaîtra  la  valeur  de  la  même  quan- 

tité  pour  un  autre  fil  quelconque.  La  détermination  de  la  vitesse  caracté- 
ristique de  Télectricité  est  donc  ramenée  au  problème  suivant  : 

Déterminer  pour  un  fil  métallique  homogène,   choisi  arbitraire- 

ment,  la  valeur  du  rapport  -^—  dans  le  système  d'unités  adopté. 

2 

Si    le  système  d'unités  adopté  est  le  système  électromagnétique  —  est 

égal  à  l'unité,  et  le  problème  précédent  peut  alors  s'énoncer  de  la  manière 
suivante  : 

Déterminer,  en  unités  électromagnétiques,  la  résistance  d'un  fil  mé- 
tallique arbitrairement  choisi. 

Le  problème  auquel  la  détermination  de  la  vitesse  caractéristique  de  l'é- 
lectricité est  ainsi  ramenée  se  nomme  le  problème  de  la  détermination  de 
l'ohm. 

§  8.  —  Détermination  de  l'ohm. 

p 
La  première  méthode  permettant  de  déterminer  le  rapport  -^^  pour  un 

2 

fil  métallique  est  due  à  G.  Kirchhoiï  (i).  On  en  a  donné  depuis  un  grand 
nombre  d'autres,  que  Ton  trouvera  exposées  dans  les  Traités.  Notre  inten- 
tion étant  seulement  d'indiquer  comment  il  est  possible  de  résoudre  le 


(')  G.  KiRCRHOFF,  liestimmung  der  Constanten,  von  welcher  die  Intensitàt 
elektrischer  Strôme  abhàngt  {^Poggendorff's  Annalen,  t.  LXXVI  ;  1849.  — 
G.  Kirchhoff's  Abhandlungen,  p.  118). 
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problème  de  la  détermination  de  l*ohm,  nous  indiquerons  ici  une  seule 
méthode,  due  à  Weber,  permettant  d'atteindre  cette  détermination. 

Prenons,  comme  au  Chapitre  III,  un  cadre  plan,  mobile  autour  d'un  axe 
vertical  situé  dans  son  plan  et  relié  à  une  boussole  des  tangentes.  Suppo- 
sons le  plan  du  cadre  d'abord  perpendiculaire  au  plan  du  méridien  magné- 
tique, et  prenons  pour  face  positive  celle  qui  regarde  le  nord.  Faisons 
tourner  le  cadre  d'un  angle  droit. 

L'induction  terrestre  met  en  mouvement,  dans  le  circuit,  une  quantité 
d'électricité  [Livre  XIII,  Chap.  III,  égalité  (16)] 

Q  étant  l'aire  du  cadre,  H  la  composante  horizontale  du  magnétisme  ter- 
restre et  R  la  résistance  totale  du  circuit. 

La  boussole  des  tangentes  agit  ici  comme  galvanomètre  balistique  ;  l'ai- 
guille est  déviée  d*un  angle  d'impulsion  6. 

On  a  [Livre  XV,  Chap.  X,  égalité  (4)] 

51  ^  p    .    6     /H 

p  étant  le  rayon  du  cadre  de  la  boussole  des  tangentes,  I  le  moment  d'i- 
nertie de  l'aiguille  et  M  son  moment  magnétique. 
On  tire  de  là 

R    _     tcQ        /MH 

—         p  sm  - 

Les  quantités  qui  figurent  au  second  membre  sont  toutes  mesurables.  L'ex- 
périence  en  question  permet  donc  de  déterminer  la  valeur  de  -^-—  pour  le 

fil  qui  forme  le  cadre  tournant,  le  cadre  de  la  boussole  et  la  ligne  de 
jonction. 

§  9.  —  Sur  la  valeur  de  v» 

Si  l'on  prend,  d'une  part,  les  résultats  de  l'une  des  nombreuses  méthodes 
de  détermination  de  l'ohm;  d'autre  part,  les  résultats  obtenus  soit  par  la 
méthode  indiquée  par  W.  Thomson  pour  déterminer  v^  soit  par  l'une  des 
méthodes  qu'ont  indiquées  MM.  Weber,  Kohirausch  et  Maxwell,  on  obtien- 
dra la  vitesse  caractéristique  de  l'électricité. 

Les  diverses  méthodes  que  nous  venons  de  citer  ont  donné  pour  p  les 
valeurs  suivantes,  qui  sont  évaluées  en  centimètres  par  seconde  : 

Méthode  de  Weber  et  Kohirausch c  =  310740. 10* 

Méthode  de  Maxwell v  =  288000.  lo* 

Méthode  de  Sir  W.  Thomson p  =  282000. 10» 
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Maxwell  a  fait  cette  remarque  importante  que  la  dijférertce  entre  les 
valeurs  trouvées  pour  la  vitesse  caractéristique  de  l^ électricité  et  les 
valeurs  trouvées  pour  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vide  est  de 
l'ordre  des  erreurs  d'expérience. 

Voici,  en  effet,  les  valeurs  trouvées  pour  la  vitesse  V  de  la  lumière  dans 
le  vide  : 

Méthode  de  M.  Fizeau V  =  3i4ooo.io* 

Méthodes  astronomiques V  =  3o8ooo.  lo* 

Méthode  de  Foucault V  =  298360. lo* 

On  peut  donc  regarder  comme  probable  la  proposition  suivante  : 

La  vitesse  car actér inique  de  V électricité  est  égale  à  la  vitesse  de  la 
lumière  dans  le  vide. 


§  10.  —  Dimensions  des  unités  électriques  —  Système  C.G.S. 

Système  pratique. 

Dans  chacun  des  systèmes  d'unités  qui  ont  été  définis  au  §  5,  l'unité 
de  charge  électrique,  et,  par  conséquent,  toutes  les  autres  unités  élec- 
triques, dépendent  exclusivement  des  unités  fondamentales  de  longueur, 
de  temps  et  de  masse  ;  mais  elles  n'en  dépendent  pas  de  la  même  manière 
dans  le  système  électrostatique  et  dans  le  système  électromagnétique.  En 
d'autres  termes,  elles  n'ont  pas  les  mêmes  dimensions  dans  les  deux  sys- 
tèmes. 

Nous  allons  déterminer  ici  ces  dimensions  : 

1°  Système  électrostatique. 

La  définition  de  l'unité  de  charge  électrique  dans  le  système  électrosta- 
tique est  exactement  la  même  que  la  définition  de  l'unité  de  quantité  de 
magnétisme.  Les  dimensions  de  la  quantité  de  magnétisme,  trouvées  au 
§  1,  sont  donc  les  dimensions  de  la  charge  électrique  dans  le  système  élec- 
trostatique. 

Ainsi  la  charge  électrique  a  pour  dimensions,  dans  le  système  élfictro- 

sta tique, 

3      1 
L*M*T-i. 

On  trouvera  sans  peine  que,  dans  ce  système,  la  fonction  potentielle  et 
la  force  électro motrice  ont  les  mêmes  dimensions 

L^M^T-î. 

h'intensitéf  rapport  d'une  quantité  d'électricité  à  un  temps,  a  pour  dimen- 
sions 
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La  résistance,  rapport  d'une  force  électromotrice  à  une  intensité,  a  pour 

dimensions 

L-iT. 

La  capacité,  rapport  d'une  quantité  d'électricité  à  une  force  électromo- 
trice, a  pour  dimensions 

L. 

a"  Système  électromagnétique. 

Dans  le  système  électromagnétique,  l'action  mutuelle  de  deux  charges 
électriques  s'écrit 

Multiplions  l'unité  de  longueur  par  L,  l'unité  de  temps  par  T,  l'unité  de 
masse  par  M.  Les  grandeurs  qui  étaient  représentées  par  les  nombres  F, 
^iÇj  c'y  ^  sont  maintenant  représentées  par  les  nombres  Fi,  Pj,  yi,  q\y 
/*!,  et  l'on  a 

formule  qui,  comparée  à  la  précédente,  donne 

^   _v^    q    q*   r\ 

Or  on  a 

9 = ■--. 

-  =  LT-», 
v\ 

F 

^  =  MLT-*. 

^\ 

La  formule  précédente  devient  donc 

^^=ML 
et,  par  conséquent, 

91     q\ 


Ainsi,  si  l'on  multiplie  l'unité  de  longueur  par  L,  l'unité  de  temps  parT, 

l'unité  de  masse  par  M,  le  nombre  qui  représente  une  charge  électrique 

1    i 

dans  le  système  électromagnétique  est  divisé  par  M*L'. 

En  d'autres  termes,  les   dimensions  de  la  charge  électrique  dans  le 

système  électromagnétique  sont 

1    1 
M«L«. 
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h'A  fonction  potentielle,  rapport  d'une  charge  éleclrique  à  une  longueur, 

a  pour  dimensions 

1    _i 

Vintensité,  rapport  d'une  charge  électrique  à  un  temps,  a  pour  dimen- 
sions 

i    1 

Pour  connaître  les  dimensions  de  la  résistance,  il  suffit  de  se  souvenir  que 

le  produit  d'une  résistance  par  le  carré  d'une  intensité  et  par  un  temps 

représente  un  travail.  On  trouve  alors  aisément  que  la  résistance  a  pour 

dimensions 

LT-i. 

La  force  électromotrice,  produit  d'une  résistance  par  une  intensité,  a 
pour  dimensions 

M«L«T-î. 

La  capacité,  rapport  d'une  charge  électrique  à  une  force  électromotrice, 

a  pour  dimensions 

L-»T2. 

Ces  formules  précisent  la  manière  dont  les  diverses  unités,  soit  électrosta- 
tiques, soit  électromagnétiques,  dépendent  des  unités  fondamentales  de  lon- 
gueur, de  temps  et  de  masse. 

On  sait  que  les  physiciens  sont  convenus  d'adopter  un  système  d'unités 
fondamentales  dit  5^5^&me  G. G. S.;  dans  ce  système,  l'unité  de  longueur 
est  le  centimètre,  c'est-à-dire  la  centième  partie  de  la  longueur  du  mètre  des 
Archives  placé  dans  la  glace  fondante;  l'unité  de  temps  est  la  seconde  sexa- 
gésimale de  temps  moyen;  l'unité  de  masse  est  le  gramme,  c'est-à-dire  la 
millième  partie  de  la  masse  du  kilogramme  des  Archives. 

A  ce  système  correspond  un  système  G. G. S.  d'unités  électriques,  soit 
électrostatiques,  soit  électromagnétiques. 

Les  unités  électromagnétiques  ainsi  déterminées  ne  sont  pas  d'une  gran- 
deur commode  dans  la  pratique;  aussi  les  physiciens  ont-ils  substitué  au 
système  G. G. S.  un  autre  système  d'unités  (ondamenlalesdil  système  pra- 
tique. Les  unités  fondamentales  pratiques  s'obtiennent  en  multipliant  les 
unités  fondamentales  G. G. S.  par  certaines  puissances  de  lo. 

L'unité  de  longueur  pratique  vaut  lo*  unités  G.  G. S.;  c'est  environ  le 
quart  du  méridien  terrestre. 

L'unité  de  temps  pratique  est  encore  la  seconde. 

L'unité  de  masse  pratique  vaut  lo  '^  unités  G.  G.  S.,  c'est  la  cent-mil- 
lionième partie  d'un  milligramme. 

D'après  les  dimensions  des  diverses  grandeurs  électriques  dans  le  système 
électromagnétique,  on  arrive  sans  peine  aux  résultats  suivants  : 

Dans  le  système  électromagnétique,  l'unité  pratique  de  charge  élec- 
trique vaut  IO-*  unités  G. G. S.  On  lui  donne  le  nom  de  coulomb. 
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L'unilé  pratique  àe  fonction  potentielle '^dini  \o~^^  unités  C.G.S.  On 
ne  lui  a  pas  donné  de  nom  particulier. 

L'unité  pratique  à* intensité  vaut  lo-*  unités  C.G.S.  On  lui  donne  le 
nom  à'ampère. 

L'unité  pratique  de  résistance  vaut  10*  unités  C.G.S.  On  lui  donne  le 
nom  (ïohm.  C'est  la  résistance  qu'offre,  dans  la  glace  fondante,  une  co- 
lonne de  mercure  d'un  millimètre  carré  de  section  et  de  106  centimètres  de 
longueur  environ. 

L'unité  pratique  de  force  électroniotrice  vaut  lo*  unités  C.G.S.  On  lui 
donne  le  nom  de  volt^  abréviation  de  Volta.  C'est  sensiblement  la  force 
électromotrice  d'un  élément  Daniell. 

L'unité  pratique  de  capacité  vaut  lo"*  unités  C.G.S.  On  lui  donne  le 
nom  ^e  farady  abréviation  de  Faraday. 


>•>•< 


LIVRE  XVI. 


ACTIONS   QUI   S'EXERCENT  ENTRE  LES  AIMANTS 
ET  LES  COURANTS  QUELCONQUES. 


■  w   - 


CHAPITRE  PREMIER. 

L'INDUCTION  D'UN  ÉLÉMENT  MAGNÉTIQUE  SUR  UN  ÉLÉMENT  CON- 
DUCTEUR NE  PEUT  ÊTRE  REGARDÉE  COMME  ÉMANANT  DE  SES 
DEUX   POLES. 


Nous  avons  fait  au  Chapitre  I  du  Livre  XV  Thypo thèse  sui- 
vante : 

La  force  électromotrice  d*  induction  électromagnétique  ^ds, 
engendrée  par  un  certain  nombre  d'élénients  magnétiques  ds?^ 
dv\  . . .  dans  un  élément  conducteur  ds^  est  donnée  par  Inéga- 
lité 


8v(A)  dépendant  seulement  des  paramètres  qui  fixent  Vétat 
relatif  des  deux  éléments  ds^  rfp^*^  et  des  variations  que  ces 
paramètres  éprouvent  pendant  le  temps  dt. 

Cette  hypothèse  entraîne,  en  vertu  des  raisonnements  exposés 
au  Chapitre  I  du  Livre  XV,  l'expression  suivante  de  8v  : 

(i)  8v=:ajM[r,  (r,  rfs),  (r,  rf/),  e]3ï^dvds\ 

[Livre  XV,  Chap.  I,  égalité  (i)]. 

Dans  cette  égalité,  OTO  est  l'intensité  d'aimantation  en  un  point 
de  l'élément  e/(^;  dl  est  la  direction  de  cette  aimantation;  M  est 
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une  fonction  finie  (sauf  pour  r=^o),  continue  et  uniforme  des 
paramètres  mis  en  évidence. 

Au  Chapitre  II,  nous  avons  fait  une  nouvelle  hypothèse,  qui 
est  la  suivante  : 

Lorsqu'un  élément  magnétique  variable  est  placé  en  pré- 
sence d'un  conducteur  fermé  et  que  ces  deux  corps  se  dépta- 
cent  l'un  par  rapport  à  l'autre  de  manière  que  le  conducteur 
induit  soit  traversé  par  un  courant  uniforme,  l'action  électro- 
motrice produite  par  l'élément  magnétique  peut  être  rem- 
placée par  des  actions  électromotrices  émanant  de  ses  deux 
pôles. 

Cette  hypothèse,  dont  nous  avons  précisé  le  sens,  entraîne  le 
résultat  suivant  (Livre  XV^,  Chap.  II) 


(•^) 


Mir,(r,^.Mr,rfO,^]^-^A^^;f^f\ 


jÇ  étant  une  constante;  A  étant  défini  par  Tégalité 


x  —  \    .r  —  T) 


î 


(3) 


A=  - 


r 

r 

r 

I 

dx 
ds 

dy 
ds 

dz 
ds 

d\ 
dl 

dri 
dl 

dt: 

dl 

et  F(r)  étant  une  fonction  uniforme,  finie  et  continue  de  la  di- 
stance r  des  deux  éléments  dsj  dl,  sauf  pour  r  =  o. 

Nous  avons  vu  que  cette  expression  de  M  suffisait  à  l'étude  des 
actions  qui  s'exercent  dans  un  système  composé  d'aimants  et  de 
courants  linéaires,  fermés  et  uniformes.  Il  s'agit  maintenant  de 
pousser  plus  loin  notre  étude  et  d'examiner  les  propriétés  des 
systèmes  formés  par  des  aimants  et  par  des  courants  quelconques, 
en  commençant  par  les  systèmes  formés  d'aimants  et  de  courants 
linéaires  quelconques. 

Nous  sommes  portés,  par  les  habitudes  qui  ont  régné  jusqu'ici 
dans  l'étude  du  magnétisme  et  de  Télectromagnétisme,  à  admettre 
cette  hypothèse  fondamentale  : 

Laction  électromotrice  Sv  exercée  par  un  élément  magné- 
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tique  quelconque  dv  sur  un  élément  de  conducteur  quelconque 
ds  peut  être  regardée  comme  la  différence  de  deux  actions 
électromotrices  émanées  de  ses  deux  pôles. 

Cette  proposition,  dont  le  sens  précis  résulte  de  ce  qui  a  été  dit 
au  début  du  Chapitre  II  du  Livre  XV,  se  traduirait  anal^tique- 
ment  de  la  manière  suivante  : 

On  doit  avoir  une  égalité  de  la  forme 

(4)  M[r,(r,^5),(r,rf/),  e]=^, 

^  étant  une  fonction  définie  sans  ambiguïté  lorsqu'on  connaît 
la  situation  relative  de  l'élément  conducteur  ds  et  d'un  pâle 
de  l'élément  dL 

De  ce  que  la  situation  relative  de  Télément  conducteur  ds  et 
d^un  point  de  l'élément  dl  dépend  uniquement  des  deux  para- 
mètres r  et  (r,  ds)^  il  en  résulte  que  ^  est  une  fonction  uniforme 

de  r  et  de  :r-* 
ds 

Les  égalités  (2)  et  (4)  donnent 

f.-7,['('.|)-^]- 

Remplaçons  A  par  sa  valeur  et  exprimons  que  le  produit  du 
premier  membre  par  dl  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction 
de  Ç,  Yi,  ^;  nous  trouverons  les  égalités 

H  T  d_  Ix  —  \  dy  ^  y—r^  dx\  ^  â_  ( ^  —  ^  dx       x  —  \dz\J\^ 
4Îc[5^V    r»      Ts  r»~  "Ss  /       ()Ç  \  "r»~"  "5s  ^^*~3i/J""^* 

4'«L^Î\    '••      ds  r*      ds  )       dl\    r»      ds  r»      dsj^"^' 

4lÏL^\    '^      ds        "1^  ds)       dr^\7^di  r^  'ds)]"^' 

Ces  relations  doivent  avoir  lieu  quelle  que  soit  l'orientation  de 
l'élément  ds.  Si  l'on  fait 

dx  dy  dz 

di=''       Tû^"'       Â=°' 
D.  —  m.  3i 
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on  a 

Al  ^— s  _ 

4ir  (^  r»  ""  °* 
4ic  <^  r»  ^°' 
4it  d?      H      " 

Les  trois  quantités 

a^-S     y  —  'Tï     >g  — C 

dépendent  évidemment  de  Ç.  On  ne  peut  donc  avoir  aucune  des 
trois  identités 

d  X  —\  ^  d  y  —  7)__  d  z  —  Ç_ 

et  les  égalités  précédentes  exigeraient  que  l'on  eût 

«  =  o. 

Or  les  expériences  faites  avec  des  aimants  et  des  courants  fermés 
et  uniformes  nous  apprennent  que  la  constante  jÇ  n'est  pas  égale 
à  o.  Cette  conséquence  est  donc  inacceptable. 

Ainsi,  si  l'on  admet  que  Tinduction  électromagnétique  existe, 
si  Ton  admet  que  les  lois  de  cette  induction  doivent  concorder 
avec  les  hypothèses  très  simples  qui  ont  été  faites  aux  Cha- 
pitres I  et  II  du  Livre  précédent,  hypothèses  que,  d'ailleurs,  il 
semble  bien  difficile  de  ne  pas  faire,  on  est  obligé  d'accorder 
que  la  force  électromotrice  d'induction,  engendrée  dans  un  élé- 
ment conducteur  quelconque  par  un  élément  magnétique  quel- 
conque, ne  peut  être  regardée  comme  la  différence  de  deux  forces 
électromotrices  engendrées  par  deux  masses  magnétiques  égales 
et  de  signes  contraires  concentrées  aux  deux  pôles  de  l'élément 
magnétique,  chacune  de  ces  forces  étant  proportionnelle  en  gran- 
deur à  la  masse  dont  elle  émane  et  dépendant  seulement  de  la 
position  de  cette  masse  par  rapport  à  l'élément  conducteur  et  des 
variations  de  cette  position. 

En  d'autres  termes,  l'action  d'un  élément  magnétique  ne 
peut,  en  général,  équivaloir  à  l'action  de  deux  masses  magné-^ 
tiques  égales  et  de  signe  contraire» 
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CHAPITRE  II. 

INDUCTION   ÉLECTROMAGNÉTIQUE    DANS    LES    CONDUCTEURS 
LINÉAIRES.  AIMANTATION  PAR  LE5  COURANTS  LINÉAIRES. 


§  1.  —  Induction  électromagnétique  dans  les  conducteurs  linéaires. 

Le  Chapitre  précédent  nous  a  montré  qu'il  était  impossible 
d'étendre  à  l'induction  électromagnétique,  exercée  dans  des  con- 
ducteurs quelconques,  l'hypothèse  qui  nous  a  servi  à  établir  les 
lois  de  l'induction  électromagnétique  dans  les  conducteurs  fermés 
traversés  par  des  courants  uniformes. 

Mais  Tétude  de  ces  dernières  lois  nous  conduit  à  une  consé- 
quence susceptible  de  s'étendre  à  l'induction  exercée  par  des  ai- 
mants dans  des  conducteurs  quelconques,  et  l'extension  de  cette 
conséquence  va  devenir  l'hypothèse  fondamentale  sur  laquelle  re- 
posera la  théorie  générale  de  l'induction  électromagnétique. 

Considérons  un  élément  magnétique  de  moment  DK^dv,  Soit  BA 
ou  dl  son  axe  magnétique.  Menons  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  dt\  dans  ce  plan,  traçons  un  petit  circuit  C  embrassant  une 
aire  Û  dont  la  normale  positive  est  dl.  Supposons  ce  circuit  par- 
couru par  un  courant  dont  l'intensité  J'  est  donnée  par  la  relation 

(I)  ^yQ  =  DTLdi^. 

va 

Par  extension  de  ce  que  nous  avons  vu  dans  l'étude  des  courants 
fermés  et  uniformes,  nous  admettrons  que  cet  élément  magné- 
tique et  ce  petit  courant  engendrent,  en  toutes  circonstances, 
la  même  force  électromotrice  d'induction  dans  un  courant  li^ 
néaire  quelconque. 

Cette  hypothèse  ramène  immédiatement  l'étude  de  la  loi  élé- 
mentaire de  l'induction  électromagnétique  à  un  problème  d'induc- 
tion électrodynamique. 
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Soit  n  (C,  ds)  le  potentiel  électrodyDamique  du  courant  C  sur 
Télément  ds  parcouru  par  un  courant  égal  à  Tunité.  Nous  au- 
rons 

(2)  Sv  =  8n(G,  é/5). 

Calculons  le  second  membre.  Gomme  le  circuit  G  est  parcouru 
par  un  courant  uniforme,  si  nous  désignons  par  d.'i  un  élément  de 
ce  circuit,  nous  pourrons  écrire 

(3)  xiic,ds)^-^ydsf^-^^^^h^ds: 

Or  on  a 

r  cos  (ds,ds')^^,^    f  Ifdx^djc^  _^dydy_  ^dz  d£\  ^, 
J^  r  J^  r\ds   ds'        ds    ds'        ds  ds'  / 

Soient  Ç,  7^,  ^  les  coordonnées  d'un  point  de  Faire  û,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  d'un  point  de  Pélément  magnétique.  Le  théo- 
rème de  Stokeis  donnera 


J^  r\ds   ds        ds    ds        ds   ds  J 


■■[ 


—  -^  jZ  }  cos(rf/,  x) 


(4) 


r  dy 
dÇ    ds 

r  dz 
(>Tj    ds 

r  dz 

r  dx 

d^     ds 

âi:    ds 

r  dx 

r  dy 

zr.--ÂF  :7:/co5(rf/,>') 


\  '    \dr^    ds         d^    ds  / 

Moyennant  les  relations  (i)  et  (4),  l'égalité  (3)  devient 


['  j       r  dy  r  dz 

\âli    ds        di\    ds 


51 
n(C,  ds)  =  --=  DU  dtf  ds  \       \'Âr'^^'Â^ir  ]  cos(c?/,  ^) 


I       r  dz  r  dx 

\"5f  ds~"à^  ds 


-*-  V  ■:«-  :77  -  ^  :/r  /  ^o^idi.y) 


r  dx  r  dy  j 

âri    ds        d\    ds  J 


cos(df,  z) 
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Si   «Ao,  ifb,   C   sont  les  composantes  de  l'InteDsité   d*aimanta- 
lion  D\L,  on  aura 

e  =  Dll/cos(rf/,  z), 

et  le  potentiel  précédent,  auquel  nous  donnerons  le  nom,  qui  sera 
justifié  plus  tard,  de  potentiel  électromagnétique  de  l'élément 
magnétique  rf(^  sur  l'élément  conducteur  ds  traversé  par  un  cou- 
rant égal  à  l'unité,  prendra  la  forme 


n(Cy  ds)=  -j=dvds 


(5) 


dl    ds 
On  peut  encore  lui  donner  une  autre  forme.  Si  Ton  pose 


A  =  — 


I 


on  aura 

(6) 


^  —  S  y  —  'n  ^  —  Z 

r  r  r 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

d\  dr^  dlÇ, 

dl  dl  dl 


n  (G,  û?5)  =  -  ^  t^^fiLdvds. 


En  vertu  de  cette  dernière  expression,  on  aura 


(7) 


/a 


Cette  égalité  donne  la  loi  élémentaire  de  l'induction  électro- 
magnétique. Elle  rentre  bien,  ainsi  qu'il  devait  arriver,  dans  la 
forme  donnée  au  Livre  XV,  Chapitre  II, 


8v  =  8     ^y^dsfds 


[47r  dsdt    J  \ 
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Il  suffit,  pour  faire  coïncider  ces  deux  formes,  de  prendre 

F(r)  =  const. , 
(îl  de  remarquer  que 

§  2.  ->  Énergie  interne  d'un  système  d'aimants  et  de  courants  linéairea. 

Nous  avons  vu  [Livre  XV,  Chap.  IV,  égalités  (4),  (5),  (6), 
(7)]  9"^  l'énergie  interne  d'un  système  de  courants  linéaires  quel- 
conques et  d'aimants  était  de  la  forme  suivante 

H 7  ( cos6cos6'h coso)  )  jydsds' 

a    Jmà  \    'ÀP  M'  I 

Nous  continuerons  à  admettre,  dans  des  systèmes  renfermant 
des  courants  quelconques,  la  définition  des  corps  parfaitement 
doux  que  nous,  avons  donnée  au  Livre  XV,  Chapitre  IV,  §  4. 
Nous  allons  en  faire  usage  pour  déterminer  la  fonction  W, 

Imaginons  un  élément  magnétique  OTi^dv  invariable  de  position 
et  d'aimantation  placé  en  présence  d'un  conducteur  invariable  de 
forme  et  de  position,  traversé  par  un  courant  non  uniforme  d4n- 
tensité  variable. 

Soient  eds  la  force  électromotrice  ordinaire;  e'  la  force  électro- 
motrice  d'induction  électrodynamique  qui  agissent  dans  l'élément 
ds\  comme  il  n'y  a  pas  d'induction  électromagnétique,  comme  il 
n'y  a  pas  dans  le  système  de  variation  d'aimantation,  la  proposi- 
tion qui  sert  de  définition  aux  corps  parfaitement  doux  donne 

Or  on  a 

2e'Jds= r  7  ( cos6  cosB'h costa]  J  ds y  d$\ 
2    dtjkd\    ir                             ir  ] 


f 
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Enfin,  suivant  Tusage,  nous  négligeons  la  quantité 


s(--S) 


L'égalité  précédente  se  réduit  donc  à 

//il 
T[r,  (r,  ds)y  (r,  dl),  e]-yids  —  o. 

Or  J  est  seulement  assujetti  à  varier  d'une  manière  continue   le 
long  du  conducteur  et  à  s'annuler  à  ses  deux  extrémités  s'il  est 

ouvert;  ces  restrictions  sont  aussi  les  seules  qui  pèsent  sur   ^* 

L'égalité  précédente  ne  saurait  donc  avoir  lieu  en  général,  si  l'on 

n'avait 

V[r,  (r,rf5),  (r,  rf/),  6]=o. 

L'énergie  interne  d'un  système  renfermant  des  courants    quel- 
conques et  des  aimants  est  alors  donnée  par  l'égalité 

(8)      j  _./[to,T)-T^-%:J)]^. 


t2(^ 


—  X       „        ^.       I-+-  X 


I  -+-  X         \ 
cosOcosB'h co%t»i\  W  ds  ds' , 


•ir  ir  / 


§  3.  —  Aimantation  par  des  courants  linéaires  quelconques. 

Nous  allons  faire  usage  de  cette  égalité  pour  déterminer  les  lois 
de  l'aimantation  du  fer  doux  par  des  courants  linéaires  quel- 
conques. 

Supposons  un  système  qui  renferme  : 

1®  Un  aimant  permanent  1  ; 

2**  Un  morceau  de  fer  doux  2  ; 

3**  Un  conducteur  quelconque  C,  traversé  par  un  courant  quel- 
conque. 

Nous  supposons  tous  ces  corps  immobiles  ;  l'aimantation  du  fer 
doux  varie. 

Chaque  élément  ds  du  conducteur  renferme  une  force  électro- 


1 
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motrice  ordinaire  eds\  une  force  électromotrice  d'induction  élec- 
tromagnétique e"  ds. 

D'après  la  définition  électromagnétique  des  corps  parfaitement 
doux,  nous  devrons  avoir 

—  E  8U  =  é//  Tj  r^e  —  T  ^  W  e' -f-  e'I  ds 
Or  on  a 

(10)  dt  rcJû&  =  — E8(r— Tz)  — aw  — Veôg, 

(I I)     dt  Ce'}  rf^  =  -  Y  ^2  (^^7^  ^^^^  cosO'-h  1^  coso)  j  JJ'  ds  ds\ 
D'après  l'égalité  (5), 


'^J{èi-'èt)^A'- 


Enfin,  suivant  l'usage,  on  néglige 

.-(e-T«). 

D'autre  part,  si  l'on  pose 
on  aura 


Soient  t),  (Ça,  ^^2?  Ç2),  ^2(52,  ^25  Ç2,)  les  fonctions  potentielles 
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magnétiques  des  corps  1  et  2  au  point  (Ça,  r^a,  Ç2);  Tégalité  (8) 
donnera 

E80.EW*8WH-82(»-TS)'-f/^^|g7r-^''*.*. 

-^y  (0.1,,  8JU,-i-  i)l>,  SUÎ)i-h  a»  83,)  p     '^     c?t',. 

Moyennant  les  égalités  (10),  (1 1),  (12)  et  (i3),  l'égalité  (9)  de- 
vient 

"^L — sï;; — ;;^j  \^5F-5ç;  sry ^ ''^ -^ F;(ânT) J '''^* 

Celte  égalité  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  variations 
S^2,  Sifl>2,  ^32)  des  composantes  de  l'aimantation  au  point  ^2)  "^t» 
1^2»  du  corps  parfaitement  doux;  on  voit  donc  que  Ton  doit  avoir 
(en  supprimant  les.  indices  inutiles)  en  tout  point  (Ç,  tj,  Ç)  d'un 
corps  parfaitement  doux 


L  à\  JlJ    \dÇ    ds         ch)   .^5/''       J' 


Ce  sont  les  lois  fondamentales  de  l'aimantation  d'un  morceau 
de  fer  doux  sous  l'action  d'un  courant  linéaire  quelconque  qui  n'a 
avec  lui  aucun  point  commun. 
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Posons 


JlJ  \<»C  ds       an  ds  ,r^*' 


9 


1^"    ^J  \à^  ds     dn  ds.r'^*' 


et  écrivons-les 


(.6)  U  =  _F(aR,)[^<^5^)..^], 

Les  trois  quantités  $,  ^,  ^ne  sont  pas,  en  général,  les  trois  déri- 
vées partielles  d^une  même  fonction  de  Ç,  7),  2^.  Pour  qu'il  en  fût 
ainsi,  en  effet,  il  faudrait  que  Ton  eût 


à^         àri  -  ""' 

ilatio 

an        à^ 
n 

r           r           r 

luvec 

it  s'écrire 

r 

dit 

air             r   a  V             r   az 

j_      -     _  •'_    1 . .  

ds        d^  àri  ds        d^  dÇ  ds 

r 

dx  r  dy  r  dz 
ds         àr^^    ds        àrid}^  ds 

r 

dx  r  dy  ^  r  dz 
ds    '    dX,dr^  ds     '     dÇ*    ds 

—     Jds^o, 


-—  J  J  ds  =  Oy 


:t-  )ids  =  o, 
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OU  encore 


Lorsque  J  est  constant ,  c'est-à-dire  lorsque  le  courant  est 
fermé  et  uniforme,  ces  équations  sont  satisfaites,  comme  nous  le 
faisaient  prévoir  les  propriétés  des  courants  fermés  et  uniformes. 
Nous  allons  voir  qu'elles  ne  peuvent  l'être  en  général. 

J  étant  seulement  assujetti  à  varier  d'une  manière  continue  le 
long  du  conducteur,  on  peut  définir  une  fonction  J(^,^,  -s),  con- 
tinue dans  tout  l'espace  et  prendre  la  valeur  de  cette  fonction  pour 
valeur  de  J  en  tout  point  d'un  conducteur  quelconque.  On  voit 
alors  aisément  que  la  première  des  équations  précédentes  exige 
que  l'on  ait 


â^ây  dz 

d^  dz  dy         ' 

â^  dz  àx 

''7   ôJ 

r    dj 

—  -ô:-t r-  =  0. 

d^  dx  dy       <^  dy  dx 

Ces  équations  ne  peuvent  être  vérifiées  que  si  l'on  a,  en  tout  point 
de  l'espace, 


dx  ~    ^  dy  ~^    ^  dz 


c'est-à-dire,  en  tout  point  d'un  conducteur  quelconque, 


5F  =^' 


ce  qui  exprime  que  le  courant  est  uniforme. 
On  arrive  donc  à  la  proposition  suivante  : 

Contrairement  à  ce  qui  arrive  dans  V aimantation  par  les 
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aimants  OU  par  les  courants  uniformes  dans  un  morceau  de 
fer  doux  aimanté  par  des  courants  non  uniformes,  les  lignes 

d^  aimantation,  dont  la  tangente  a  pour  cosinus  directeurs  ^> 

(ilL  O 

7=r->  7^>  /le  sont  pas  les  trajectoires  orthogonales  d'une  même 
famille  de  surfaces. 

Sauf  en  ce  point,  la  théorie  de  Taimantation  par  des  courants 
quelconques  présente  la  plus  grande  analogie  avec  la  théorie  de 
raîraantation  par  les  aimants. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  où  la  fonction  magnétisante  F(OIL) 
se  réduit  à  un  coefficient  d^aimantation  constant  k. 

Moyennant  la  relation  fondamentale,  bien  facile  à  vérlGer  sur 
les  égalités  (i5), 

,     ,  d9      d^       dSi 

les  égalités  (i6)  donnent 

Mais  on  sait  qu^en  tout  point  du  fer  doux 

AX9,  =  o, 
(i8)  A0.=-4-(-,ç-^^^^). 

On  a  donc,  en  tout  point  du  fer  doux, 

dX       d}S^       de 

Ainsi,  lorsqu^un  corps  parfaitement  doux  à  coefficient  d* ai- 
mantation constant  est  soumis  à  Vaction  de  courants  quel- 
conques, il  prend  une  aimantation  qui  est,  à  chaque  instant  y 
solénoïdale. 

Les  égalités  (i8)  et  (19)  montrent  que  la  fonction  t)^  vérifie 
Téquation  de  Laplace  aussi  bien  à  Tintérieur  du  fer  doux  qu^à 
r  extérieur.  Il  reste  à  trouver  à  quelle  condition  elle  est  assujettie 
à  la  surface  du  fer  doux. 
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Or  les  équations  (i6)  donnent 
<Jl>cos(N/,  a?)-f-lft)C0s{N/,^)-4-  Gcos(N/,  z) 

=  -A[^  +  ^*  +  «cos(N/,:r)4-^cos(N,,7)  +  ^cos(N/,z)]. 

Mais  on  a 

^  -h  ^  =  4tî  [•«»  cos(N/,  a;)  -h  lft)  cos(N,-,  j^)  -h  0  cos(N,-,  z)] . 
On  a  donc 

iizk  r^  -+.  9 cos(N/,  X)  -+.  5^co5(N/,^)  -+-  ^  cos(N/,  ^)1 

ce  qui  est  la  condition  cherchée. 
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CHAPITRE  in. 

FORGES  QUI  S'EXERCENT  ENTRE  UN  COURANT  LINÉAIRE 

ET  UN  AIMANT. 


§  1.  —  Action  d'un  courant  linéaire  sur  un  aimant. 

Étant  données  la  loi  de  l'induction  électromagnétique  et  l'ex- 
pression de  l'énergie  interne  d'un  système  qui  renferme  des  cou- 
rants linéaires  quelconques  et  des  aimants,  il  suffira  de  reproduire 
à  peu  près  textuellement  les  raisonnements  exposés  [au  Livre  XV, 
Chapitre  VIII,  pour  arriver  au  résultat  suivant  : 

LorsqiCon  déplace  en  présence  Vun  de  Vautre  un  courant 
linéaire  quelconque  et  un  aimant,  les  actions  mutuelles  de  ces 
deux  corps  effectuent  un  travail  égal  au  signe  près  à 


v/^ 


^2f[L;dçil{^ds)\ 


la  variation  est  prise  en  supposant  V aimantation  invariable 
de  grandeur  et  invariablement  liée,  comme  direction,  à  la 
substance  qui  forme  V  aimant, 

La  quantité 

représente  donc  la  forme  générale  du  potentiel  électromagné- 
tique d'un  aimant  et  d'un  conducteur  linéaire  quelconque. 

La  forme  de  ce  potentiel  nous  apprend  immédiatement  que  les 
actions  mutuelles  d'un  élément  magnétique  et  d'un  courant  quel- 
conque sont  les  mêmes  que  les  actions  mutuelles  de  ce  courant  el 
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du  petit  courant  équivalent,  par  hypothèse,  à  l'élément  magné- 
tique dans  l'étude  des  phénomènes  d'induction. 

Cherchons  l'action  qu'un  courant  quelconque  exerce^  d'après  la 
loi  précédente,  sur  un  élément  magnétique. 

Cette  action  se  réduit  à  une  force,  de  composantes  X,  Y,  Z, 
appliquée  au  milieu  m(Ç,  t),  2^)  de  l'élément  magnétique  et  d'un 
couple  dont  l'axe  a  pour  composantes  L,  M,  N.  Calculons  ces 
quantités  X,  Y,  Z,  L,  M,  N. 

Pour  déterminer  X,  donnons  à  l'élément  magnétique  une  trans- 
lation SÇ.  Le  potentiel  électromagnétique  du  courant  sur  l'élé- 
ment subira  une  variation  8ll,  et  nous  aurons 

XSa?^— Sn. 

Tout  revient  donc  à  calculer  8ll. 
Or,  nous  avons 

51 

Nous  avons  aussi 


8n  =—  ^  OR/  rft^  8  A  A  ds. 


ôl 


__      fdydX^       dz  dy\\     r 
"  \ls   di^ds  dîj'dî 


c)i 


(dz  d\        dx  d(,\     r 
d^  dî^  di  dij'd^ 


dl 


(dx  dr\       dy  d\\     r 
ds  dî  "  ~d7  di/l^ 


On  voit  alors  que  si  i  augmente  de  §i,  tous  les  autres  paramètres 
demeurant  constants,  on  aura 


8a 


I        /dz  dj\       dy  dX,\ r 

L     \di  dJ"  di  dl/'W 


(dx  d^        dz^  d^\       r 
ds  dl         ds  dl)  d^dr^ 

(dy  ^  _dx  dri\ r_      g. 

\ds  dl        ds  dlj  dldi:^  ^* 
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Ce  résultat  nous  donne  la  première  des  trois  égalités 

(dz  dr^        dy  rfÇ\ r 

[d^dl-Tsdl)'^ 


V  ds  dl        ds  dl)  dl  âri        \ds  dl        ds  dl)  d\  dÇ  J  ^  ^*' 


(1) 


Y        ^-^^dAx       (dzd.^_dyd^\^ 
/^  J     L      \TsTl         ds  dl)dr^d\ 

fdx  d^        dz  ^\ r^        /ç^  f5  _  f^  ^C\ L  I     ri 

\di  di"^  dl  dl)    àr,t    '^  \ds  dl~  ds  dl)  d^J  ^  ^' 

/dr  ^  __  dz  d^\  r_        /^  ^  _  ?^  ^\ L  I  ï  // 

'^\ds  dl       ds  dl)  dÇdTj  "^  V^5  rf/        rf*  rf/y    <?Ç«  J  "^  ^*^ 

les  deux  autres  s'établissent  d'une  manière  analogue. 

Calculons  maintenant  les  trois  quantités  L,  M,  N.  Supposons 
que  l'élément  dl  subisse  une  rotation  8v  autour  de  mZ.  Les  sept 
quantités 


àl 

r 

dl 

r 

dl 

r 

àV 

an' 

àti' 

dx 
ds' 

ds' 

dt, 
dl 

dz 
ds' 

demeurent  invariables.  On  a  alors 


8A=      ^(^8^-/8g 

ds   \  aç      dl        071     dl 


dl 


di:\ds     dl        ds     dl) 


CHAP.  III.  —  FORCES  ENTRE  UN  COURANT  LINÉAIRE  ET  UN  AIMANT.   497 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  ron  a 


d-ri  ^ 

-  dl  '"' 

dl 

dl'"- 

On  a  alors 

On  obtient  ainsi  la  dernière  des  trois  égalités 


/    I      ''  A(x  dr[       dz    d^\       j       r  dr^  r  d^^  \  dx\  ^   , 

J     \j\   \ts   dl'^  d's~dl)~  \d^  di'^lj^'dlj  T7jJ 


Les  deux  premières  s'établissent  d'une  manière  analogue. 


§  2.  —  Aotion  d'an  élément  magnétique  sur  un  élément  de  courant 

quelconque. 

L'action  d'un  élément  magnétique  AB  sur  un  élément  de  con- 
ducteur quelconque  MN  =  ds^  traversé  de  M  en  N  par  un  courant 

(jï       \ 
i  -^  --,-  ds\  en  N,  se  définit  comme 

l'action  d'un  courant  quelconque  sur  un  élément  de  courant  quel- 
conque. D'après  cette  définition,  le  travail  des  actions  en  ques- 
tion, dans  un  déplacement  qui  amène  l'élément  MiN  en  AI'IN',  est 
égal  au  potentiel  électromagnétique  de  Télément  AB  sur  un  cou- 
rant parcourant  le  circuit  MNN'M'M  dans  le  sens  des  lettres,  et 
ayant  : 

F^n  MN,  une  intensité  qui  varie  de  J  à  (J  -h  ;r  ^^^\» 

En  NN',  une  intensité  (J  +  ^  <^^)  ; 

D.  —  m.  32 


f 
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En  N'M',  une  intensité  qui  varie  de  (j  -h  -r-  ds)  ; 

En  M'M,  une  intensité  J. 

On  démontrera  aisément  que  cette  action  se  réduit  à  une  force 
appliquée  au  milieu  0(xyy,  z)  de  l'élément  MN.  Nous  allons 
nous  proposer  de  calculer  les  composantes  X,  Y,  Z  de  cette  force. 

Soit  A(rfa")  la  valeur  de  la  quantité  A  pour  le  système  formé 
par  Télément  AB  et  un  élément  conducteur  quelconque  d<T, 

Pour  calculer  X,  nous  donnons  à  l'élément  MN  une  translation 
ùx  parallèle  à  Ox.  Les  deux  lignes  MM',  NN'  sont  alors  parallèles 
à  Ox,  de  même  sens,  et  égales  à  ùx. 

D'après  la  définition  précédente,  on  a 

\ox  =  -y:.DyLdvïii{MN)Jds  -f- A(NN')  (j  -^^ds\ox 

A(N'M')Jrf5-4-A(M'M)Jox  |. 

Si  l'on  remarque  que  l'on  a  sensiblement 

A(NN')-+-A(M'M)=  G, 
on  voit  que  cette  égalité  peut  s'écrire 

0)  ( 

v/ï  ds     ^        ' 

Nous  désignerons  par  t  l'angle  sous  lequel,  du  milieu  m  de 
l'élément  magnétique  AB,  on  voit  la  face  positive  du  circuit 
MNN'M'M.  Nous  aurons 

(i)  ~  =  A(MN)rf*-hA(NN')8a:-rA(N'M')t/j4-A(M'M)8x. 

Soit  N  la  normale  à  la  face  positive  en  question.  Soit  /•  la  di- 
rection Om.  Nous  aurons 

cos(N,  r)  sin(rf!s,  8ar)    -   ^ 
ff  =  r as  ox. 
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Or  on  a 

cos(N,  r)  =cos(N,  a:)cos(/*,  x)-h  cos(N,^)cos(r,^)  -hcos(N,«)  cos(r,  z). 

D'autre  part,  on  voit  bien  aisément  que 


cos(N,  ar)  =  o, 


cos(N,j^)  = 


dz 
ds 


cos  (dsy  OZ)  _ 

sin  {ds,  OX)  sin  {ds,  OX)  ' 


,^      ,  cos(ds,OY) 

cos(N,  5)  = .    ,  ,    ^VN 

^    '  sin (05,  OX) 


ds 


sin  (ds,  OX) 


On  a  donc 


cos(N,  /•).= 


I  /dr  dz 

sin  {ds,  OX)  V?^  S 


dr  dz       dr  dy\ 
ày  ds        dz  ds) 


et,  par  conséquent, 


(5) 


dd 
dl 


r  dy 


r  dz 


dl  \dz    ds        dy  ds 


ds  8jr. 


D'un  autre  côté,  on  a 


ou  bien 


(6) 


A(NN')  = 


r 

dl 

r 

àl 
r 

dx 

ày 

dz 

dl 

drt 
dl 

dX. 
dl 

À(NN')  = 


r  aÇ 


r  d'r\ 


Si  donc  on  pose 


(7) 


dy    dl        dz   dl 

X  =  Xi  -t-  Xj , 
Y  =  Y|-4.Y,, 
Z  =Z,-+-Z,, 


les  égalités  (3),  (4),  (5)  et  (6)  démontreront  les  premières  for- 
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mules  de  chacun  des  deux  groupes  : 


X,  = -DJldvJds--: 

/2  ^* 


(8)  <  Y,=-  -^  DKdvJds^, 

^2  ^^ 


r  dy 
dz    ds 

r  dz 
dy    ds 

r 

r  dz 

r  dx 

dx  ds 

dz    ds 

r  dx 

r  dy 

~,~     I  9 


*/r[  dl  \dy   ds        dx    ds 


x,  =  -43n.rf.'  "^^ 


)/ 


1 


ds 


\i}y   dl        ds   dl J 


(9)  t  Y.  =-  ^  Ollrf.  §-  ds.^       .,       -^       ,, 


t/i  ^^        \dx    dl        dy    dl  J 


§  3.  —  Transformatioii  des  formules  précédentes.  —  Comparaison 
de  la  loi  trouvée  avec  les  lois  d'Ampère  et  de  Biot. 

Examinons  la  loi  de  Faction  d'un  élément  magnétique  sur  un 
élément  de  courant  uniforme,  loi  exprimée  par  les  formules  (8) 
el  (9). 

La  force  qui  a  pour  composantes  X|,  Y,,  Z|  garde  la  même 
valeur,  que  l'élément  de  conducteur  sur  lequel  elle  s'exerce  soil 
traversé  par  \\\\  courant  uniforme  ou  par  un  courant  non  uni- 
forme. Elle  peut  être  décomposée  en  deux  forces,  dont  chacune 
est  émanée  de  l'un  des  pôles  de  l'élément  magnétique.  Chacune 
de  ces  deux  forces  est  d'ailleurs  donnée  par  la  loi  d'Ampère- 
[Livre  XV,  Chap.  VI,  égalité  (i)]. 

La  force  qui  a  pour  composantes  X2,  Y^,  Z2  n'est  différente 
de  o  que  si  l'élément  de  conducteur  sur  lequel  elle  agit  est  tra- 
versé par  un  courant  non  uniforme.  Elle  ne  peut  être  regardée 
comme  la  résultante  d'actions  exercées  séparément  par  les  pôles 
de  l'élément. 
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Les  deux  identités 


<R. 


di] 


X,     b5     +Y,     ^     +Z 


X, 


dl 


dl 


dl 


=  o, 


I  j   — r-  ^j        -        —  O, 

r  r 


dont  il  est  facile  de  vérifier  Texactitude,  montrent  qu  e  cette  force 
est  à  angle  droit  avec  l'axe  de  l'élément  magnétique  et  avec  la 
droite  qui  joint  l'élément  magnétique  à  l'élément  conducteur. 
Le  déterminant 

X,  Y,  Z, 

d^  dr\  rfÇ 

dl  dl  dl 


se  réduit,  tout  calcul  fait,  à 


51  rt^    ,   cf  J  j    I 

-ritfK^dv  - ,-  ds  -z 


/: 


ds 


Son  signe  est  celui  de 


(r  - .)  g 

-(z 

y-o§ 

-(X 

y-i)ti 

-Cr 

dl 

ds 

dri 
dl 


-(^-)gri 


La  force  en  question  a  donc,  par  rapport  à  l'axe  de  l'élément  ma- 
gnétique (Introduction,  Ghap.  II),  un  sens  de  rotation  de  même 

d} 
signe  que  -r* 

Pour  trouver  la  grandeur  de  la  force  dont  la  direction  est  ainsi 
parfaitement  déterminée,  nous  prendrons  pour  origine  le  milieu  O 
de  ds\  pour  axe  des  x  la  droite  /•;  pour  axe  des  z  la  normale  à  r 
située  dans  le  plan  de  r  et  de  rf/,  et  du  même  côté  de  /•  que  dl. 
Il  est  facile  de  voir  que,  dans  ce  cas,  la  force  cherchée  se  réduit 
à  sa  composante  Y2. 

Mais,  dans  ce  cas, 


~  =  sin  (c?/,  r). 


dl 

dl 

r 

r 

à.  -"■ 

dx 
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La  grandeur  de  la  force  est  donc 

T7       ^   ciw   -7    ^J  j    sin(r.  dl) 


v/ï 


ds  r* 


Ainsi,  faction  d'un  élément  magnétique  sur  un  élément  de 
courant  quelconque  se  compose  : 

I®  De  deux  forces ^  émanées  de  chacun  des  deux  pôles  de 
l'élément  magnétique;  ces  forces  sont  données  par  la  loi 
d'Ampère; 

2®  D'une  force,  normale  à  l'axe  magnétique  de  l'élément, 
à  la  ligne  de  jonction  de  l'élément  magnétique  et  de  l'élé- 
ment de  courant,  dirigée  vers  la  gauche  d'un  observateur 
situé  suivant  l'axe  de  l'élément  magnétique  et  regardant  l'é- 
lément de  courant;  cette  force  a  pour  grandeur 

(,o)  F=-—^DKdi'^^ds. 

Toutes  ces  forces  sont  appliquées  au  milieu  de  l'élément  de 
courant, 

Examinoifs  maintenant  la  loi,  donnée  par  les  formules  (i)  et 
(2),  pour  Taction  d'un  courant  quelconque  sur  un  élément  ma- 
gnétique, et  comparons-la  auK  lois  qui  ont  été  proposées,  pour  la 
même  action,  par  Ampère  d'une  part  et  par  Biot  d'autre  part. 

D'après  Ampère,  un  élément  de  courant  ds^  dont  le  milieu  a 

pour  coordonnées  [x^  y,  5),  exerce  sur  une  masse  magnétique  [i, 

située  au  point  (Ç,  tj,  !J),  une  force  dont  le  point  d'application  est 

en  {Xy  y^  z)^  et  dont  les  composantes  ont  pour  valeur  [Livre  XV, 

Chap.  X,  égalité  (1)] 

<X  = —  [iJ  ds 

/•2 

(il)  /  -r  Si       ,  ,  {      r  dx  r  dz  ] 

{à-  ^         à'-  ^ 
v_        ^       i/i       ^  ^y  r  dx 

1/2  \  à\    ds         &r\    ds 

Transportons  cette  force  de  manière  que  son  point  d'applica- 
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lion  vienne  en  (Ç,  yj,  Ç).  Il  faudra  alors  adjoindre  à  cette  force  un 
couple  dont  Taxe  aura  pour  composantes 

X=-[.X(r,-^)-g'(Ç-^)], 

ou,  en  remplaçant  -X,  jy,  3o  par  leurs  valeurs 

51       .  ,    à    dr 

Chaque  élément  magnétique  est  soumis  à  l'action  de  deux  forces 
telles  que  celle  qui  est  donnée  par  les  égalités  (i  i),  appliquées  en 
ses  deux  pôles,  et  de  deux  couples  tels  que  celui  qui  est  déterminé 
par  les  égalités  (12). 

En  composant  entre  elles  ces  actions,  on  pourra  les  réduire  à 
une  force  appliquée  au  milieu  de  Télément  magnétique  et  à  un 
couple. 

La  force  a  pour  composantes 


Jds  = DTLdvJds  -rj 


^'^)  ^  T9ds  =  -^Dl[ldi>Jdsj 


3efc  =  -4^rf.J^4 


/ 


2 


dl 


Quant  au  couple,  son  axe  aura  pour  composantes 

Ii  </5  =  (  fi  H-  4r,  )  ds, 
SXds  —  {^SXi'^S0i{)ds, 
m  rf5  =  (  îli  -t-  tlj  )  ds^ 

%sds^  SA^ds^  Idiûf^  étant  les  composantes  de  Taxe  du  couple 
obtenu  dans  la  composition  des  forces  représentées  par  les  éga- 
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lilés  (i  i)y  et  i^d^t  Jtts^^}  Vi^ds  étant  les  composantes  de  l*axe 
du  couple  obtenu  par  la  composition  des  couples  donnés  par  les 
égalités  (12). 
On  aura 

ou  bien,  en  remplaçant  eV-,  J,  %  par  leurs  valeurs  tirées  des  éga- 
lités (i  i), 


2^ 
i^ds— —  OK  dv}ds 


"'*^    ^  tX^ds  =  -  ^J^dv}ds 


/ 


2 


5l 

îli</^  = j:zD\idvJds 

x 


\j:(±d^^dzdV\_r_rdr,^j^d^  )  rfx 
Lt^;   W*  ^/  ^5   dl)        \dr^  dl        dr,  dl  J  ds \  ' 

[^J^(dzd^      dxdl\i^J^^      ^j:^)dy\ 
chi  \ds  dl'^  ds  dl)       \  <)C  dl  "^  d?    û?//  ^5  J  ' 

(^;Vrf5  é^/"^rf*  t^/        \(^$    ^/"'"(^T)    dl  /  dsY 


D'autre  part,  des  formules  (12)  on  déduit  aisément 

£tds~  -'  —  OXidvJJs  :f-j  1,, 
^2  <^^  ^l  <^ 

(16)  <  ^ids  r- DJldvJds  T— n  -f' 

^      ^  »  »/2  OS  ol  dï) 

tl,rf5  ^ SK  dv  J  df5  T— n  ^  • 

Les  égalités  (i3),  (i4)?  (i5)>  ('6)  expriment,  d'après  la  loi 
d'Ampère,  l'action  d'un  élément  de  courant  quelconque  sur  un 
élément  magnétique.  Comparons-les  avec  les  égalités  (1)  et  (2) 
qui  expriment  la  véritable  loi  de  celte  action. 

L'égalité 

dii      dil       ^\. 
r  r  r 


dÇ*      07,^     d?;« 
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permet  de  donner  à  la  première  des  égalités  (i)  la  forme 


^: 


r    dr^  r     aÇ 

(>Ç^  dl  "~  5^  dï  "^  dÇi"     dl 


''7-  d^, 


Mais  on  a 


r    dl 


r  di\ 


â\ÔT,  dl  "^   ch)*    dl  '^  dÇchi  dl  , 


dtdr.  dl   1 


r    dx 


r  dy 


dT^d\   ds         dr}    ds        ài^àX^  ds 


r   dz    I 


/ 


/•    dx 


dti 


r    dy  ''    '^^   )  I  // 

^^  "57  "^  ^  ■37/ J 


r 
r 


r 


ÔT^ 


r 


dÇ  ^r^        dx  dy 


L'égalité  précédente  peut  donc  s'écrire 


"'^'"'/'i  i-.i!h-'^t) 


Oii 


\  dz   dl       ly  dl  /  J  ^ 


a 


ds\dz  dl        dy   dl   ' 


dz   dl        dy  dl  J  _ 


0     J    \  dz   dl        dy   dl  J  ds      ' 


Or,  ou  bien  le  courant  est  fermé;  ou  bien,  s'il  est  ouvert,  l'inten 
site  est  égale  à  o  en  ses  deux  extrémités.  On  a  donc 


l^  \-£  m- ~  dp  dl /],-''' 
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Cl  les  relations  précédentes  fournissent  la  première  des  égalités 


""/ 


%^'''[J '7i\-i%-  ■^sJ'^-J  \£È-:é^)t'^\' 


^-/ 


Ces  égalités  (17)  peuvent  s'écrire 


X  =  ^  OÏL  ^/t' 
/a 


v/2  */    \  <^^   e//       dy  dl  j  ds  J 

Ces  égalités  (18)  montrent  que   /a  force  quUin  courant  quel- 
conque exerce  sur  un   élément  magnétique  coïncide  avec  la 
force  donnée  par  la  loi  d^ Ampère  dans  le  cas  où  le  courant 
est  fermé  et  uniforme  et  seulement  dans  ce  cas* 
Si  l'on  compare  les  formules  (2)  et  (i5),  on  voit  que 

L  =  I  ti  ds, 

(19)  I  M=:  fm^ds, 

N  3-   Tni  ds. 

Donc,  pour  que  le  couple  qu'un  courant  exerce  sur  un  élément 
magnétique  coïncide  avec  le  couple  donné  parla  loi  d'Ampère,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

(•20)  /  f%  ds  =0f  I  Miids  =  o,  I  îlj  ds  =  o. 
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Or  on  a,  d'après  les  égalilés  (16), 
D'ailleurs,  en  toutes  circonstances, 


( 


,  à  di-y 


Les  égaillés  (20)  deviennenl  donc 


r  à  /dr\  di   , 

f'dl{%)d-s'^=''' 

r  à  /dr\  dJ    , 
J  dl[d^)d-s'^'  =  ''- 


Elles  nous  apprennent  que  le  couple  engendré  par  faction  d^un 
courant  quelconque  sur  un  élément  magnétique  est  donné  par 
la  loi  d'Ampère  lorsque  le  courant  est  fermé  et  uni/orme  et 
seulement  dans  ce  cas. 

La  loi  d'Ampère  est  donc  exclusivement  applicable  à  l'action 
d'un  courant  fermé  et  uniforme  sur  un  élément  magnétique. 

Biot  a  donné  une  loi  qui  diffère  de  celle  d'Ampère  en  ce  que  la 
force  eX,  JJ,  ^,  donnée  par  les  égalités  (ii),  est  appliquée  au 
point  ($,  7),  Ç)  et  non  au  point  (:r,  y,  z).  Dans  la  loi  de  Biol, 
l'action  d'un  élément  de  courant  sur  un  élément  magnétique  se 
réduit  à  une  force  appliquée  au  milieu  de  l'élément  magnétique  et 
à  un  couple.  Comme  dans  la  loi  d'Ampère,  la  force  a  pour  com- 
posantes les  quantités  D>^ds,  ^ds,  %ds^  données  par  les  éga- 
lités (i3),  mais  les  composantes  de  l'axe  du  couple  se  réduisent 
aux  quantités  jfTi  ds^  Jtti  ds,  Hti  ds,  données  par  les  égalités  (i5). 

Les  égalités  (19)  nous  apprennent  alors  ce  résultat  : 

Le  couple  exercé  par  un  courant  quelconque  sur  un  élément 
magnétique  est  toujours  donné  exactement  par  la  loi  de 
Biot, 

L'égalité  (18)  nous  apprend  que  la  force  qu'un  courant  quel- 
conque exerce  sur  un  élément  magnétique  ne  se  réduit  à  la 
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force  donnée  par  la  loi  de  Biot  que  dans  le  cas  où  le  courant 
est  fermé  et  uniforme. 

L'ensemble  des  égalités  (i8)  et  (19)  nous  montre  que,  pour 
obtenir  Taction  qu'un  courant  quelconque  exerce  sur  un  élément 
magnétique,  il  faut  adjoindre  aux  forces  données  par  la  loi  de  Biot 
une  force  exercée  par  chaque  élément  de  courant  au  milieu  de 
chaque  élément  magnétique  et  ayant  pour  composantes 

ip    .    _    ^  rji,     »   ^    ,   (       r  dX,  r  dri 

"  t/'ï  '  ds       \dy   dï        dz   dl 

JTj,  ds       \  dz    dl       ùx   dl 

Cette  force  a  même  grandeur  que  la  force  dont  les  composantes  sont 
données  par  les  égalités  (9),  mais  elle  lui  est  opposée  en  direction. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  la  loi  suivante  : 

IJ action  d'un  courant  quelconque  sur  un  aimant  quelconque 
peut  toujours  être  regardée  comme  résultant  : 

1°  De  forces  que  chaque  élément  de  courant  ds  exerce  sur 
chaque  masse  magnétique  |jl.  Chacune  de  ces  forces,  comme  le 
voulait  Biot,  est  appliquée  à  la  masse  magnétique  [x,  normale 
au  plan  de  r  et  de  ds,  dirigée  vers  la  gauche  d'un  obsersfateur 
situé  dans  Vêlement  ds  et  regardant  la  masse  magnétique  ; 
elle  a  pour  grandeur 

(22)  F  =  -—  — ^—^ fJiJ  ds. 


/ 


2 


n 


'jJ^  De  forces  que  chaque  élément  de  courant  ds  exerce  sur 
chaque  élément  magnétique  DXLdç.  Chacune  de  ces  forces  est 
appliquée  au  milieu  de  l'élément  DXidv^  normale  au  plan  de  r 
et  de  dl,  dirigée  à  droite  de  ce  plan  pour  un  observateur  si- 
tué suivant  dl  et  regardant  l'élément  ds]  elle  a  pour  gran- 
deur 
/   «V  /-        51    sin(r,  ûf/)  ^„     ,   t;W    . 
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Cette  dernière  force  ne  peut  se  décomposer  en  actions  exer- 
cées séparément  sur  chaque  pôle. 

Ainsi,  dans  cette  loi,  comme  dans  la  loi  énoncée  par  Biot  pour 
les  courants  fermés  et  uniformes,  les  actions  exercées  par  un  élé- 
ment de  courant  sur  un  élément  magnétique  se  réduisent  à  trois 
forces  qui  sont  respectivement  égales  et  de  direction  contraire  aux 
trois  forces  auxquelles  est  réductible  Faction  de  l'élément  ma- 
gnétique sur  Télément  de  courant.  Mais  ces  forces,  tout  en  étanl 
respectivement  égales  et  de  sens  contraires,  n'ont  pas  les  mêmes 
points  d'application.  Les  forces  exercées  sur  l'élément  magnétique 
ont,  pour  points  d'application,  les  pôles  de  cet  élément  et  son 
milieu;  les  forces  exercées  sur  l'élément  de  courant  sont  appli- 
quées au  milieu  de  cet  élément.  L'ensemble  des  six  forces  en  ques 
lion  forme  donc  trois  couples  élémentaires,  selon  l'expression 
de  Biot  et  d'Ampère. 

Peut-on,  comme  il  arrive  dans  la  loi  d'Ampère  relative  aux  cou- 
rants fermés  et  uniformes,  décomposer  l'action  d'un  courant  quel- 
conque sur  un  élément  magnétique  en  actions  exercées  par 
chaque  élément  de  courant  ds  sur  l'élément  magnétique,  de  telle 
façon  que  ces  actions  soient  égales  et  directement  opposées  aux 
actions  de  l'élément  magnétique  sur  l'élément  de  courant?  En 
d'autres  termes,  peut-on  dans  l'énoncé  de  la  loi  précédente,  sup- 
poser que  toutes  les  forces  exercées  par  l'élément  rf^  aient  pour 
point  d'application  le  milieu  de  l'élément  dsl 

Faisons  cette  hypothèse.  Nous  trouverons  aisément  que  l'action 
d'un  courant  quelconque  sur  un  élément  magnétique  se  réduira  à 
une  force  appliquée  au  milieu  de  Télément  magnétique  et  ayant 
pour  composantes  les  quantités  X,  Y,  Z,  données  par  les  éga- 
lités (i),  et  à  un  couple  dont  l'axe  aura  pour  composantes 

L  H-  /  iT,  rfA-  -H  /  iTs  ds, 
M  -:  /  tXids-^  I  JBXsds, 
^  -h  I  XI2  ds-h  fXii  ds, 

L,  M,  N  étant  définis  par  les  égalités  (2);  $21  -^21  ^2  par  les 
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égalités  (i6)  et  jlTs,  JHs,  tlj  parles  égalités  suivantes 

(  ÎI3  û?5  =  [S(j-T))-H(a7  ~0]«?*. 

L'hypothèse  faite  ne  peut  donc  conduire  à  des  résultats  exacts 
que  si  Ton  a 

(îi5)  <    I  {Mil -h  Êiz)  ds  =  o, 

I  (Hj  -i-Hi  )c^^  =  o. 

Les  égalités  (21)  et  (24)  donnent 

J  ^1  J    ds  dl  chi 


Mais  on  a 


7  5Ï  (^/  (^Ç  L   ^^  ^5  Jo    J      àl  ds  d^      ' 


D'ailleurs,  en  toutes  circonstances, 


[^r/^]!=°- 


On  a  donc 


En  comparant  ces  égalités  (26)  aux  égalités  (16),  on  voit  aisé- 
ment que  les  égalités  (26)  sont  toujours  satisfaites. 

Par  conséquent,  l'action  d'un  courant  quelconque  sur  un 
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aimant  quelconque  peut  toujours  être  regardée  comme  résul- 
tant : 

I®  De  forces  que  chaque  élément  de  courant  ds  exerce  sur 
chaque  masse  magnétique  jx.  Chacune  de  ces  forces,  comme  le 
voulait  Ampère,  est  appliquée  en  un  point  qui  coïncide  avec 
le  milieu  de  Vêlement  ds^  normale  au  plan  de  r  et  de  ds^  diri- 
gée vers  la  gauche  d^  un  observateur  situé  dans  Vêlement  ds  et 
regardant  la  masse  jx;  elle  a  pour  grandeur 

14°  De  forces  que  chaque  élément  de  courant  ds  exerce  sur 
chaque  élément  magnétique  OTO  dv.  Chacune  de  ces  forces  est, 
elle  aussi,  appliquée  en  un  point  qui  coïncide  avec  le  milieu  de 
Vêlement  ds,  normale  au  plan  de  r  et  de  dlj  dirigée  vers  la 
droite  d'un  observateur  situé  suivant  dl  et  regardant  Vêle- 
ment ds'j  elle  a  pour  grandeur 

^        51    s\n(r,  dl)  ,^    ,   dJ 

D'après  cet  énoncé,  Vaction  d\in  courant  quelconque  sur  un 
élément  magnétique  est  la  même  que  si  Vaction  de  chaque 
élément  de  courant  sur  Vêlement  magnétique  se  réduisait  à 
une  force  égale  et  directement  opposée  à  Vaction  de  Vêlement 
magnétique  sur  Vêlement  de  courant. 


*—* 
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NOTE  A. 

SUR    l'application    U£   LA    LOI   d'oHM   AUX  COURANTS   LINÉAIRES. 

Les  considérations  exposées  à  la  page  411  du  Tome  I  doivent  être  com- 
plétées de  la  manière  suivante  : 
On  a  (loc,  cit,y  ligne  3) 

1  £  O  r^V       ,^      ^       dV        ^^      ^       dV        ,^      J    .. 


ou  bien 


'"sS"^- 


Mais  l'égalité  (7)  (t.  I,  p.  4®^)  montre  qu*«/i  tout  point  de  la  surface 
d'un  conducteur  parcouru  par  un  courant  uniforme,  les  lignes  de  flux 
sont  tangentes  à  la  surface. 

D'autre  part,  on  peut  démontrer  (t.  ï,  p.  \i5)  qu'e/i  tout  point  dUm 
conducteur  homogène,  les  lignes  de  flux  coïncident  avec  les  trajec- 
toires orthogonales  aux  surfaces  d*égal  niveau  potentiel. 

On  voit  donc  que  les  surfaces  d^égal  niveaUy  tracées  à  V intérieur 
d'un  conducteur  homogène  parcouru  par  des  courants  uniformes^ 
coupent  normalement  la  surface  du  conducteur. 

De  là  cette  première  conséquence  : 

La  section  droite  A  est  une  surface  de  niveau. 

Les  diverses  sections  droites  infiniment  voisines  étant  sensiblement  pa- 
rallèles, on  trouve  cette  seconde  conséquence  : 

dV  . 

La  quantité  -r-  a  sensiblement  la  même  valeur  en  tous  les  points  de 

l'aire  A.  L'égalité  précédente  devient  donc 

A  dV 

A  ds 

dV 
La  quantité  -r-  se  rapporte  à  un  point  du   plan  A,  quelconque,   mais 

intérieur  au  conducteur.  La  ligne  s  étant  tangente  à  la  surface  du  conduc- 
teur, cette  quantité  a  la  même  valeur  (t.  I,  p.  91),  en  un  point  du  plan  A 

D.  -  IIL  33 
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extérieur  au  conducteur  et  infiniment  voisin  de  sa  surface;  c'est  le  sens 
qu'il  faut  lui  attribuer  dans  la  formule  (3)  (t.  I,  p.  4'0- 


NOTE  B. 

SUR   Là   théorie   des   GOURANTS   THERHO-ÉLEGTRIQUES. 


Si  Ton  veut  appliquer  les  équations  générales  de  l'équilibre  électrique 

[t.  I,  p.  4^9»  équations  (4)]  à  un  conducteur  dont  la   température  varie 

d'un  point  à  l'autre,  mais  qui  est,  en  tout  point,  formé  du  même  métal, 

on  devra  poser 

dB  de  de 

-—    =  O,  —    =  g  ~  o. 

ôj'  oy  oz 

Si  l'on  observe  en  outre  que  l'on  a  [t.  I,  p.  363,  égalité  (i6)] 

les  équations  citées  deviennent 

àW  d\  d\ 

dx  ay  oz 

Ainsi,  entre  les  diverses  parties  inéf;alement  chaudes  d'un  même 
métal ^  il  ne  s'établit  aucune  différence  de  niveau  potentiel. 

Cette  proposition,  conforme  à  certaines  idées  de  Clausius  (^),  semble 
contredite  par  l'expérience.  En  effet,  M.  Pellat  a  montré  qu'il  existe  une 
différence  de  niveau  potentiel  entre  deux  plateaux  formés  du  même  métal 
et  portés  à  des  températures  différentes  (*). 

«  Ce  phénomène,  dit  M.  Pellat,  n'avait  jamais  été  observé  à  ma  con- 
naissance, car  il  ne  faut  pas  le  confondre  avec  celui  qu'avait  prévu  Sir 
W.  Thomson  et  dont  il  a  montré  l'existence  par  l'expérience.  L'effet 
Thomson  n'est  autre  que  l'effet  Peltier  entre  deux  parties  inégalement 
chaudes  d'un  même  métal  rendues  dissemblables  par  une  inégalité  de 
température.  Il  existe  la  même  différence  entre  l'effet  Thomson  et  le  phé- 
nomène qui  nous  occupe  qu'entre  l'effet  Peltier  et  le  phénomène  étudié 
jusqu'ici  entre  deux  métaux  dissemblables.  » 

Dans  un  récent  Ouvrage  (3),  M.  II.  Poincaré  oppose  cette  contradiction 


(')  R.  Clausius,  Sur  l'application  de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur 
aux  phénomènes  thermo-électriques  {Mémoires  sur  ta  Théorie  mécanique  de 
la  chaleur,  trad.  par  V.  Folie,  t.  II.  p.  iSa). 

(•)  H.  Pellat,  Diff^érence  de  potentiel  des  couches  électriques  qui  recouvrent 
deux  métaux  en  contact  {Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  5'  série,  t.  XXIV, 
p.  83;  i88i). 

(»)  H.  Poincaré,  Thermodynamique,  i^^.  38i  etsuiv.  Paris,  1892. 
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à  la  théorie  des  phénomènes  thermo-électriques  que  nous  avons  dévelop- 
pée. On  pourrait  cependant,  et  M.  Poincaré  signale  lui-même  cette  échap- 
patoire, éviter  cette  objection  en  observant  que  la  proposition  précédente 
affirme  que  les  valeurs  prises,  pour  un  même  métal,  à  une  distance 
(X-t-jx)  des  sur/aces  terminales,  par  les  quantités  6(T)  et  6(T'),  sont 
égales  entre  elles.  L'expérience  de  M.  Pellat  prouve,  au  contraire,  que  les 
valeurs  prises  par  les  mêmes  quantités  sur  les  sur/aces  terminales  sont 
inégales.  Entre  ces  deux  conclusions,  il  n'y  a  pas  contradiction. 

Mais  une  autre  observation  capitale  doit  intervenir  dans  l'explication 
de  l'expérience  de  M.  Pellal. 

Qu'entendons-nous  dire  lorsque  nous  parlons  de  deux  conducteurs  for- 
més par  un  même  métal  porté  à  des  températures  différentes?  Nous  enten- 
dons dire  que  les  paramètres  qui  définissent  la  matière  formant  un  con- 
ducteur ont  tous  la  même  valeur  pour  ces  deux  conducteurs,  sauf  la 
température,  qui  n'a  pas,  pour  chacun  d'eux,  la  même  valeur. 

Or  les  paramètres  qui  définissent  la  nature  et  l'état  d'un  conducteur  ne 
sont  pas  choisis  d'une  manière  arbitraire.  La  plupart  des  propriétés  du  po- 
tentiel thermodynamique  interne,  et,  en  particulier,  celles  sur  lesquelles 
repose  la  démonstration  de  l'équation  fondamentale 

H-        ^^ 

supposent  le  choix  de  ces  paramètres  assujetti  à  une  certaine  loi  (i). 

Ces  paramètres  sont  choisis  de  telle  manière  que,  s'ils  demeurent  con- 
stants pendant  que  la  température  éprouve  une  certaine  variation, 
aucun  travail  extérieur  n'est  effectué  et  aucune  force  vive  n'est  prise  par 
le  système. 

Si,  par  exemple,  il  s'agit  de  définir  un  corps  de  nature  chimique  déter- 
minée, pris  dans  un  état  moléculaire  déterminé,  il  faudra  adjoindre  à  la 
température,  comme  paramètre  variable,  son  volume  spécifique. 

Dés  lors  que  signifiera  cette  expression  :  deux  conducteurs  formés  du 
même  métal  et  portés  à  une  température  différente?  Elle  signifiera  que  ces 
deux  conducteurs  sont  non  seulement  formés  d'un  métal  de  même  nature, 
pris  sous  le  même  état  moléculaire,  mais  encore  qu'en  chacun  d'eux  ce 
métal  a  la  même  densité.  En  d'autres  termes,  elle  signifie  que  la  dilata- 
tion accompagnant  les  variations  de  température  du  métal  a  lieu  sous  vo- 
lume constant. 

Si,  au  contraire,  les  divers  conducteurs  sont  soumis  à  une  pression  con- 
stante et  uniforme,  deux  conducteurs  formés  d'un  métal  de  même  nature, 
portés  à  des  températures  diflérentes,  ne  pourront  être  dits  du  même  métal. 

Si   un   conducteur  est  formé  en  tous  ses  points  d'un   métal   de   même 


(*)  Voir  Tome  I,  p.  3^1.  Voir  aussi  P.  Duiiem,  Sur  tes  équations  générales  de 
la  Tfiermodynamique  {Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  3*  série,  t.  VII, 
p.  a3i;  1891). 
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nature,  s'il  est  porté  à  une  température  variable  d'un  point  à  Tautre  et 
sHl  est  soumis  à  une  pression  uniforme  et  constante  P,  il  ne  faudra  plus, 
dans  les  équations  (4)  et  (5)  (t.  I,  pp.  4^9*490)  poser 

« 

dh  d6  dh 

mais,  en  désignant  par  ('(P,  T)  le  volume  spécifique  du  métal  sous  la  pres- 
sion P,  à  la  température  T, 


de   de  dv 

de   de  dv 

de 

_  de  dp 

dx  "~  dp  dx 

dy       dv  dy 

dz, 

~  dp  dz 

ou  bien,  en  désignant  par  Pq  le  volume  spécifique  du  métal  sous  la  pres- 
sion P,  à  la  température  de  la  glace  fondante;  par  a(P,  T)  le  coefficient 
de  dilatation  du  métal  sous  la  pression  constante  P,  à  la  température  T, 

d5-^«d?*(*^'^^dî' 
de      ,  de  dT 

^-P  ^®arp  t/'^ 

dj-^«d?"(*^'^)dr 

On  voit  alors  qu'en  deux  points  de  ce  conducteur  où  la  température  a 
des  valeurs  différentes  T  etTMa  fonction  potentielle  aura  des  valeurs  dif- 
férentes V  et  V,  liées  par  la  relation 


(,)  e(V'-V,^../"'^^[''^^;'^)''^Ja(P.TWT  =  o. 


Dans  les  théories  que  renferment  les  Chapitres  VIII,  IX  et  X  du  Livre  V, 
nous  avons  toujours  entendu  le  mot  un  même  métal  dans  le  sens  que 
nous  venons  de  préciser.  Si  donc  on  veut  appliquer  ces  théories  aux  expé- 
riences faites  sous  une  pression  constante  et  uniforme,  on  devra  convenir 
de  négliger  la  dilatation  des  métaux. 

Si  l'on  ne  veut  point  faire  une  semblable  approximation,  il  faut  reprendre 
ces  théories  sur  nouveaux  frais,  ce  qui,  d'ailleurs,  se  fait  sans  aucune  dif- 
ficulté, comme  nous  allons  le  voir. 

A  l'intérieur  d'un  métal  dont  la  nature  demeure  la  même,  mais  dont  la 
température  varie  d'un  point  à  l'autre,  les  deux  fonctions  que  nous  avons 
désignées  (t.  I,  p.  490  P*""  H(a7,_^,  ^,  0  et  SC^».?^»-^?  ^)  deviennent  de 
simples  fonctions  de  p  et  de  T.  Si  la  pression  extérieure  est  maintenue 
uniforme  et  constante,  p  devient  une  simple  fonction  de  T  et  il  en  est  de 
même  des  fonctions  H(a?,^,  3,T)  et  5(^>^>'5,T),  que  nous  pouvons  dési- 
gner alors  par  A'(T)  et  iÇ'(T).  De  ce  point  de  départ,  on  peut  développer 
une  théorie  des  courants  thermo-électriques  en  tout  semblable  à  celle 
que  nous  avons  exposée.  Les  deux  fonctions  A'(T),  i0'(T)  joueront  dans  la 


NOTES.  5 17 

première  théorie  le  même  rôle  que  les  deux  fonctions  h(T)^  4 CI")  ^^^^  ^^ 
seconde. 

Le  coefficient  de  Xeffet  Peltler  à  la  soudure  de  deux  métaux  a  et  6 
aura  pour  valeur 

Rien  ne  sera  donc  changé  aux  relations  qui  lient  reffet  Peltier  et  les 
courants  thermo-électriques. 

Nous  aurons  [t.  I,  p.  363,  égalité  (16)] 

^a{^)=  ^j »  ^ôC  A  )  =  ^ 

OU  bien 

d%h       àBb  dvb 

ou  enfin,  en  désignant  par  ivq,   ^(P,T)  les  quantités  analogues  à  Vq  ^^ 
a(P,  T),  relatives  au  métal  b, 

Ai(T)=^-«'.gp(P,T). 
Or,  on  a  [t.  I,  p.  486,  égalité  (i3)] 

(3)  Di^-^^, 

et,  par  conséquent, 

rfpâ  ^       ifdSg       dBb\ 

La  comparaison  des  égalités  (2)  et  (4)  donne 

Telle  est  la  relation  qui  doit  remplacer  la  relation  de  M.  Lorentz  [t.  I, 
p.  486,  égalité  (i4)]. 

Cette  modification  apportée  à  la  relation  de  M.  Lorentz  modifiera  la 
relation  (18)  (t.  J,  p.  5io)  qui  deviendra 


^^^  dT   ~~       z\drr        dT 


^  C  =  6[Dâ(TO-Dâ(To)] 
(6) 


-''•X''£"^^'^)''^-^'^«X''Sp(''-'^)^- 
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L'égalité  (u)  (t.  I,  p.  5iy )  est  générale.  Au  sein  d'un  métal  de  même 
nature  en  tous  ses  points  et  soumis  à  une  pression  uniforme,  on  doit 
poser  non  plus 

dU  dH  dH 

mais 

Nous  aurons  alors,  pour  le  coefficient  de  l'elTet  calorifique  qui  s'ajoute  à 
l'effet  Joule,  la  valeur 


,.'(T)  =  T[g-H.,f.(P.T)] 


ou 

dh'{T) 


(4)  F^'(T)  =  T 


crr 


Le  coefficient  de  \effet  Thomson  ainsi  défini  gardera,  dans  la  nouvelle 
théorie  des  courants  thermo-électriques  les  relations  qu'avait,  dans  l'an- 
cienne théorie,  le  coefficient  de  l'effet  Thomson  autrement  défini. 

On  voit  ainsi  de  quelle  manière  on  pourra  reprendre  toute  la  théorie 
des  courants  thermo-électriques,  en  tenant  compte  de  la  dilatation  des 
métaux.  Seules,  les  propositions  où  figurent  les  différences  de  niveau  po- 
tentiel au  contact  seront  altérées. 

Une  dernière  remarque  :  M.  Poincaré  (*)  objecte  à  la  théorie  que  nous 
avons  exposée  les  difficultés  que  soulève  la  considération  de  courants  ou- 
verts. 

Gomme,  dans  toute  cette  théorie,  nous  n'avons  jamais  considéré  que  des 
conducteurs  en  équilibre  électrique,  ou  des  conducteurs  parcourus  par 
des  courants  fermés  et  uniformes,  nous  ne  pensons  pas  que  cette  objec- 
tion soit  fondée. 

NOTE  C. 

SUR   UNE  EXPÉRIENCE   d'àNTOINE-GÊSàR   BECQUEREL. 

Les  principes  développés  dans  la  Note  précédente  permettent  de  résoudre 
une  autre  difficulté  présentée  par  la  théorie  des  courants  thermo-électriques. 
Nous  allons  exposer  brièvement  cette  solution. 


(')  H.  Poincaré,  Thermodynamique,  p.  890. 
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Une  démonstration,  semblable  à  celle  que  nous  avons  exposée  au  Tome  l, 
page  490,  nous' permettra  d'énoncer  la  loi  suivante  : 

Si  un  conducteur  métallique,  partout  de  même  nature,  est  soumis  à 
une  pression  uniforme,  ce  conducteur  ne  peut  être  le  siè^e  de  courants 
permanents  sensibles,  quelle  que  soit  la  distribution  des  températures 
sur  ce  système* 

Nous  avons  rapporté  (t.  1,  p.  492)  une  expérience  célèbre  d' Antoine- 
César  Becquerel  qui  contredit  cette  loi,  et  nous  avons  indiqué  que,  d'après 
M.  Magnus,  cette  expérience  devait  s'expliquer  par  l'écrouissage  du  fil  de 
platine  qui  sert  à  la  réaliser. 

Gaugain  (*)  et  M.  Leroux  (*)  ont  montré,  par  une  série  d'expériences, 
que  cette  interprétation  de  M.  Magnus  ne  pouvait  être  acceptée.  Ils  ont 
prouve  : 

1**  Qu'en  recuisant  la  partie  nouée  du  fil  de  platine  de  manière  à  détruire 
l'écrouissage  s'il  s'était  produit,  on  n'empêchait  pas  la  production  du  phé> 
nomène  ; 

'2°  Qu'en  défaisant  le  nœud  sans  recuire  le  métal,  ce  qui  ne  pouvait 
qu'augmenter  l'écrouissage,  on  faisait  disparaître  l'efTet  thermo-électrique  ; 

3"  Que  la  formation  d'une  spirale  ne  suffisait  jamais  à  la  production  du 
phénomène,  pourvu  qu'il  n'y  ait  pas  contact  entre  deux  spires  différentes; 

4*  Que  l'efTet  observé  par  A. -G.  Becquerel  se  produisait  toutes  les  fois 
que  l'on  mettait  en  contact  deux  régions  très  inégalement  chaudes  du 
circuit. 

11  faut  donc  bien  reconnaître  que  les  expériences  d'A.-G.  Becquerel  sont 
en  contradiction  avec  la  loi  précédente. 

Si  nous  nous  reportons  aux  hypothèses  sur  lesquelles  repose  la  démon- 
stration de  la  loi  précédente,  nous  trouverons  sans  peine  l'explication  de 
ce  désaccord.  Nous  nous  so^lmes  appuyé  sur  cette  proposition  que  les 
deux  fonctions  H(a7,  ^,  >3,  T)  et  /)(^>  X^  ^^'^)  étaient,  à  l'intérieur  du  mé- 
tal, de  simples  fonctions  de  T,  A'(T)  et  j9'(T).  Gette  proposition  elle-même 
était  subordonnée  à  cette  autre  :  il  règne,  en  tout  point  à  l'intérieur  du 
métal,  une  même  pression  P.  Il  suffirait  d'ailleurs  que  la  pression  P,  sans 
être  constante,  fût  une  simple  fonction  de  T,  pour  que  la  démonstration 
subsiste.  Mais  cette  dernière  proposition  deviendra  fausse  en  général  si  le 
métal,  gêné  par  des  obstacles,  subit  une  dilatation  inégale.  G'est  ce  qui  ne 
peut  manquer  d'arriver  lorsque,  comme  dans  l'expérience  d'A.-G.  Becque- 
rel, deux  parties  du  circuit,  portées  à  des  températures  notablement  iné- 
gales, sont  directement  au  contact. 


(  '  )  Gaugain,  Mémoire  sur  les  courants  thermo-électriques  {Annales  de  Chimie 
et  de  Physique,  3*  série,  t.  LXVI,  p.  81  ;  186a). 

(  '  )  Leroux,  Recherches  sur  les  courants  thermo-électriques  (^Annales  de  Chi- 
mie et  de  Physique,  4*  série,  t.  X,  p.  201;  1867). 
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NOTE  D. 


SUR   Lk   YARIATION    DE   LA   FORGE    ÉLEGTROHOTRICE   D*i:XE  PILE 


î. 


AVEC   LA  PRESSION   QU  ELLE   SUPPORTE. 

Cette  variation  est  liée  à  raccroissement  de  volume  $f  que  subit  la  pile 
par  Teffet  de  la  réaction  qui  s'y  produit^  tandis  qu'elle  est  traversée  par  la 
quantité  d'électricité  5  dt.  Cette  relation  est  exprimée  par  l'égalité  [t.  f, 
p.  548,  égalité  (i5)] 

-_  J  a/  =  —  ùv. 

Nous  pensons  avoir,  le  premier,  indiqué  cette  relation.  Elle  a  été  d'abord 
]>ubliée  dans  notre  Ouvrage  sur  le  potentiel  thermodynamique  (*). 

Récemment,  M.  H.  Gilbault  (')  s'est  proposé  de  soumettre  cette  relation 

au  contrôle  de  l'expérience.  Voici  le  Tableau  qui  résume  les  résultats  de 

ses  recherches.  Les  forces  électromotrices  sont  évaluées  en  dix-millièmes 

de  volt:  les  pressions  en  centaines  d'atmosphères  : 

dC 

dP 

Piles.  caicalé.  obserré. 

I.  Daniell  (8  V.  ZnSO*;  a4  Vo  GuSO») -^    7,18  -+-    6,8^ 

II.  Daniell  (20  Vo  ZnSO*;  CuSO*  à  saturation)..     -+-    5,17  -f-    5 
m.      Daniell  (27,56  VoZnSOS  CuSO' à  saturation),    -h    2,2             h-    2 

IV.  Warren  de  la  Rue  (i  Vo  ZaCI") H-    6,62  -h    7 

V.  Warren  de  la  Rue  (4o  Vo  ZnCl*) —    5, 04  —    5 

VI.  Accumulateur  Planté  (8,8  Vo  SO* H») —12,7  —12 

VU.  Volta -586  -600 

VIII,  Bunsen —383  — 4o5 

ÏX.  Pile  à  gaz H-865  -+-8^5 


Les  expériences  de  M.  Gilbault  fournissent^  on  le  voit,  une  belle  confir- 
mation de  la  théorie  thermodynamique  de  la  pile. 

NOTE  E. 

SUR   LA   TBÉORIE    DU   CONDENSATEUR    A   LAME    DIÉLECTRIQUE. 

M.  H.  Lorberg,  professeur  à  l'Université  de  Bonn,  a  eu  l'obligeance  de 
nous  signaler  une  erreur  et  une  omission  qui  se  sont  glissées  dans  la 


(')  P.  DuiiBM,  Le  potentiel  thermodynamique  et  ses  applications,  p.  117. 
Paris;  1886. 

(  »  )  H.  Gilbault,  Variation  de  la  force  électromotrice  des  piles  avec  la  pres- 
sion {Comptes  rendus,  t.  CXIII,  p.  465;  1891).  —  Étude  sur  la  variation  de  la 
force  électromotrice  des  piles  avec  la  pression  (  La  lumière  électrique j  t.  XLII, 
pp.  7  et  63;  1891). 
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théorie  du  condensateur  à  lame  diélectrique  (t.  Il,  pp.  355-36a).  Nou^ 
allons  ici  réparer  Tune  et  Tautre. 

Les  deux  constantes  V{  et  Vi,  introduites  par  les  égalités  (ii)  (p.  358), 
sont  liées  par  Tégalité  (9  bis)  (p.  359).  Il  n'est  pas  possible,  en  général,  de 
disposer  du  rapport  de  ces  constantes  de  manière  que  l'égalité  (10  bis)  soit 
vérifiée  en  tout  point  des  surfaces  S],  S3.  La  solution  proposée  est  donc, 
en  général,  inacceptable.  Mais  elle  devient  acceptable  si  le  rapport 

(—) 

a  la  même  valeur  en  tout  point  P  des  surfaces  Si,  S|.  C'est  ce  qui  arrive 
dans  les  deux  cas  particuliers  traités  aux  pages  359  ''^  suivantes. 

Au  Tome  II,  page  36i,  ligne  4  ^  '&  formule 


S 


M,'^'"" 


doit  être  remplacée  par  celle-ci 

Y  étant  la  charge  qui,  répartie  sur  le  conducteur  1,  le  porte  au  niveau  po« 
tentiel  1.  Si  l'on  désigne  par  G  la  capacité  de  ce  conducteur,  on  a 

Les  trois  formules  qui  suivent  celle  dont  nous  venons  de  parler  doivent 
aussi  être  rectifiées  par  l'introduction  du  facteur  y  au  second  membre. 

Une  correction  analogue  doit  être  faite  à  quelques  formules  des  pages  364 
et  365.  Elle  est  si  aisée,  que  le  lecteur  n'aura  point  de  peine  à  la  trouver. 
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